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Le but de ce probléme est d’étudier les solutions de I'équation Av = » définies sur B2 tout
cntier. Nous travaillerons en coordonnées polaires : 'équation précédente s’écrit alors -

Py 1o 1o
or? - rdr 2062

(&) =u dans |0, +oo[x R ,

ol u = u(r, 8) est supposée de classe C° dans 10, +00[x R et est 2m-périodique en la variable @ pour

tout v > 0 :
¥(r, @) €]0,+c[xR — R, u(r,8) = u(r,8 + 2n) .

Notations et rappels

* Ou note L2([0, 27]) I'espace classique des fonctions définies sur 10,27, & valeurs réelles et de
carré intégrable. On pose

2 1
VfeLX0,27)),  |ifle=( /0 fs)ds)} |

e On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne est une gaussienne, Plus
précisément, pour tout ¢ € R,

+ ,
—}\/2__[ - €935 2y = g2
T J-0

Lorsque z = 0, cela donne en particulier

+o00 5 f
—8 /2d - —
j(; e 3 9

. , . P . .
* Pour deux suites numériques (uy,,) et (vy), on écrira que u, ~ vy, lorsque lim -Z =
n—400 U

Rappelons enfin la formule de Stirling :

nl~ V2rnn"e™ lorsque n ~ +oc .




Premiére partie

Pour tout n € ZZ, on définit les applications I, : R — R par

2
vre R, I,(r) = / (:os(ns)e”(’s(s)ds )
¢]

. Montrer que, pour tout n € Z, I,, est de classe C* sur R et que pour tout r € R,

o 27 , .
I (r) =[ cos(ns) cos(s)e” ®Eds et I'(r) = L,(r) —/ cos(ns) sin®(s)e” ) ds |
0 0

. En intégrant deux fois par partie fé” cos(ns) sin®(s)e” ****) ds, déduire de la question précédente

que I, est solution sur |0, +o0[ de I'équation différentielle :

' 2
®) e+ () =0,

. En utilisant la définition de I, (r), montrer que pour tout n € Z,

I

vr € R, L{r) = Ig % (/021r cos(ns)(cos(s))kds) .

. Montrer alors, en utilisant la formule de Moivre, que

)n+2p

1
YneN,Vre R, I, —Qz(n+p

En déduire que I,(r) > 0 pour tout r > 0 et pour tout n € ZZ.

. Soit y(-} :]0,+00{— R une solution de I’équation différentielle (Ey) (oit n € ZZ). Montrer

qu’il existe deux constantes réelles o et 3 telles que

Vr > 0, y(r) = L(r) (a +ﬁ/lr Smlwds) .

. En déduire que les seules solutions de I'équation (Ep) sur )0, +oc[, prolongeables par continuité

en 0% sont de la forme «f, avec @ € R.
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Deuxitme partie

Le principal objet de cette partie est d’obtenir des estimations de £, (r) lorsque 7 — 400 ou
" — +00.

1. Montrer que, pour tout n € ZZ,
s - . :
Vr >0, L(r) =2 [ cos(ns)e” O dy |
1o

En déduire que
T nt rleos{ £ )—1]
g - ) = 08 —— e vE dt .
Yr > 0, Vre ™ I(r) 2/0 (oq(\/?_")e

2. Montrer qu’il existe une constante ¢« > { telle que
¥s € [0, 7], cos(s) ~ 1 < —as® .

En déduire que

V2T e
N

3. En utilisant la question 4 de la premiére partie, démontrer que, pour tout r > 0,

Li(r) ~

lorsque r — 400 .

271'(%1‘)”

n!

I.(r)

lorsque n — +oc .

On définit, pour tout € > 0, la fonction 4, : R = R par

]_ !s—-2k1r!2
Vs€ R, Pels) = Nor e =
keZ

4. Montrer que 1, est bien définie et de classe C*® sur R, et est 27 périodique.

5. Mon:,trer que, pour tout n € Z, le n-ieme coeflicient de Fourier y,(¢) de ¢, est égal 3
e~ /2 /(21), c'est-d-dire :

1 ger e—ni/e

_ —ins —
Yn(€) = o |, he(s)e™ ™ ds 5




Troisiéme partie

Rappelons que I’équation (£) est définie dans I'introduction. Soit w : [0, +o0c{x R — R. Nous
dirons dans toute la suite que u est une solution de I'équation (&) si ;

o u = u(r,6) est de classe C*® sur 10, +oc[x R — R et 2r périodique en 0,
* u vérifie I'équation (£) dans ]0, +oo[x R,

* u{r,-) est continue dans [0, +oofx R et u(0,0) ne dépend pas de #. On notera toujours
2(0,6) = u(0)

(On remarquera que la condition (iii) est naturelle puisque u est lexpression en polaire d’une
fonction réguliére sur R?).

Pour tout n € ZZ, et pour tout r > 0, on note ¢y(r) le n-iéme coefficient de Fourier de u(r,-) :

1o s
Vr >0, e,(r) = rﬂf ulr, s)e”"ds
0

1. Montrer que, pour tout n € Z, la fonction (-} est de classe C* sur 10, +c0l, et vérifie sur
10, +co| I'équation (E,) de la question 2 de la premiere partic. Montrer de plus que cn(-) est
prolongeable par continuité en 0t.

En dédnire que, pour tout n € Z, il existe un nombre complexe oy tel que

Vr >0, en(r) = aply(r) .

2. Montrer que
¥ >0, Jlulr)lif = 2r 3 Jan|223(r) .
nex

Posons, pour tout ¢ > 0,
2n
ue(r, 9) =[ ulr, 8 — s)ipe(s)ds |
0
ol ¢ est défini dans la deuxieme partie.

3. Montrer que, pour tout e > 0, la fonction te est une solution de I’équation (£).

4. Pour tout n € ZZ, montrer que le n-iéme coefficient de Fourier de u(r, -) est égal a oI (re=n’e/2

plus précisément, montrer que

1

2T )
gfo te(r, s)e ™ ds = aeﬂln(r)e‘”ze/2 .

5. Démontrer que, pour tout ¢ > 0, la somme 2oneZ {ane‘°"2/2|2 converge,
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Quatriéme partie

Dans cette partie, u :)0, +00{-+ R est toujours une solution de I'équation (£) (¢f. la définition
daus la troisiéme partie).

On note encore ap, (pour n € Z) le coefficicnt obtenu 4 la question 1 de la troisieme partic,
On rappelle que le n-iéme coefficient de Fourier de u(r,-) est égal & v, I, (r).

1. Montrer que la série 57,.c . |an[* converge, si et seulement s'il existe deux constantes stricte-
ment positives M et g telles que

el _ .

Vi >, i S
0

Dans le reste de cette partie, sauf dans la question b, on suppose que la série 3¢z |a, |2
converge.

On pose alors

)= 3 ane™

neZ

On rappelle que la convergence de la série a lien dans L2([0,27]), et que la fonction f est
alors dans L?([0, 2x]).

2. En utilisant la décomposition de u(r,-) en série de Fourier, démontrer que, pour tout r > 0
et pour tout ¢ € (0,27, on a :

2m
u(r,0) =/ e’"cos(ﬂ‘s)f(s)ds.
0

3. Démontrer de plus que

U(T‘, )

= f(-) dans L2([0, 2x]) .

4. Prouver finalement que, pour tout élément [ de L2([0,27]), il existe une unique solution
u = u(r,#) de I'équation (£) telle que

. ’U.(’f', )
r—liToo IO (’J")

= f() dans L2([0, 27]) .

5. Soit u = wu(r,d) définie par :
V(r,0) € R®, u(r,) = e <os(0)
Montrer que u est une solution de (&), mais que

(e
e NI




Cinquiéme partie
Dans cette partie, on suppose que u : B2 — R est une solution positive de 'équation (£) :

Y(r,8) € R?, u(r,8) > 0.

Rappelons que la notion de solution a été définie dans la troisieme partie. L'objectif de cette partie

est de montrer que u vérifie 'inégalité de croissance

(x) u(r, 8) < u{0)e Y(r,0) €]0, +oo[x R .

On note toujours e, (pour n € Z) le coefficient obtenu & la question 1 de la troisitme partie.

On ne suppose plus ici que la série Yonez lan|? converge.

Comme dans la troisieme partie, on pose, pour tout € > 0,
2T
ue(r, 8) = fo wlr,0 — s)pe(s)ds .
I. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une unique fonction f, € L*([0, 2x]} telle que

27
ue(r, 0) = [ e o009 £ () ds |

0
Vérifier de plus que f.(s) > 0 pour presque tout s € [0, 2x).

2. Montrer que u, vérifie I'inégalité de croissance (*).

3. Montrer que, pour tout r > 0, u(r, -} converge vers u(r, -} dans L2([0, 27]) lorsque € tend vers

0.

4. En déduire que u vérifie 'inégalité de croissance (*).




