C31122 1. 4835-C

B. ANALYSE NUMERIQUE

Pour les épreuves d'admissibilité, ['usage de caleulatrices électroniques de poche a alimentation
autonome, non imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé, une seule & la fois étant admise
sur la table ou le poste de travail.

L'objectif de cette épreuve est la mise en place d’une méthode « Eléments finis — Moindres carrés » pour
résoudre numériquement une équation du type :

P a N=r A= 62
— U+ — - f —u(s x—N@r-s))ao\drds=f,
dr dx Lo o, 09X ©.1)

u|r=0=u0!
2

9 - ; : 3 8 ,
ol 37 désigne la dérivée premiére par rapport  la variable de temps ¢ € [0, T], a— et -5-;2» les dérivées
X

premiere et seconde par rapport 4 la variable d’espace x € R . La fonction o = o (\), supposée positive et deux
fois continiiment dérivable, et les fonctions f=f(1, x) et u, = uy (x) sont des données du probléme. La solution
de (0.1)s’écrit u=u(1, x).

La régularité des fonctions f, uy et u sera précisée au cours de I'énoncé.

Dans la suite, pour {a, b] C R et k entier positif ou nul, on note €*([a, b)) I’espace vectoriel
normé¢ des fonctions g : [a, b]— R, continues et k fois continliment dérivables, €4R™) celui des fonctions
g : R"— R, continues et k fois continiment dérivables, et 4*[a, b] X R™) celui des fonctions
g:[a, b] X R™— R, continues et k fois continiiment dérivables. Ces espaces sont munis de leur norme usuelle.

On désigne par L*(R) I’espace de Hilbert constitué des fonctions g : R R etde carré intégrable.
Enfin 6'({a, b] ; LY(R)) désigne I'espace vectoriel normé des fonctions :

g : [a, b]— LY(R)
t gl x),
continues et k fois continGment dérivables.

PARTIE 1
Approximation de I’intégrale

Sur Uintervalle [-1, 1], on introduit € points a;,...,a,,telsque ~1=g, < a,<... < ae_ <ap=1.
Soit £ € %[~ 1, 1), on note I, (k) I'approximation de

f““' RO\ dA .0

a;

par la méthode des trapézes.
L1. Donner I'expressionde I; (#) en fonctionde A,de q; etde a,,,.

[.2. Démontrer que si A est affine sur [q;,q;,,],ona:

1. (k) =r” O\ dX . 12)
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L.3. On suppose que h € €*([q;, a;,,]) et on écrit le développement de Taylor avec reste intégrale de 4 :

1.4,

L5.

AN =h{a)+N-a) k' (@) +R\). (1.3)
1.3.1. Exprimer R(XA).

1.3.2. Démontrer que :

J'"'” h()\)d)\—ldh):ﬁm RO dA -1, (R). (1.4)

(I”

1.3.3. Déduire de (1.3) et (1.4) que :

1y

LIRS | +1
J’ ANYdA -1, (h)=f A ()G {(pdp, (1.5)
ol
]
Gf(il-)=‘2"{“;+| —p) (g —p). (1.6)
[.3.4. Déduire de (1.5) que :
4i+ o _ay
"h0dA-L() | s sup wu| Gz (1.7
4 nE (g, a4, 12
En utilisant ce qui précéde et en notant ;
T|= MaX ‘a,'+] -d;l, (1'8)
i=1,...,.€-1
montrer que, si A € €%([-1,1]),ona:
1 €-1 1.]2
U AN AN - L | < sup |0t ()2 (1.9)
-1 i=1 peEL1] 6

On applique maintenant ce qui précéde 4 I’ approximation de |’intégrale intervenant dans I’équation (0.1).
On suppose, pour cela, que u € €% ([0, T] X R ) et on remplace :

h=1 62
j -5;2— u(s.x—?\(t—s))o'(?\)d)\, (1.10)
A=—1
par :
£-1 Y.
> I‘(W u(s,x—-(t—S))tr(-))- (1.11)
i=1

On arrive alors a une équation du type :

a 3 A

—u+—u-| 2 o— uls x-ag(t-s))ds=f

ar  ax o ic1 | Axt (1.12)
kl,—p=tp.

Donner I’expression des coefficients a;, pour i=1,..., €.




PARTIE I

Discrétisation en temps

Dans la suite, pour un espace vectoriel topologique K , on note :
Wy
K*"={w={ - |, weK pour i=0,.... ¢}, @.1)
We
que I’on munit de la topologie produit.

En particulier, (L2(R))¢+' désigne I'espace de Hilbert des fonctions :

R £+
W:R—R* wo (x)
x—=Wx)= , (2.2)
we (X)
telles que :
w, € LX(R), pour i=0,...,¢. 2.3
L'espace (L2 ([F&))e+ ' est muni du produit scalaire usuel :
. 14
W, W)= | wwdx (2.4)
7 i=0JR
et de sa norme associée, notée || ||, .
Suite au travail effectué dans la Partie I, on travaille maintenant sur I’équation :
[4
a ] t 2
—Uu+—u-— zaii—u(s,x—a,(t—s))d.s‘:f,
ar dx o ioy Ax (2.5)

“lr—0="0v

ou &,...,ae sont € pointsde [- 1, 1], vérifiant— 1 = g, <a, < .Xag1<ag=1etod a,,...,a, sont
des coefficients strictement positifs.

Pour i=1,..., €, on définit formellement les fonctions w;, , par :

w,‘(t,.):)=\/;,~jf iu(s,:c—a,~(t--s))ds. (2.6)
o Ox
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IL.1. Démontrer que ¥ € €7([0, T] X R) est solution de (2.5) si et seulement si :

est sofution de :

u
W)

W= € ¢([0, TI X Ry**', 27

We

(2.8)
wl:=0=w0 *
ol
] - oy — V0O . e e e -V af
-Vao, a; 0O ... .. .. ..., 0
O . Ay, e e s
A= , 2.9)
—\/(I_g 0 .. i . J 0 T (272
et
f U
0 0
=l - 1, Wo=| ° (2.10)
0 0
11.2. Sur [0, T], on définit 7+ | points ¢, ..., ¢, , par:
t,=nAr, n=0,..,1, (2.11)
T J .
avec Ar =— et on définit les fonctions (U"),_y...., par:
T
o U%)=W,(x) pour xER, 2.12)
« U™x) est une approximation de W(z,,x) pour xER et n=1,..,7. '
Ensuite, on approche :
n+ 1 I
E‘};w(tnd-l’x) par v (x;; U pour xER et n=0,..,7~1,
0 é n+ i
—W(t,,,,x) par —U""" (x) pour xERetn=1,.,7-1. (2.13)
dx ax
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Expliquer comment, en faisant Jes approximations (2.12) — (2.13), on transforme le probléme (2.8) en
le probléme suivant :

LU**'=G" pour n=0,..,7-1,

waw,. (2.14)
W, étant définie par (2.10) et G par:
G"=AtF+U". (2.15)
L'opérateur L, quant a lui, s écrit ;
L:(Id+AtA56;), (2.16)

ce qui signifie que lorsqu’il est appliqué a une fonction :

Wo
W=
We
pour laquelle cela a un sens, on a :
g w
ax
Wy g
wl - WI
. dx
Lw=] . + AtA .

We :
\_a_w
dx ¢

Pour construire 1’ approximation (2.14) de I’équation (2.5), on a supposé u € €™([0, T/ X R ) et
W € (67([0, TI X R))¢*' . A partir de maintenant, on suppose que cette approximation reste valable avec
moins de régularité. On ne suppose donc plus u € €*([0, T] X R) et W & (€=([0, T) X R))*! . On fera
ultérieurement des hypothéses plus faibies.

On désigne par D(L) le domaine de L :
DLy= {Ue (LAR)**', LUEWLR)*'}, 217

oll les dérivations intervenant dans LU s’entendent au sens des distributions. D (L) est muni de la
norme || ||; définie par :

Ullg = Ul + |IL Ui, - (2.18)
On considere alors L comme un opérateur : D (L) — (LYR))¢*" .
I1.3.1. Montrer que D (L) est un espace de Hilbert.

11.3.2. Onnote B (R) I'espace vectoriel topologique des fonctions €™ (R) et & support compact, muni
de sa topologie usuelle. Montrer que (2 (R))**' s’injecte continGiment dans D).

IL.3.3. Montrer que (% (R))**' est dense dans D(L) .
11.3.4. Montrer que D(L) s’injecte contindment dans (LX(R))**" .

IL3.5. Montrer que D(L) est dense dans (LYR))¢*' .
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IL.6.

IL7.

IL8.
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Montrer que pour tout U € D(L) et pourtout VE D(L) ona:
(A-ﬂ-U,V)=—(A-a—V, U) . 2.19)
ox ax
En déduire que pour tout U € D(L), ona:

(A i U, U) =0. (2.20)
adx

Calculer (L U, U). En déduire :
IL Ul = Ul , @21)

et identifier Ker(L.).

Montrer que I’ opérateur (I —ArA Bi-) est bien défini comme un opérateur D (L) — (L3(R))¢*! et
montrer que : ol

(Im(L))* = Ker (1 ~AtA ;;x) , (2.22)

puis identifier Ker (I ~-ArA ai) .
x

On considére (G"), ¢ , une suite de Im(L) telle que :
G"— G dans (LYR))¢*". 2.23)
Soit (U") uvne suite de D(L) telle que :
G'=LU".

IL7.1. Montrer que U’ est bornée dans (L*(R))¢*!.
I1.7.2. Préciser la topologie pour laquelle on peut déduire de la question IL7.1. I'existence d’une sous-
suite (U") de (U’) et d’une fonction U € (L¥(R))**' telles que :
U->U. (2.24)
I1.7.3. Montrerque G=LU .

I1.7.4. Que peut-on en déduire sur (Im(L))?

Montrer que pour tout G & (L(R))¢*', il existe une unique fonction U € (L(R))**' telle que :

G=LU, (2.25)
avec :
0N, = |G, - (2.26)
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I1.9. Soit U € (LYR))**' la solution de (2.25); quelle équation les dérivées au sens des distributions
oU  o*'U .
— et — vérifient-elles ?

ax ax

En déduire que si :

2
G € (LYR))**', %(-}- € (LYR) ! et 2—;? e (LAR))+!, 227
X

la fonction U selution de (2.25) vérifie :

2
U e (LYR))¢*, A ye (LAR) ! et ¥ ye (L3Ry)E+, (2.28)
ox ax
avec
1l + [ o] + 5 ul| <ol + 2] + |2 | (2.29)
ax 2 ax 2 dx ||z ax 2
I1.10. Montrer que, si :
w ELYR), f€ €0, T];LR)), (2.30)
la suite (U") définie par (2.14) existe bien dans (L¥R))¢*! et que pourtout n=0 ona:
n
), < ( J' w2 (x) dx)m +n Ar( sup ( J £, %) dx) ) 231)
"’ €00, T)
Montrer que si, de pius :
iu € LYR) —di U, € LAR)
ax ° T a0 )
(2.32)
2
L Fe@(o, T L'R) et - e €¥(0, T]; LYR)),
dx ax
alors la suite (U™) vérifie, pourtout n =0
d n 2 £+ al n 2 £+1
— U {LYR)) et — U e (LYR))*1. (2.33)
ax 3x
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PARTIE III
Discrétisation en espace

Les parties 1 et II ont montré que la solution du probléme (0.1} pouvait raisonnablement étre approchée
par la suite définie par :

LU™*'=G" pour n=1,..,7-1,
(3.1}
lJO = WQ N
ol
G'=MF+U", (3.2)
et
L=(1d+AzAi). (3.3)
dx
De plus, on a vu que cette suite existait et que sous I’hypothése (2.32) (U") vérifie (2.33).
L’objectif de cette partie est de construire une approximation de la fonction U € (L¥(R))¢*', telle que
2
Jve (LAR)*! et —a-—z U € (LXR))¢*' , solution de ;
dx dx

LU=H, 34)

2
pour H e (LXR)) "' telle que aiH € (LYR))¢*! et ai? He (LYR)¢'.
X X

III.1. On définit la fonctionnelle J par:

J: DLy~ R
| (3.5)
\Y -—>E||LV ~H|?.
Montrer que U € D(L) est solution de (3.4) si et seulement si elle est solution de
J(Uy=Inf{J(V), VED(L)}. (3.6)
IIL.2. Montrer que J est différentiable pour la norme | ||g et calculer sa différentielle.
IIL3. Soit a(.,.) définie sur D(L) par:
a(V,¢}=(LV,.L¢). (3.7
I11.3.1. Montrer que pour tout V&€ D(L) ona:
1
5 Vllo < IL VI < (Vo - 3.8)

En déduire que a (.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur D(L) .

N1.3.2. Soit b(.) définie sur D(L) par:
b(p)=(L¢.H). (3.9)

Montrer que b (. ) est une forme linéaire continue sur D(L).

II1.3.3. Montrer que la solution U de {3.6} est la solution de :

U € D(L) telle que

(3.10)
aU,$)=b(¢) YoED(L).
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Ill.4. Soit (¢);-;, . ¢ & fonctions linéairement indépendantes de D (L) . On note D, !'espace vectoriel
engendré par (¢;);-, . ;. On suppose qu’il existe U € D, telle que :
= C au o*U
U-Ulg € ——{|[Ul+ | +|~I |. i1
=Tl < 5 (1o« [+ 23] G
ot U est la solution de (3.10), pour une constante C.
On approche alors U solution de (3.10) par U, solution de :
£
U, = E v; ¢, telle que
J=t1 (3.12)

H(Ue,¢,-)=b(¢,') pour i=1!"'v§'

Il1.4.1. Montrer que U, existe et qu’elle est également solution de :
JU)=Inf{J(V), VED}. (3.13)

1I1.4.2. Montrer que la solution U de (3.10) vérifie :

C U U
Inf [U-V|g = Ul + + . (3.14)
ot 10V g (o 54 |25
En déduire :
Py
Inf U-V]; <—C ([|H||2+ oMl I1H ) (3.15)
veDg (1+8) axl l|ax2|:
H1.4.3. Montrer que :
C oH #H )
Inf |LV-H|, < Hl, + (| +(|—=| |- (3.16)
ot LY - e s o e s
En déduire :
C aH #*H
U-Ullg = Hi, + 1| + =] |- 3.17
-t = 5 (1t [5] - [25]) a1
II1.5. Onnote v € RE le vecteur :
g
v=| - |. (3.18)
A
ol les v; sont définis par (3.12).
II1.5.1. Montrer que v est solution de :
Myv=N, (3.19)

ol M est une matrice & X &, symétrique, et N un vecteur de Rt

IIL5.2. Calculer les coefficients M; de M et les composantes N; de N en fonction des (L¢)),
Jj=1...,§&.
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II1.5.3. Montrer que v € R® vérifie :

4 [3
> 2 M7, 7,=0, (3.20)
i=1 ja=1
si et seulement si ;
E
S (L), ¥)=0, (3.21)
i=1

pourtout x ER etpourtout k=0,.. ,¢€.

II1.6. On suppose que & estun multiplede (€ + 1) etonplacesur R y= ?f-_l points x,, ..., x, tels que:

I|<,..<x.‘,. (3.22)

On suppose que la solution U de (3.10) vérifie

1 au U
.o Ulg € ——— WUl +i—1 +I1l |- 323
b, o Ve < gy 108+ [ + |2 62
Ol X |y, .« désigne la fonction caractéristique du complémentaire de [x,, x,] dans R.
On définit les fonctions ({;);_, , par:
y; est continue sur [x, , x],
xlxi< 5ie1l l|!j est afﬁne sur ]xj,x,-“[, Vl: I gy e ¥ |
Vi=1,..,y-1, (3.24)
\|}J,(x,)=] Si izj,
=0 si i#j,
ol Xy v, d€signe lafonction caractéristiquede [x;, x;,,].
On définit ensuite la base (¢),_,  ; par:
0 \ « ligne0
0
Oeenp-nskst=| ¥ Jelignek | (3.25)
0
0/ « ligne €

pour p=1i,...,vy et k=0,...,¢.

IIL6.1. Calculer les (L¢;), pour i=1,...,E etpour k=0,...,¢€.

1.6.2. Calculer les éléments M,,, M,, et M,, ., de la matrice M .

II1.6.3. Préciser la structure de la matrice M .

II1.6.4. Montrer que M est définie positive. Proposer une méthode pour résoudre le systéme (3.19).

11.6.5. La condition (3.11) est-elle vérifiée ?




