C 30122 J. 0885-C

B. ANALYSE NUMERIQUE

Pour les épreuves d’admissibilité, I'usage de calculatrices électroniques de poche & alimentation
autonome, non imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé, une seule 4 la fois étant admise
sur la table ou le poste de travail.

Pour m, n et s trois entiers naturels non nuls, on note R™, R", R**™
et IR**" les espaces de vecteurs i respectivement m, m, s x m et s X n
composantes reelles, et on se donne une norme sur chacun de ces espaces.
Cependant, on utilise pour toutes ces normes et les normes subordonnées
associées la méme notation ||.||. Plus précisément, si on désigne par M(u,v)
l'espace des matrices & coefficients réels & u lignes et v colonnes et si M €
M({p,v), alors on note

Mu
M= sup M
weR”, uz0 ||’IL||

Soient zp et X > zo deux réels fixés. On considére le systéme algébro-
différentiel suivant :

V(@) = fly(z),2())
{0 = g(y(x)) 7 € [z0,X], (1)

ol f et g sont des fonctions de classe C*, k > 2, respectivement de R™ x R™
dans IR™ et de R™ dans IR™.

Dans tout le probleme, on note g,(§) € M{n,m) l'application linéaire
tangente a y — g(y) évaluée au point 7 et f.(7,Z) € M(m,n) l'application
linéaire tangente & z — f(7,z) évaluée au point (5,Z) et on fait I'hypothése
suivante:

(Hi) @ Y(1.2) € R™ x R", det(g,(y)f.(v,2)) # 0.

On suppose en outre qu’il existe une fonction G de classe C*-! de R™
dans IR™ telle que pour tout y de R™, z = G(y) soit I'unique solution de
Péquation g,(y)f(y,z} = 0, c’est-a-dire

(Hz) : Vye R™ A z2=G(y) ¢ R*.g,(y)f(y,z) =0.
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On dit que le couple (y,z) € R™ x R™ est consistant s'il satisfait les
équations

9(y) = 0, (2)

%W f(y,2) = 0. (3)

On note enfin V ensemble
V={yeR"™ g(y) =0},

et on suppose que V est borné.

L’objectif de ce probleme est d’étudier la convergence d'une classe de
meéthodes de Runge-Kutta, les méthodes de Radau IIA.

Soit donc R une méthode de Runge-Kutta & s > 2 étapes internes. R
est caractérisée par une matrice de coefficients A = (a;;) € R**®, dont on
suppose ici que

(Hs) : det(A4) #0,

et un vecteur de poids b = (4;) € R®. Etant donnée une approximation (y,z)
de la solution exacte (y(z),z(x)) au point z, on peut calculer une approxi-
mation (y*,z") de la solution an point x + h par les formules

Yo = y+h) a;f(Y;Z),i=1,... 5 (4)
i=1

0 = gYy), i=1,....s, (5)

Vo= yHR Y bf(Y;.Z), (6)
j=1

A pz+2ijj, (7)
=1

oll p= (1 —b"A %e) est supposé tel que |p| < 1, ¢ = (1,...07 ¢ R® et
w? =pT AL,

On définit de plus le vecteur ¢ de R par ¢ = Ae.

Il sera montré dans la seconde partie du probleme que sous certaines
conditions qui seront précisées, le systéme (4,5) posséde une solution unique.




S

N A

Pour les méthodes de Radau IIA, la derniére ligne de la matrice A se
confond avec b7. On sera donc amené dans certaines questions A faire I'hy-
pothése suivante:

(Hy) : eTA=3T,

olte; =(0,...,0,1)T € R*.

Partie 1

1. Montrer que si (y(x),z(x)) est solution de classe C! de (1), alors (y(zq),2(z))
est consistant et (y(x),z(z)) est solution d’un systéme d’équations différentielles
ordinaires (EDQO) que l'on écrira sans recourir a G.

2. Réciproquement, montrer que toute sclution de classe C? (y(z),z(x))
sur [z,X] du systéme (EDO) dont le couple de valeurs initiales (au
point zg) est consistant, est solution de (1).

3. Montrer que (1) posséde une solution globale de classe C* unique pour
tout couple consistant de valeurs initiales.

4. Montrer que si f est de la forme

f(y.2) = foly) + f-(¥)z,

I'hypotheése (Hs) est automatiquement vérifiée, dés lors que (H;) est
vérifiée.

5. On considére 'exemple d'un systéme mécanique de coordonnées g(x) €
IR%, a € IN" et de vitesse u(z) = %Eﬂ, Z représentant ici le temps. On
note T(g,u) € R sa fonction énergie cinétique dont on suppose qu’elle
est de classe C*¥*2 k> 2 et que

o= (VT (g0)

est définie positive pour tout (¢,u) € R* x R*. On suppose en outre
que le systéme est soumis & la contrainte cinématique suivante

Qg)u+wig) =0,

ou 2 € M(b,a) et w € R’ sont des fonctions de la variable ¢ de classe
C*, 2 étant supposée de rang plein en lignes pour tout ¢ € R*. Les
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équations de Lagrange pour ce systéme s'écrivent alors
q gep ¥

-j—x (VuT(g(z)u(2))) ~ VT (q(2)u(z)) = Q(g(z).u(z)) + Q7 (q(a)) (<)

ol @ est 1a encore une fonction de classe C* et ot A est une fonction de
R dans R?. Expliciter les équations vérifiées par ce systéme et vérifier
qu’elles sont de la forme (1) et satisfont (H) et (H,) mais que I'en-
semble V associé n’est pas borné. On peut cependant montrer (on ne
le demande pas) que pour tout couple de valeurs initiales consistant la
solution de ce systéme est bornée. Conclure comme dans la question 3.

Partie 11

On considére le systéme non-linéaire (S) suivant:

Yi = n+hdiaf(YiZ)i=1...s
0 = g¥i).i=1,...

ou l'on suppose que 7 est une fonction bornée de h telle que

3C > 0,3k > 0,V0 < h < ke, lig(n)]| < CAZ

1. On considére 'homotopie

{K-(T) = N+h3 i f(YZ) + (r = DR e f(nGn)), i=1,...

0 = g(Y)+(7-Dg(n),i=1,....s,

(a) Montrer que le systéme (8) posséde une solution pour 7 = 0.
(b) En utilisant les notations

G,MN - alsN
(A® N) = : :
CleN e G,SSN
définie pour une matrice N carrée quelcongue,
I fy(yl (T),Zl (T)) 0 e e 0 i
0 :
{fy} = e : r
: 0
i 0 e 00 UYL, Z4(T))




[ (1), 24(7) 0 0 ]
0
{fz} = : ’
i O 0 fz(Y;(T)vZS(T)) J
[ 6(Yi(r) 0 0 ]
0 :
{gy} = : : ’
: 0
0 c s 0 gy (Yi()) |

montrer que les fonctions

Yi(7) Zy(7)
Y({ir)= : et Z(1) = :
Ys(7) Zs(7)

sont solutions d’un systéme différentiel de la forme

h Z;:l al,Jf(naG(n))

-

h3 o as,;'f(n,G(n))
gy(Yi(m))(35a a1 f (G (M) + 1a(m)

| 0 (V) o s S G + La(n)

ot 'on précisera la forme de K.

(c) Montrer que le produit tensoriel A ® N est inversible si et seule-
ment si N lest.

(d) En déduire que si les (Y;,Z;), i =1,... .5 sont dans un voisinage

By ={(y.2) e R™" x R" ;[ly -l < d. ||z — G(n)|| < d}
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de (n,G(77)) ol d est un réel positif suffisamment petit, alors K
peut s’écrire en fonction de g,(n)f.(n,G(n)). Montrer qu'il existe
un dp > 0 et un h; > 0 tels que pour

(Y;,Z,-)e( U B:;),z'=1,...,s, ]

d<do.h<h

la matrice K est inversible d’inverse uniformément borné.

(e) En déduire que le systéme différentiel (9) possede une solution
locale.

(f) Montrer que cette solution peut &tre étendue & tout intervalle
[0,1] pour A < hy, h, suffisamment petit.
{g) En déduire que le systéme (S) posséde une solution.
(h) Montrer que f est Lipschitzienne sur (l_)dgo’hs,z2 B;‘) et prouver
alors 'unicité locale de cette solution de (8S).
2. Parallélement au systéme (S), on considére le systéme perturbé (SP)

Vi = +h Yo e f(V2) + kb i=1,...
0 = g(¥))+6,i=1,....5,

dont on suppose qu'il posséde une solution et pour lequel on fait Ihy-
pothése que les &;, les 6; pour i = 1,...,s et # sont des fonctions de h
telles que:

6] < Ch,
8]l < CR2.
(2) Montrer qu'il existe une constante réelle Cy > 0etun pas hy >0
tels que pour tout i = 1,...,s et pour tout A < ks on ait:

I¥; =Yl < Cu(lld—nll + hlIsl + |16])
N C R .
1Z:= Zill < <= (lgu(m)@ = )l + klli2 = mll + A16] + (18]

On considérera 'homotopie : ?
ﬁ = n+h2j=lamf(f’],ZnJ)+(1-T)(f]—n-i-hﬁl),z:l,,s, 5
0 - g(.K) + (1 - T)9i3 i = 1’ A 185 ’

et on fera un raisonnement similaire & celui de la question 1.




(b) Montrer que si (7,7) € V2, le terme ||g,(n)(# — n)|| peut étre omis.

Partie III

Solent p > ¢ > 1 deux entiers naturels. Dans cette partie, on suppose
que (1) posséde une solution (y(x),z(z)) de classe C*, k étant ici Supposé
supérieur ou égal & p + 1. Soit (y*,2") 'approximation numérique fournie
par la méthode de Runge-Kutta R en partant d'un point (y(z),z(z)) de
la solution. Pour 4 suffisamment petit, les valeurs (y*,z") sont définies de
maniére unique par les équations:

Y, = ylz)+ hZ a;j f{Y;.2;), i =1,...s,

j=t

0 = g(¥)),i=1,...,s,

v o= gl + R b F(YZ)),
1=1

)
Il

h pz(z) + Z w; Z;.
—

On définit les erreurs locales, respectivement &y, (z) et 6z4(z) en les compo-
santes respectivement différentielle et algébrique par les formules suivantes:

byn(z) = y" ~y(z +h),
dzn(z) = 2" —z(z+h).

Pour (y,z) € R™ x R", on considére en outre les endomorphismes de IR™
suivants:

Q=Q(z2) = F(4.2)(9,(1)f(4.2)) " 9,(y),
P=Plyz) = Id~Q(y2),

ou Id est I'application identité de R™ dans lui-méme.

1. Montrer que P et ) sont les projecteurs respectivement sur T,V -espace
tangent a V au point y- parallelement a Im(f,(y,2)) et sur Im(f,(y,z))
parallélement a T,V.
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2. On suppose que les coefficients de R satisfont les relations

8
a1 .
P R T

7=1

- o1
ij(Cj)k 1= E, kzl,,p (11)
i=t

(a) En considérant le systéme perturbé (SP) avec ¥; = y(z + ¢;h) et
Z; = z(z + c;h) montrer qu’il existe une constante réelle stricte-
ment positive C' et un pas hg réel strictement positif tels que pour
tout 0 < h< hpettouti=1,...,s, on ait:

IY; — y(x + c:h)l| < Ch*,
|1 Z; — z(x + c;h)|| < ChY

(b) En déduire qu'il existe une constante réelle strictement positive C;
et un pas h, réel strictement positif tels que pour tout 0 < h < A,
on ait:

6yn(z)]] < C1h™*,
16zn(z)ll < C1AY,
1P (y(x).2(2))byn(z)]| < CR™REHT#2),

(c) On suppose que R satisfait I’hypothese (H,). Montrer qu'on a
alors g(y;) = 0. En déduire que les estimations de la question 2.
concernant éy,(z) deviennent :

l6yn(z)|| < Cphmintp+1a+2),

Partie IV

Soient (P,) et (Qn) deux suites (indicées par n) de fonctions de h € R &
valeurs dans M(m,m) telles que:

VneN, P =P,

vnemapﬂ+Qn=Idﬂ
3CeRL I ERL VOIS h<hyVn €N, ||Poyr — Pu| < Ch.




On considére alors une suite (o) de (]R"")IN pour laquelle on fait I’hypothese
suivante:

VOLh<hyVne IN, “an-f-l - Py, — PQnan” < Ch”anl'a

avec, on le rappelle, |p| < 1.

1. ATaide d’un contre-exemple en dimension m = 2, montrer que la suite
([ P]l),cIv m'est pas nécessairement bornée. Montrer cependant que
pour tout réel L > 0, il existe une constante C telle que:

YO<h<hWneNnh<L|P| <C.

2. On note u, = ||Paanl et v, = ||Quan). Montrer quil existe une
constante réelle positive C telle que

VOSh<ho¥neN,nh <L, upy <(1+Chu, +Chy,,
Unyr < Chu, + (p+ C‘h)vn.

3. Déduire des deux questions précédentes la majoration :

3CeR,, YO<h<hy, VneNnh<lL,
llmll < C (i Poaoll + (o™ + B) | Qocxal))-

Partie V

Soit r > 2 un entier naturel. On suppose que (1) posséde une solution
(y(z),2(x)} de classe C* associée au couple consistant de valeurs initiales
(Y0,20), avec z = G(y), k étant ici supposé supérieur ou égal & r + 1. On
suppose par ailleurs qu’il existe des constantes C et hq réelles strictement
positives telles que pour tout = de |z, X] et tout 0 < h < ho, on ait :

16yn(z)|l < Cob”,
1 P(y(z),2(x))6yn{z)}} < Coh™.

Pour tout N entier non nul, et tout pas h non nul tels que Nh < (X — To),
on considere ¥ = yo, yf, ..., ¥%, ..., ¥% les approximations de y{z) aux points
To, T1 =To+h, ., Tn =20+nh, ..., 5 = 2o+ Nh obtenues par application
des formules (4, 5, 6). L’objectif de cette partie est d’obtenir des majorations
de lerreur ||y? — y(z,,)||.
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Soient de maniére similaire les approximations 3! définies pour 0 < [ <
n < N par y = y(z;) et la formule de récurrence pour I < n< N -1

o= b +h) e f(Y].2)),i=1,. s, (12)
j=1

0 = g(Y}),i=1,....s, (13)
&

Yhin = Ya+h Y bif(Y]ZY). (14)
i=1

1. Justifier, en supposant dans cette question (Hy), que pour h suffisam-
ment petit, les 3! sont bien définis.

2. On suppose qu'il existe une constante réelle C; > 0 et un pas h; tels
que pour Nh < (X —xg) et 0 < h < hy, on ait:

VOLI<n<N, |igh—yz)l €Cih, (15)
VI<I+1<ng N, |ui' -4l < Cii?, (16)
YOSI<ng N, gz < CiA% (17)

{a) Montrer qu’il existe une constante C et un pas H, tels que pour
Nh<(X—zp),h<Hetpour1<i+1<n<N—1onait:

N(Wahh — vher) — (PE+ QL) (5 — i)l < Chllgh™ = 4L,

od P = P(y;.G(y5)) et @, = Q(vh,G(¥h)).
(b) En déduire une majoration de ||y? — v(z.)||.
(c) Ensupposant (H,), justifier les hypothéses (15, 16, 17) par récurrence.

Partie VI

On fait dans cette partie les mémes hypothéses que dans la partie V. On
suppose en outre que (H,) est vérifiée. On considére zf = z5, 2%, ..., 2P, ...,
2% les approximations de z(z) aux points o, £; = Zo + ks ..., Zn = Zg + nh

s - TN = Tp + Vh obtenues par application de la formule

Intl = P2y + Z ijj ) (18}

=1
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et on suppose en outre que pour 0 < A < ho, on a:
Hozw(z)]] < Coh.

1. Montrer que l'erreur z, — z(zy) est de nature locale, c’est-3-dire qu'elle
ne dépend que de I'approximation y, de y(z) et de 6z,(x) (on rééerira
la formule (18) en tenant compte de (Hy)).

2. En déduire une estimation de |20 = z(z2)]|.
3. Par construction, la méthode de Radau IIA & s étapes, s > 2, satisfait

les relations (10) et (11). En déduire une minoration des ordres de
convergence des composantes différentielle y et algébrique z.

4. En fait, on peut démontrer que pour la méthode de Radau IIA & s
étapes, s > 2, on a pour tout & < hg:

1byn(z)ll <
ib2r{T)f < Con™*h.

Donner les ordres de convergence correspondants.

On peut montrer (on ne le demande pas!) que les ordres de convergence
obtenus dans cette derniére question sont optimauz.




