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PROBLEME D’ANALYSE

Le but de ce probléme est d’établir, pour 'équation aux dérivées partielles
parabolique non linéaire suivante, d’inconnue la fonction u : R? — R:

(&) Bpu — O2u = f(z,u), (t,z) € R*, u l-périodique en z

un résultat d’existence d’une classe de solutions particuliéres, que nous ap-
pellerons fronts périodiques. Un front périodique est une solution ®(t,z) de (1)
de ia forme

B(t,z) = it; + (t, 7)

ott le réel T est strictement positif, et la fonction ¢ est T-périodique en t et
1-périodique en . La fonction f vérifie les hypotheses suivantes.
e H1 f est 1-périodique en toutes ses variables, i.e: si e € IR? est & coordonnées
entieres, on a: f({z,u) + e)= f(z,u).
o H2 f est de classe C* sur JR2.

A partir de la partie I'V elle vérifiera de plus I’hypothése
¢ H3 Il existe m > 0 tel que f(z,u) > m, pour tout (z,u) € R

Notations et conventtons

® On note Ry lintervalle [0, +oo] et IR’ 'intervalle |0, 400l

¢ Soit Uy, le IR-espace vectoriel des fonctions continues l-périodiques de
IR vers R. Il est muni de la norme de la convergence uniforme ||-lco- Pour
k > 1, on note C;‘e,. Vespace des fonctions de Cp., qui sont de classe C* sur R.

On introduit ensuite sur Cper la norme

1
VU € Cpery |l = / ut(z) dz.
Q

On note LI, le complété de Cper pour ||.||2, & savoir I'espace des fonctions
de IR dans IR, 1-periodiques et dont les restrictions & [0,1] forment 1'espace
L?[0,1]". La norme reste donnée par la méme expression que dans Cp,,.

1
¢ Pour toute fonction u € Lfmr, on posera < u >= / u(z) de.
0




* 5i I est un intervalle de R et E un espace de Banach, on note C(1,E)
I’espace des fonctions continues de I dans E.

e Une fonction u(t,z) continue en ses deux variables, 3 valeurs réelles et 1-
périodique en z sera ainsi vue comme un élément de C([0, T7, Crer). On notera
alors par u(t) - quand aucune ambiguité n’est possible - la fonction u(¢,.). On
notera en particulier

< uft) >= ]1 u(t, z) dz.

® Pour une fonction u(t,z) on notera Jyu et H,u ses dérivées partielles
respectivement par rapport a ¢ et - quand elles existent. Plus généralement
on notera, pour k > 1, lorsque cette quantité existe, 9¥u - resp. u - la
dérivée d’ordre k - resp. m - de u par rapport & z - resp. t.

e Par solution de (£) on entend une fonction u(t, z) telle que:

() v € C(Ry, I2,,),

(ii). v € C=(R} x R) et vérifie (£) sur RY x R.

* Enfin, on dira que u € C(Ry, L2,,) vérifie u(0,z) = uo(z) avec ug € L.,
si et seulement si P_r% llu(t) ~ ugllz = 0.

I

Le but de cette partie est de résoudre I’équation de la chaleur homogéne
sur Ry x IR. Soit ug € Lger et considérons I’équation
(1) Bu —Bu=0, (ta)c R} x R, u l-périodique en z

u(0, z) = uo(z)

1. Pour tout entier n notons e, la fonction donnée par e,(z) = e~ 2™

pour tout # € JR. On rappelle que tout vy de Lger est limite dans Lger de sa
“+o0 1 )

série de Fourier, i.e. vp = Z V0,n€n BVEC Ug n =] Ug(:r)em” dz.

n=—o0

d .
a. Soit vg € L2, N C'(IR). Montrer que % = —2im Z Vg, nEn .

b. Soit vy € Lier NC*(R). Montrer que, pour tout k € IN, = est

la somme de sa série de Fourier, que I'on explicitera.
c. Soit I un intervalle de Ry et v € C(I,L2,.). Soit, pour tout

per
+oo
tel, Z vn(t)en le développement en série de Fourier de v(¢). Montrer que
n=—0oo

I'application ¢ € I — vn(t) est continue.

d. Supposons I ouvert et supposons v € C*(I x IR). Montrer que
lapplication ¢t € I — v,(t) est C° sur I et expliciter la série de Fourier de
9"v, pour tout m > 1.
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—+oo
2. Notons Z UQ,nen le développement en série de Fourier de la donnée

n=-—-oo
initiale ug du probléme (1).
+0oo
a. Supposons que (1) admette une solution u et soit Z un(t)en le
n=—oco

développement en série de Fourier de u(t). Calculer u,, en fonction de g , et n
et montrer qu’alors la fonction u(%,.) définie par la série de Fourier précédente
est bien solution de (1). On la note So(t)uo.

b. Etablir que

So(t)uoll2z < [Juoll2

Yt >0, 4n?
|So(t)uo— < So(t)uo > |2 < e™*™ *||uol|2

et que, pour tout k£ € IN* et tout ¢ > 0, il existe une constante Ci . telle que
- 2
Vi>e, [[05So(thuolls < Cree™™ *lucliz.

c. Montrer que l'application ¢t — Sp(f)up est contintiment dérivable
de IR} vers LZ,, et que, si ug € C*(IR), alors on a

g
V>0, Bi(Soltuo) = Solt) 5

IT

Le but de cette partie est de résoudre I’équation de la chaleur inhomogeéne
sur Ry x IR. Soit ug € L2,,, g € C(R4,L2,,) et considérons 'équation
Bu— Bu=g(t,z), (¢ z)e R} xR, ul-périodiqueen z
(2)

u(0,z) = up(z)

1. Supposons 'existence d’une solution u pour (2). Pour tout T > 0 et
tout t € [0, 7] notons v(t) = So(T — t)u(t).
a. Montrer que v € C([0,T], L%,,) et que v est contintment dérivable
de ]0,T[ vers L2,,.
b. Montrer que Jyv(t) = So(T' — t)g(t).
2. En déduire que (2) admet une unique solution donnée par

3) u(t) = SoltJuo + [o Solt = s)g(s) ds.

3. On suppose ¢ < 0. Soit p € CHR, R) telle que p(u) = 0si u < 0,
p(u) > 0siu >0etp{u) >0 pour tout u € R.
a. Donner un exemple d’une telle fonction p.

e ——




[ W——

b. Notons P(u) =/ p(v) dv. Montrer que
0

vi>0 d<P( t l’t ) 2 gy <
@ “J>(J+/0p(u(,w))( cu(t, z))? de < 0.

c. En déduire que u < 0.
4. Soient up; < ugy dans L2, soit g1 < go dans C(Ry,L2,,) et soient u;,

¢ € {1,2} les solutions de (2) avec u(0,.) = upi, g = g;. Montrer que u; < us.
II1

On s’intéresse dans cette partie au probléme de Cauchy

Opu — 2w = f(z,u), (t,2) € R} x R, u l-périodique en z

) u(0, z) = ug(x)

La fonction f vérifie les hypothéses H1 et H2; en particulier f est bornée sur
IR? ainsi que toutes ses dérivées partielles. On notera

M=|fllee; L= “B.'cf“oo + “auf]lco

1. Soit ug € Lf,e,.. Montrer que, si u est solution de (4), alors on a

(5) u(t) = Solthuo+ [ Soft = 5)f(,u(s) ds.

2. Soit, pour u € L2,,, G(u)(¢) le second membre de (5). Une solution de
(5) vérifie ainsi u = G(u). Pour T > 0 on munit C([0, T}, L2,,) de la norme

Yue C([0,T],L2,,), Nr(u)= OgggTIIU(t)llz-

a. Montrer Pexistence de T' > 0 indépendant de ug tel que G soit une
contraction stricte sur C([0,T7,L2,,) pour Nr.
b. En déduire I’existence d’un unique u € C(R,, L2,
On notera u(t) = Sf(¢)uo.
3. Soit € > 0 et ¢ > 2¢.
a. Montrer qu’il existe C, > 0 indépendant de ||uol|2 tel que

) vérifiant (5).

t

©6)  [18zu(®)ll2 < Ce(fluollze™"* + 1) +Lf e 0= 8,u(s) | ds.

t—e

On pourra décomposer l'intégrale de la formule (5) en une partie sur [0,t —¢]
et une partie sur [t —¢,¢]. On traitera la premiére partie & 1’aide de I-2.b et la
seconde partie en la dérivant par rapport & z.
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b. Donner une borne uniforme en ¢ pour ||8,u(¢)||2 pour ¢ > 2¢, puis
pour ||u(t)— < u(t) > ||c.

4. Pour k > 2 et t > 2¢, donner une borne uniforme en ¢ pour ||8%u(t)| 2.
En déduire que u € C(R% x R).

5. Soit g(z,u) vérifiant les hypothéses H1 et H2, telle que f < g, et soit
vy € Lf,e,. telle que vo > up; montrer que S¢(t)ug S Sy(f)vg. On écrira une
équation linéaire & coeflicients variables sur w = Sf(t)uo — Sy(¢)vo, puis on
s’inspirera de la question I1-3.

v

L’objet de cette partie est de montrer 'existence de fronts périodiques. Soit
Y le sous-espace de Lger des fonctions u telles < v >= 0. Soit F Papplication
de R4+ x Y dans lui-méme donnée par

FTo = ([ <reso> @ s <sDe> ).

Jusqu’d la fin du probléme on suppose gue f vérifie les hypotheéses H1, H2
et H3.

1. Soit (T,€) € R+ x Y. Montrer que, si F(T,£) = (1,§), alors S¢(){ est
un front périodique.

2. Soit (T,€) € Ry X Y une solution de

(7) F(T,€) =(1,¢).

Montrer que L LT <L —1~, et déduire de III-3.b. que [£]|lcc < CM - les

notations sont celles de IinI-S.

3. On suppose f constante sur IR%.

a. Résoudre I'équation (7).

b. Pour tout T > 0, soit A7 application de ¥ vers lui-méme donnée
par Apé = Sp(T)e— < S¢(T)¢ > —€. Montrer que A7 est un isomorphisme de
Y.

4. Disons qu'une application d’un ouvert d’un espace de Banach E dans
lui-méme est compacte si elle transforme les bornés en ensembles d’adhérence
compacte. On donne le théoréme suivant - de Leray-Schauder -:

Soit @ un ouvert de E et F une application continue de [0,1] x E vers E, telle
que:

(1). F(0,.) =0,

(11). pour tout o € [0, 1] lapplication F(o,.) est compacte,

(111). pour tout o € [0, 1], tout point five éventuel de F(o,.) est dans .
Alors F(1,.) admet un point fize dans ).

En considérant la famille d’applications ¢ — 1 — o + of, et a T'aide de
la question I'V-3-b, montrer I'existence d’une solution pour (7) et, partant,
I’existence dun front périodique pour (£).




v

Soit T > 0 et soit a € C([0,T], Cper) N C=([0,T) x IR); notons o =
la(t, z)|| oo Soit ug € C,.. une fonction positive. Une adaptation imméd;i-
ate - et qu’on ne demande pas - des questions ITI-2. & ITI-5. donne P'existence
d’un unique » € C([0, T}, Cjer) solution de

Ou —Pu+a(t,z)u=0 (t,z2)e Ry xR
u(0, ) = up(x)
Dans toute cette partie on pourra utiliser I'expression suivante de Sp(t)ug:
| A P
e 1y dy.
=/ oly) dy
e—-at + o0 z—y|2
e” Aty dy.
=/ e a
a. Donner une équation aux dérivées partielles vérifiée par u et cal-
culer u(0, z).
b. En s’inspirant de la question I1-3., montrer que la solution u(t, z)
de (8) vérifie, pour tout ¢ > 0: u(t,z) > u(t, z).
2. Etablir I'existence de Cr > 0, indépendant de to, tel que, pour tout
[[uolioo

(8)

Sg(i)uo =

1. On note y(t,zr) =

T
te [;,T], on ait: u(t,z) > Crmin(l, —— |20l oo-
< ||u0||°°

3. Pour tout ¢ €]0, E]’ déterminer une fonction Cr(e, |10 ] oo, || || oo ) telle
que:

(i). pour tout &5 > 0, la fonction (£, uy, u;) € [eo, +oo[xRE — Cle,uy,up)
est bornée sur tout compact et minorée par une constante strictement positive;

(”) Vt € [Ea T]: on a u(tax) 2 CT(Es IIU'U”OO’ HUBHDO)IIUHLm([O,T]XR)'

VI

Le probléme se termine par un résultat d’unicité. Soient ®;(t,z) = Ti +
wi(t,z), 1 € {1, 2} deux fronts périodiques. 1

1. Montrer |'existence de ¢; < t5 tels que D1(t1,7) < @2(0,2) < By(t,2)
et tels qu'il existe de plus zo € R pour lequel &, (t1.20) = B2(0, z0).

2. Déduire de IIT-5. que T} = T5.

3. Conclure a l'aide de V-3. que ®,(t +#,,2) = ®a(t, x).

Les fronts périodiques mis en évidence sont représentatifs du comporte-
ment de toutes les solutions de (£): il est en effet possible de montrer, pour
tout uo € L., Vexistence de 7(ug) € R tel que

lim {|8¢(¢)ug — ®(f + 7{uo),-)||oo = 0.

t—¥4o00
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