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B. ANALYSE NUMERIQUE

Dans tout le probléme, on consideére des espaces vectoriels réels. L’espace
des matrices & coefficients réels & n lignes et p colonnes sera noté M(n, p).
Le symbole T en exposant d’une matrice signifie que l’on considere sa trans-
posée.

Pour M € M(n,p)et 1 < ¢ <m, 1< 7 < p, M ou (M) est le
coefficient de M situé sur la ligne i et la colonne 7. On a donc (M7T);; = M;;.

De méme pour un vecteur colonne V € R™, V7T est un vecteur ligne et
Vi ou (V); est sa i°™€ composante.

Pour n € N, I, € M(n,n) est la matrice identité de R® : (I,); = 1
pour i =1,..,net (I,); =0, pour i # 7, 1 < 4,7 < n. Quand il n’y a pas
d’ambiguité possible, on pourra omettre 'indice n et écrire I A la place de
I..

On identifiera les endomorphismes de R™ et la matrice qui leur est as-
sociée dans la base canonique. On appelle valeur propre d’une matrice
A € M(n,n) un nombre complexe A tel que A — A, ne soit pas inversible.
On désigne par p(4) le maximum des modules des valeurs propres de A.
On rappelle que si NV est une norme quelcongue sur R™ et A est la norme
matricielle associée :

N(A)= sup N(Az), A € M(n,n),
{zeRkr, N(z)=1}
alors on a ;
— 1 ny1/n
pl4) = lim (WA, )
On utilisera la norme euclidienne || - || sur R™, elle est définie par

n 1/2
|]V{[2 = (E(vg)z) , VeR™

i=1

La norme matricielle qui lui est associée est encore notée || - ||
Pour V1,...,V* dans R", on note Vect(V?, ..., V¥) le sous espace vectoriel
de R™ engendré par V1,..., V¥,

Dans ce probleme, on introduit et étudie une méthode rapide permettant
d’inverser ie systéme linéaire issu de la discrétisation du probléme aux limites
suivant

-5 (@) +20u() = f(2), = €]0,1],
- (2)
u(0) = u(1) =0,
otu: {0,1]>R,02>0etf :[0,1] = R est continue. On sait qu’il existe
une unique solution et qu’elle est de classe C2 sur [0, 1].

Etant donné ! € N, on introduit le pas de discrétisation h; = 9~ (141} ot

le schéma aux différences finies

-Ua‘—l_+_h3§u_i—ui 1 -+ 20"“*2' = fia i= 1, .. ny,
‘ (3)

Uy = Up+1 = 0,

ol f; = f(ih)) et my = i+l 1,
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Partie 1

1. Soit A € M(n,nj telle qu’il existe P € M(n,n) inversible et une
matrice B € M(n,n) telle que

A= PBP!

et B est diagonale bloc, c’est & dire quilexiste 0 =p; < P2 < ... < Prp1 =1 -
tels que B;; = 0 s'il existe ! € {1,...,k} tel que (1, §) vérifie

mtl<i<pyeti<my

ou
pt+l1<i<mietij>pe+l.

On définit les sous matrices B; € M(p1+1 —pn P —p), L =1,... k par
(Bi)ij = Bprigi+ir 1 £4,5 < pry1 = pu.

Montrer que

p(A) = , g;ffkp(Bz)

et que si de plus P~ = PT alors

141} = max, || B/

2. Montrer que pour 4;, Ay € M(n,n)

p(A1Az) = p(A24,).

{(On pourra utiliser (1)}.
3. Montrer que si A € M(n, n) est une matrice symétrique alors

p(A) = ||Al.

4. Montrer que si A € M(n,n) alors

. 1/2
Al < (Z (Az'j)2) :
4,7=1

5. Soit A € M(n,n) une matrice inversible et 5 € R™ On appelle
méthode itérative de résolution du systéme linéaire Az = b la donnée d’une
application linéaire & : R™ x R™ — R" et de la relation de récurrence
X"l = ®{X",b). Sous certaines conditions, aprés avoir choisi X° dans R?,
on obtient une approximation de A™15 grice i la suite d’itérés (X™),ey .

a. Montrer qu’a toute méthode itérative @ on peut associer un unique
couple de matrices M, N dans M(n,n) tel que pour tout X,b € R on ait

O(X,b)=MX + Nb.
On appelle M la mairice d’itération de la méthode et N la matrice auxi-
liaire.
b. Montrer que la suite d’itérés (X™) ey converge vers A~1b pour tout
b et pour tout choix de XU si et seulement si p(M) < Let N = (/- M)A~L.

On dira que la méthode est convergente si p(M) < 1 et N = (I-M)A™L.
On appelle p(M) le tauz de convergence de la méthode.



Partie II
1. Ecrire (3) sous la forme matricielle

AU =R

ou Uy = (ul,...,um)T, Fy = (fl,...,fm)T et A, est une matrice que ’on
précisera.

2. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de A, ;. On notera
les vecteurs propres Vi¥, & = 1,..,m; et on les cherchera sous la forme
(VF); = sin(2255), 5 = 1, oot

3. Montrer que (V,...,V/") forme une base orthogonale. Calculer la
norme de ces vecteurs. '

4. Montrer que pour tout [ > 1 et ¢ > 0, A, est inversible et

1

AT < .
” o',l”-4+20_

On introduit la méthode itérative @, ;;, dite de Jacobi relaxée, de ma-
trice d’itération M, j; et de matrice auxiliaire N, j; données par

M, =1—-w)—- (L+L7),

_w
2(1+c0h?)

wh?
Nogg = 2(l+0‘hz)§I
ol L est donnée par

(L)i;j=-1,1=2,..,m, j=i-1,

(L)t_',’:[)a j#?’_la

et w e R.
5. Montrer que pour tout w €]0, 1] et tout [ cette méthode converge.

On suppose dorénavant que w €]0, 1[.

6. Montrer que le taux de convergence est minoré par 1 — $(x% +20) A2

On construit la suite d’itérés Upt1 = D, 15(Us, F1).

7. On suppose que w(n?+ 20)h} < 1, montrer qu’il existe Uy tel que
Verreur e, = ||U, —~ A™1b|| vérifie

€, > —€p

pour n < (w(r? + 20)A)~L.

(On pourra utiliser, aprés avoir justifiée, l'inégalité In(1—2z) > —(21n 2)z
pour z € [0, 3].)

8.a. Montrer que si U? — A~ 1b ¢ Vect(Vln“‘H, vy V), alors

en < (8{w)) eq

ol 0(w) = max (|1 - 2w|,1 — w).
b. Trouver wp tel que §(wp) = min,,ep 17 6(cw)-

On déduit des questions IL5. ¢ II.8. que la méthode de Jacobi relaxée
converge trés lentement mais a la propriété de faire diminuer trés vite la
composante de erreur le long des vecteurs Vlni‘lﬂ, ey V™. On se propose
d’ezploiter cette propriété et de coupler cette méthode avec une autre qui
posséde une propriété complémentaire. :

Tournez la page S.V.P.



Partie I11

Dans toute cette partie ainsi que dans la suivante, on ne considéere que
le cas ¢ = 0. On notera

A= Aoy, My; = Moy, et Ny = No 1.
On introduit les matrices B; € M{n;_1,n;) et F; € M(ny, n;;1) définies

par
1
(RiU); = Z(Uzi—l + 2Us; + Usziza)

pour U e R¥eti=1,..,ni_1, et

(BV)% - Via i= 1: ey Bp—1,
(PV)air1 =:(Vi+Vim), i=1,0,m1 — 1,
(-PIV)I = %Vla

(PIV)?’H = %Vﬂz-u

pour V € R™M-1,
On choisit deux entiers v, 15 et on définit la méthode & deux grilles

®!, ,, qui associe 3 U™ le vecteur U+ = @', (U™, F) caiculé par les trois

étapes suivantes :

Ftape 1 : Faire v itérations de Jacobi relaxée :
* Un,O — Un,
* Pour k= 0,...,0q — 1, U™t = M, U + Nj R,
* Un+1/3 = [Jnw

Etape 2 : Correction par la grille grossiere :

* Calcul du résidu : r™ = AU/ — R

* Restriction : p" = R;r™.

* Calcul de la correction : ™ = A;! p™.

* Prolongement : e® = Fe”.

* Correction de Un+/3 ; Unt2/3 = gntlfs _ en,
Etape 3 : Faire v itérations de Jacobi relaxée :

* Un+2/3,0 = Un+2/3’

% Pour k = 0,...,v5 — 1, UPT?/3F+L = My UmH2/3% 4 Ny F,
* Un+1 — Un+2/3,y2_



On note M;(v1,75) la matrice d’itération et A;(rq, ) la matrice auxi-
liaire correspondant 4 cette méthode.
1. Montrer que

M v, va) = (T = Mi{vg, ) AT

2. Exprimer M;(11,2) en fonction de My;, B, Ry, A, Al'_ll, v1 et vo.
3. Montrer que pour 11 = v3 = 0, la méthode n’est pas convergente.
4. Montrer que pour k=1, ..., my_y *

ko __ 2tk 2¢rn+1—-k
FVZ) = V" — 55V

oll on a posé

] kr
, et 5, = sin 5

¢ =— COs ——r——
k (n + 1)

kr
Q(T’Lz + 1)

5. Pour k = 1,...,my, calculer RV et RIVI”’H'k.

6. Montrer que pour k& = 1,...,m_1, Vect(Vf, V[“"*'l"k) est stable par
Ml(?/]_, 1)2) .

7. Calculer Mz(vl,yg)Vl”HH.

8. Montrer que pour tout »y,v9 > 0 :

p(Ml'(yl': y2)) = p(Mi(O’ 1+ V2))'

9. Montrer que pour tout v > 0,
pPIM(0, 1)) < py(w) = Zax €(1 = 2)” + (1 - &)1 - 2w(1 - §))”]
3
et

200, )] S ) = max /26200 ~ 28+ 2(1 ~ £(1 = 201 - )

(On pourra utiliser la question 1.1.)

10. Calculer py(w) pour w €]0, 1] et trouver wy tel que py{wp) = min p1{w).

11. On suppose w = 3. Montrer que la méthode & deux grilles est
convergente pour tout (v, v2) # (0,0).

12. Montrer que vp,(3) et ¥m,(3) ont une limite (que l'on précisera)
quand v — +co.

La méthode & deux grilles présente Uinconvénient de nécessiter le calcul
eract de AI‘_II Pr ce qui n'est pas acceptable dans lg pratigue. On remédie
4 ce probléme en utilisant de maniére récursive le passage & une grille plus
grossiére.
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Partie IV

Pour trois entiers 14, v et v, on définit la méthode multigrille & I grilles

Wl ..~ qui, pour I > 2, associe & U™ le vecteur U1 = LU F)

calculé par les trois étapes suivantes :

Etape 1 : Faire v itérations de Jacobi relaxée :

* Un,,D = Uﬂ",
*Pour k =0,...,01 — 1, UMF1 = MJ,IUn’k “+ NjiFi.
ook Uﬂ.+1/3 = [Jr
Etape 2 : Correction par la grille grossiere :
* Caleul du résidu : r* = 4;U"1/3 — F).
* Restriction : p™ = Rir™.
* Calcul de la correction : 7% =0, pour k =0, ...y — 1,
nn,k-—é-l — lpi:}yzy’y(nn,k,pn)’ €7 = Y,
* Prolongement : e" = Pe™.

* Correction de RT3 . [n42/8 = pnt+1/3 _ on,

Etape 3 : Faire v, itérations de Jacobi relaxée :

* Un+2/3,0 —_ Un+2/3’
*Pour k=0, ..., 05 — 1, UH2/3k+1 = MJ,IU”+2/3’k + Nk,
* el — Un+2/3,zz2_
Pour [ = 1, on prend ¥, . = &l . .
On note M;(vy,1,7) la matrice d’itération et Nj(v1,vs,7v) la matrice
auxiliaire correspondant i cette méthode.
1. Montrer que pour tout I, :

Ni(wr,va,7) = (I = My{vr, va, 7)) AL

2. Mountrer que pour > 2 :
M, va,7) = Mi{v1,v3) +C) (ﬂz—l(vl, v, ’}’))Af Dy

ot C; et D) sont des matrices que Pon explicitera en fonction de My, B,
Rh Ala Al__.lla 1 et va.
3. Montrer que pour tout [ > 2,

[Mi(vs, va, 7)1 < 1M, 2| + | M1 (w1, w2, 7))

4. On prend v = 2. Montrer qu’il existe une fonction x définie sur [0, §]
telle que si m,, 1., (w) < 1 alors pour tout I < 1

”ﬂl(yh Y2, 2)” < ""'(mv1+1/2 (w))

et
K(m)

m

quand m — 0.

5. Montrer que pourw = % et v = 2, il existe vy tel que pour vy +v2 > vy,
la méthode multigrille W;{ry, v, 2) converge pour tout [ > 1 avec un taux
de convergence que ’on peut majorer indépendamment de [.



Partie V

On considére maintenant le cas ¢ > 0. On généralise la méthode 3 deux
grilles de la partie Il dansle cas v; = v > 0 et vy = 0.

On se restreint au cas w = % pour lequel les calculs sont plus simples.

On obtient la méthode ¢}, , qui associe & U/" le vecteur U™+ = oL, (U™, F)
calculé par les deux étapes suivantes :

Etape 1 : Faire v itérations de Jacobi relaxée :
* Un,ﬂ — Un,
*Pour k =0,...,v— 1, U+ = M, ; U™ + N, 7:F.
* Un+1/2 = [Jn

Etape 2 : Correction par la grille grossidre :
* Calcul du résidu : r* = A, ;U™1/2 _ R,
* Restriction : p” = Rir™.
* Calcul de la correction : ™ = A7) "
* Prolongement : " = Pe™,

* Correction de U™ ; [n+l/2 = pn+1/3 _ o,

On note My (v) la matrice d’itération et A, ;(v) la matrice auxiliaire
correspondant a cette méthode.
1. Montrer que si 0 < g < {4, 7! alors

1
A (I — pA ) || € ——
a1 = e | € s

2. Montrer que

4(1+ oh)
Vil < — s
|Ac (Mo 50)"f] < Ay +1)
3. Montrer que

St gy
1457 = RAZ_ (Rl S Skt
(On pourra utiliser les questions L.1. et 1.4.)

4. Montrer que pour v assez grand, la méthode & deux grilles qéfm, est
convergente et que son taux de convergence peut &tre majoré par %’— olt {,
ne dépend pas de [.

5. En vous inspirant de la partie IV, proposer une méthode multigrille

@[Ji’y’,}, construite en évitant le calcul de A;,}_l p" dans la seconde étape de

I
¢a’,.v .

6. Montrer la convergence de cette méthode pour v = 2 et v assez grand.



