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A. PROBABILITES ET STATISTIQUES

La partie Il dépend des résultats de la partie I, mais pas de leur démonstration.

I. CHAINE DE GALTON-WATSON

e Soit Y une va. d valeursdans N=1{0,1,2...} deloi p, ie.:
P{Y=k}=p,=pk) (kf_—'. N, p, =0, > pk=1).
£=0
On supposera dans toute la suite de ce probigme, sauf mention explicite du contraire, que p, +p, < 1.
= Soit f la fonction génératrice de Y, i.e.:

f&=E@M= > p & (5 réel).
k=0

. Prouver que f est toujours définie au moins pour s € [0, 1].

Prouver que f estde classe C~ sur [0, 1[ et qu’elle est strictement convexe.

. Exprimer P {Y =0} = p, en fonctionde f. Que vaut F(1)?

. Montrer que f admet une dérivée & gauche en 1, éventuellement infinie. Exprimer cette dérivée en fonction

de I’espérance E (Y)de Y.

. Prouver que I’équation f(s) =5 admet une solution o avec 0 < o <1 sietseulementsi E(Y)>1.

Y a-t-il d’autres solutions de cette équation dans I'intervalle [0, 1[?

On désigne par p*' (i € N} la i-iéme puissance de convolution de p. p" est définie par récurrence sur i
par :
p ° =18, (la mesure de Diracen 0);

k
Pl=p. P ®=2 PiDpk-).
j=0
a. Prouver que, pourtout { =0 ettout j=0;

Pry=0 et > pi(y=1.

j=0
Soit (X;, X, X,, ..., X,, ...) la chaine de Markov canonique 4 valeurs dans N telle que :
i X5=1ps.; i PX,,, =j/X,=0)=p"'(J) ((,jEN).

b. Observer que 0 est un état absorbant pour la chaine (X, ; n = 0).

c. Soit g, (n > 0) la fonction génératrice de lav.a. X, i.e.:
& ®=E{™)  s€100,1].

Prouver que pour tout »n entier :

gn+l (S) = &a (f(s)) -
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d. En déduire que g, (s) =f* (5), ot f* est la n-iéme puissance de composition de f.

e. SoitE, = (X, =0} (n=1).
Montrer que, pour tout n, E,,, D E,.
SoitE={3n=1telque X, =0} =UJ E,;

Montrer que la probabilité de E, P (E), est égale 2 la plus petite racine, dans [0, 1], de I’équation
fs)=s.

/. Endéduire que P (E) <1 si et seulement si E(Y)>1.

. Définissons :

7.5 x..
n=0

a. Prouver que : P(Z <o) =1 sietseulementsi E Y)=1.

b. On suppose dans toute la suite que E (Y) < 1.Soit # la fonction génératrice de la v.a. Z, ie. :
h(s)=E (5%, s € [0, 1]. Prouver que :
h(y=s flh(s).

¢. Exprimer E (Z) en fonction de E (Y).
- On suppose maintenant que la loj de Y (et donc celle de Z) dépend d’un paramétre . On notera Y,

(resp.Z,} la v.a. Y (resp. Z) pour indiquer la dépendance en ce paramétre,
!

On suppose que Y, suit une loi de Bernoulli de paramétre 711 (r=0),ie.:
t 2
P(Y'_l)"2+t’ P(YI—O)—Z_H-

On observera qu’ici la condition p, + P1<1 n’est pas satisfaite.

a. Soit h (t, 5) =E (s%) (t=0, s€[0,1)]).
Calculer A, (1, 5), en utilisant 3.5.
En déduire la loi de Z,, i.e. calculer :
P(Z,=k =0, keN={1,2,...1).

b. Peut-on retrouver le résultat de la question ci-dessus de maniére plus élémentaire 7

c. Vérifier que P(Z,zk):%P(Y}+...+Yf=k— 1) o Y[,...Y?, .. estune suite de v.a. indépendantes

de méme loi que Y, .

- On suppose encore que la loi de Y (et donc celle de Z) dépend d’un paramétre ¢, mais cette fois Y, suit
une Joi de Poisson de paramétre (0 < < 1}, 1e.:

P(Y,:Ic):e"f:— (k€ N)
(pourz=0,1laloide Y, estlamesure de Dirac en 0).
a. Montrer que E(Y, )= 1.
b. Soit h, (1, 5)=E (s%) (5,1 €0, 1.

Prouver que :
B 0,5)=s GE€[0,1); h0=0 (€0, 1]
et que :
Oy (g, O
Py -hq(h,_ 1+¢ az) (s [0, 1]).




¢. Montrer que :

oy _s 0 ok
ot 2 8s s (I’_SE[O’ID'

d. On admettra que P {Z, = k] =71C-P{(Y5+...+Yf=k- D}od Y!,Y*,...Y7,... estune suite

de v.a. indépendantes de méme loi que Y, . Calculer P {Z,=k} (kEN',r € [0, 1]).

6. On suppose encore que la loi de Y (et donc celle de Z) dépend d’un paramétre ¢, mais cette fois Y, suit
une loi de Poisson de paramétre 1 —e™' (¢ = Q).

a. Prouverque E{Y))=1.
b. Quevaut P(Z,=k) =0,keN)?

c. Soit B, (1, 5)=E (%)  (S€[0,1], 1= 0)

et m(t,s)=e"h(1,5).

Prouver que :
my(0,5)=5 (s [0,1]); m, (5, )=0 (=0);

am3 3 Bm% _r 6m3
3 2 9 as

II. EQUATIONS DE SMOLUCHONSKI

Soit K:N"x N — N'. Soit (Sy) I'équation :

a 1= . =S )
Lntkhn==> KGk-nG k=i )-nk) > KG, AU )
ot 2j=] j=1
‘ (S
n(k,O):[OSlk;z k=1,2,...
1sik=1 r=0

K sera ici successivement égala K (j, &) =K, (G, k) =1, KL, =K, (. &) =~ k,
K=K, k=j+k.

On admettra que I’équation (Sg) posséde une unigue solution 7 (k, #) positive :

e nikt) pour keN’, r=0 si K=K;;

o nik,t) pour kEN’, r€{0,1] si K=K;;

o n(kt) pour k€N, r=0si K=Kj.

Dans toute la suite, on ne se préoccupera pas des problemes de convergence des séries (a termes positifs)
rencontrées, ni des problémes d’interversion de sommes et de dérivée.

1. Onsupposeicti K (, k) =K; (k)= 1.

oa

a. Prouver que Z nik =5%~_t’ ot n est la solution de (Sg).
k=1
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b. Définissons ¢, (k, 1) par: n(k, 1) = k) hEN,r=0)

2+4;
et soit nes=> ¢k 1 s*
k=]

Que vaur r, (0, 5)?

c. Prouver que :

2+1 o _
2 at

(r? —ry).

1
2
d. En déduire la valeur de r (2, 5).

e. Que valent n (k, 1), ¢ (k,n)?

J. Qu’observe-t-on quand on compare ce résultat 4 la question 1.4.¢. 7

2. On suppose cette fois que K (j, k) = K=k (G ke N
a. Soit n la solution de (Sy) définie pour ¢ € [0, 1.

Définissons c, (k, 1) par ¢k, )=kn (k1)

et ns=> (ks (s,t €0, 1]).
: k=1
Montrer que Z G k,n=1 (=0, 1),
k=]
que O, _1 98 _on

a 2 g5 as
et que (0, 58) =5, r(t0)=0.
b. Calculer, en utilisant 1.5., la solution de (Sx).
3. On suppose cette fois que K GR=K,Gh=j+k ¢ keN.
a. Soit n la solution de (8¢) définie pour 7 = 0,

Prouver que : Z knk, =1 (=0
k=1

oo

et que > ntkH=e” (1= 0).

k=1
boSoit (e 9)=3 n(k s (s€[0,1),:20).
k=]

Que vaut #, {1, 117

arn 1 ar -
Prouverque——-:—s——r3—se -
ot 2 35 ds

b. Caiculer la solution de (Sx). On pourra utiliser les questions [.6.




