820 011 1. 1665-C .

B. ANALYSE NUMERIQUE

On note N I'ensemble des entiers positifs et R I'ensemble des réels. Soit o un réel,
et ¢1, ¢z deux fonctions continues de [0, 1] dans R. Soit f la fonction de [0, 1] dans R®
définie par :

Vz,y € [0,1]%, f(z,y) gl(z)éz(y)lm —yl* siz#y

siz=y.

Soit N un entier non nul. On définit Iy par :

1 N N
IN = Fzzf(m”mj)

=1 j=1

avec ¢; = ';;,B (Note : En physique, pour ¢; = ¢, In représente par exemple une
énergie d’interaction de NV particules z;, de charges #1(z:), sous un champ en |z — y|.)

L’objet du probléme est de réduire le nombre d’opérations nécessaires pour calculer
In pour des grandes valeurs de N. ‘ -

On appellera opération élémentaire I'une des opérations suivantes sur les nombres
réels ou entier : addition, multiplication, soustraction ou division, I’évaluation de z°
(un réel €levé a une certaine puissance réelle ou entigre), I’évaluation de ¢i(z) (une des
fonctions ¢; évaluée en un point). L’évaluation des z; est supposée négligeable. On
négligera aussi le cofit des divers appels mémoire.

Notations. Pour k¥ € N\{0} eta € R, onnote (%) = 1 et

(a) _ala=1)--(a~k+1)

k k!
PARTIE 1
A) On consideére I'intégrale suivante :
I= . 1
o f(z,y) dz dy )

1. Rappeler pour quelles valeurs de « I'intégrale _];1 z%dz est convergente.

2. On suppose que ¢; et ¢; sont constantes égales a 1 sur [0, 1]. Déterminer les valeurs de
o pour lesquelles I’intégrale (1) est finie. On note ag leur borne inférieure.

3. Montrer que, pour tout & > ag, I’intégrale (1) est convergente.

4. Montrer qu’il existe un algorithme de calcul de I utilisant moins de ¢ N2 opérations
€élémentaires, oli ¢ est une constante qui ne dépend pas de N (ni de f).
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B) Cas particulier : o entier pair. On suppose ici que o = 2p ol p est un entier positif
ou nul. On introduit les moments d’ordre k (k € N) définis par:
. .

My(k) =" (z:)* ¢(z2).

i=1

1. Montrer qu’on peut évaluer un moment My, (k) en moins de 4 N opérations &lémen-
taires.

2. Cas p=0. Montrer qu’on peut évaluer Iy en moins de 4 N + ¢ opérations élémentaires,
ol ¢ est une constante (qui ne dépend pas de N).

3. Montrer qu’on peut évaluer I’ensemble des valeurs des coefficients binomiaux
{(}), & = 0,...,p} en moins de ¢(p + 1) opérations élémentaires, ol ¢ est une con-
" stante indépendante de p.

,' 4. Montrer quA"or-l peut évaluer Iy en moins de ¢ (p + 1) N opérations élémentaires ol ¢
est une constante qui ne dépend pas de N ni de p.

PARTIE II - Algorithme multipolaire

On suppose désormais @ € R, o ¢ 2N, o > —1.

On note n un entier, » > 2 (le "nombre de niveaux™).

On suppose que N = 2%,

Onnote Co = [0,1] et C} = [, ] pourk € {0,...,n} eti € {1,...,2*}. On dira que
C} est un intervalle de niveau k. On note zi, = :;,‘E le centre de C}.

Définitions. On dit que deux intervalles C; et C; de méme niveau k sont :
- bien séparéssi |i — j| > 2;
- voisins si |i — 7| < 1;
En outre on dira que :
- les fils de Cf sont C}i ' et O
-Cjestle pérede CZ et C2 .
On définit enfin la liste d’interaction de Cf, notée Int{C}), par 'ensemble des intervalles

C;: de méme niveau & qui sont  la fois bien séparés de C et tels que les peres de Cj et
Cj soient voisins (cette liste peu éventuellement &tre vide).
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Etant donné un intervalle C' de [0,1] et ¢ une fonction de [0, 1] dans R, on introduit la
notation?g ¢ définie par :
c

f o(z)dz = %ZJ; #(z5)

oﬁJc={i=l,...,2";xiGC}.Ondéﬁnitdcméme'[ﬁ ¢ par :
Cixc?

¢ ®(o.y)dzdy =1f (96 @(z,y)dy) dz
CixCe 1 For)

pour des fonctions ® de [0, 1]? dans R et pour C* et (2 deux intervalles de [0,1].

Soit ¢ € N. On définit le moment d’ordre g d’une fonction ¢ sur un intervalle ' par:

My(3,C) = f 6(e)(a - 20 ds,
ol zo est le centre de Iintervalle C. (Pour ¢ = 0, on prendra dans cette définition (z —
zo)? = 1 pour tout z).
A) Préliminaires.

l. Danslecasn = 3 (N = 8), pourk = 0, k =1, k = 2 et k = 3 respectivement, faire
un graphe représentant schématiquement les C (pour tous les i possibles), ainsi que les
z}.

2. Donner la valeur de ; (en fonction de 7) telle que le pére de Ci 1 soit Cj.
3. Calculer Card{j| z € C}}.

4. Exprimer Iy 41’aide du symbole 56 .

5. Calculer My(q, C}) lorsque k = n (distinguer les cas g=0etg>0).

6. Représenter schématiquement la liste d’interaction de C?, de C3,de C2, de C? et de
C3 (on pourra par exemple hachurer les intervalles faisant partie des listes d’interactions).
Quelle est le nombre maximum d’éléments d’une liste d’interaction [ nt(Cy) ?

B) Evaluation directe des moments.

1. Si C est un intervalle de niveau k (c’est-3-dire du type C}), montrer que I’évaluation
d’un moment M(j, C') peut se faire en moins de ¢ 27—+ opérations €lémentaires ol ¢ est
une constante.

2. Soit p € N. Montrer qu’il existe un algorithme utilisant moins de c((p+1) Nlog(N))
opérations élémentaires pour I'évaluation de tous les moments My,(7,C) pour tous les
intervalles C} (avec k € {0,...,n},i € {1,...,2¥}, €€ {1,2} etj € {0,...,p}.
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C) Développement multipolaire. Remarque importante : chacune des questions de cette
partie peut tre traitée en admettant les questions précédentes.

1-a. Soit & un réel tel que |2| < 1. Pour p > 1, on définit R,(«, k) par:
+oco a
Ry(a,h) =" (n) R™.
n=p
Montrer que R,(a, h} est bien défini.

1-b. On note ¢ le plus petit entier k tel que & > . On pose

1 2 q
Aa= (=230 = 557) - -7
et pour n un entier, n > ¢:
+1 a+1 a+1
Bun)=(1-% 1- (1= .
()= (1~ -2 )

(Dans le cas ¢ = 0, on prend A, = 1, et dans le cas n = g on prend Ba(n) = 1)
Montrer que ’on a :

2

n

1-c. Montrer que 0 < A, < ™92,

= (C! -(; l)q AaBa(n).

1-d. Montrer que, pourn > ¢g,ona: 0 < B,(n) < (ﬂ_i)(aﬂ)_

+oo n
1-¢. Soit p € N\{0}. On pose I{(c, )= Z (n _|I_ ll)a+1 .

ﬂ=p

Montrer

o1 |
™ Log(1/|Al) po¥t

IL(a,h)

(On pourra comparer I,(a, k) avec une intégrale.)

1-f. En déduire, pour p € N\{0}, p > a, et |h| < }:
9—p+1
pa+1

ol ¢(«) est une constante qui ne dépend que de « et qu’on précisera & Iaide des majora-
tions précédentes..

Dans le cas particulier od a €] — 1,0[, avec || < L et p € N, montrer qu’on a la
majoration (2) avec ¢(a) =

[Rp(a, h)| < e(a)

)

1
log{2)"




2. On considére deux intervalles C! = C,? etC? = C‘,‘;’ de méme niveau k. On note zq,
le centre de C et x4 - le centre de C2 et on prendz; € Cletz, € C2.
On suppose enfin que C"! et C? sont bien séparés.

2-a. Montrer que |z, — 5| = |2, — Zo,2|(1 + u(h1 — h2)) ob

_ Toa— Tpz
- b}
|$0,1 - 3-'0.2|
et
Ti— Zo;

hi

- fﬂ?o,l - 500,2[

et avec || < 1 pouri = 1,2

2-b. En déduire, pourp+ 1 > a (etp € N) :

p p-i
le _ lea = IIQ'I - zu'zla (Z Z C"J(a, u)h;h’; + 6) (3)

i=0 7=0

avec

2
(p+ 1)t
ot les ¢; ; (@, u} sont des coefficients qu’on calculera en fonction de i,J,aetu. (Note: la
formule (3) s appelle un développement multipolaire.)

18] < ()

3. Sous les hypothéses de 1a question 2., montrer :
9 _
glml — 23| £ |zo1 — o2} £ 20y — 2]

En déduire, pourp € Ntelquep+1 > o

P p—i
Ci,j(&, u) . 1 . 2 .
¢ = — o M 1 CYM C 4
Cixc? I= [oa = 2ol (g,; |01 — o2l ¢ (1,C7) Myo 5 )) "

avec
d(e)—r 96 171
< dla) —————
Inl < (p + 1)t Jor o

oti d(a) est une constante qui ne dépend que de « et qui vérifie la majoration suivante :

d(a)] < ) max (G)7,2°).
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D) Décomposition de la somme .

1. Montrer que, avec N = 2" :

o DOUD S A X I ol A

k=2 ij=1,.. XCJ f,3=1,.
cl EInt(C,“) Ci.Cl vcnsms

2. On définit les entiers 1, i, par :
iy = Card{(i,5); Ci € Int(C}), 0 < k<n, 1 <i,j <25}

et .
iy = Card{(i,) ; Ci,Cj voisins, 1 < 4,7 < 2"}

(odt Card désigne le cardinal d’un ensemble). Donner un équivalent de ¢, et de i, en
fonction de N = 2". En déduire que iy + i, ~ ¢ N quand N — oo, ol ¢ est une
constante.

E) Evaluation de la somme ] Ne
Soit p un entier tel que p > a. On suppose dans cette partie que tous les moments

My, (3,C) ont déja été évalués, pour tous les intervalles C = Ci (k € {0,...,n},i €
(Lo 2 2€ {12} etj € {0,...,p}.

1. On suppose que C} est bien séparé de C"’ Montrer qu’on peut calculer, en moins de
¢((p + 1)?) opérations (c une constante), un réel I ; de sorte que :

27 %
1:‘" S d a sy If‘
I’?k J'l ( )(p_i_l)a.l.l C,‘;xci
ol I'on a noté ;

Mhi = Lk —56‘ .
C;xCi




2. En déduire un algorithme de calcul d’un réel noté Jy, en moins de c(p+ 1)2 N)
opérations (c une constante), de sorte que 7 = Jy — Iy vérifie:
Q=p

pa+1 CoxCo

In| < d(e) Fit

F) Coiit total.

On se donne un réel € > 0. Montrer qu’il existe un entier p (qu’on estimera en fonction
de ¢) et un algorithme calculant une quantité notée Jy en moins de c(p + 1) Nlog(N)
‘opérations élémentaires (c une constante ne dépendant ni de N ni de p) et qui vérifie

IJN—Ile-sﬁ i

* Dans le cas a €] ~ 1,0], discuter I'intérét de cet algorithme par rapport a I’algorithme
direct de la question A.4 (partie I).

G) Evaluation rapide des moments.

On reprend la question B-2 (partie II). Proposer un algorithme en moins de ¢ (p+12N
opérations pour le calcul de tous les moments.




