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A. PROBABILITES ET STATISTIQUES

Toutes les variables aléatoires (v.a.) considérées dans ce probléme sont a
valeurs réelles et définies sur un méme espace de probabilité (2,F,P). Si X
est une v.a. et B un borélien de R, on pose [X € B] = X~!(B). L'opérateur
d’espérance est noté E. L'expression presque surement est abrégée en p.s, tandis
que la convergence en moyenne quadratique est appelée convergence dans LZ.
Enfin les lettres n, k, £ désignent des entiers.
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(v£)e>o est une suite de réels positifs telle que Z ~e < +00. o
£>0
Soit (Zn)n>1 une suite de v.a. de carrés intégrables telles que, pour tout
n=>letf>0,

E[an = 0’ |E[ann+l]| < Ye-

n
Onpose Ug=0et,pourn>1, U, = Ezk.

k=1
-1
1. Montrer que, pour 2 et £ > 0, E[(Unte—Un)?] < b0+ 22(3 - i
j=1 |

En déduire qu’il existe une constante K telle que, pour tout n et £ > 0,

2 .
a . Pour ¢ > 0, établir la convergence de la série de terme général

Up = P[lUnz‘ > 67‘.'.2].

.. Un2
b . Prouver que la suite (F)“N converge p.s. vers (.

3. On pose, pour n > 1, Vi, = max{|Us — Up2| : n? <k < (n+1)%}.
a . Soit € > 0, justifier I'égalité

{n+1)3-1
PV, > en?] < Z P|Ux — Up2| > en?].
k=n2+1

n

b . Prouver que la suite (—-2-)n>1 converge p.s. vers 0.
n -

U
4 . Conclure que la suite (—k‘i)k>1

converge p.s. vers (.
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- II -
Notations et préliminaires pour le reste du probléme

Désormais (ck Jk»o est une suite de réels telle que Y, ¢ < +oo et (€x)rcz
une suite de v.a. indépendantes, de carrés intégrables, telles que, pour tout
ke Z,

Ela]=0, Efgl=1,

sauf exception signalée, ces v.a. seront supposées de méme loi.
On note Fy,, n € Z, la tribu engendrée par les v.a. &, i < n, c’est & dire la
plus petite sous-tribu de F rendant mesurable ces v.a.

1. Vérifier que, pour tout n € Z, la série Z ck€n—k converge dans L2,
k>0
2 . Indiquer pourquoi cette convergence est aussi vraie p.s.

On pose dorénavant, pour n € Z, X, = chén_k et, pour n > 1,

k>0
n
Sn = Z Xz-
£{=1

- IIX -

1. Soitn € Z et £ >0, justifier 'existence de E[Xeyn|Fi] et établir
I'égalité
E[X¢1n|Fe) = Z ckletn—k P-S.
k>n

2. Onpose,pourn >0, r, = (Z ci)ll 2 et Pon fait I’hypothése
o . k>n
Z ra < +00. On désigne ci-dessous par £ un entier > 0.
n>0 ’
a . Prouver que la série Z E[X ¢4 n|Fe) converge dans L2.
n2>1
b . Soit Z; la somme de cette série. Vérifier qu'il existe une constante s telle
que, pour £ > 1,
Xe+ Zg— 241 = sy,

c . Utiliser le fait que les via. Z,, n > 1, ont méme loi et sont de carrés

: Z
intégrables, pour montrer que (7%)“21 converge p.s. vers 0. Conclure que la

-, " n . - -
suite (~\/—_) >, converge vers une loi normale centrée dont on précisera la variance
n =

o2,




SIV -

Dans cette partie, on suppose que les va. £,k € Z, ont la méme loi
gaussienne p centrée de variance 1

On pose, pour n > 1, W, \/_ Z: £; et Pon note £ l'espace des fonctions

bornées, lipschitziennes sur E.
Dans les questions 1 et 2 ci-dessous, fo désigne un élément de L tel que

J fodu =0.
nz.H
1. Pourl1<n<n+¥ onpose Wy,= k.
v k—n+1

. Etablir I'égalité E[fo(Wa)fo(Wate)] = E[fo(Wn)(fo(Wn+l)“fO(Wﬂ.l))]'

b . Prouver qu'il existe une constante C telle que, pour tout n,{,1 Sn <n +2,

| [fO(Wn)fO(Wn+g)]l<C( +£)1/2

2.
4k -1 1
a. Pourk > 1, on pose Zj = Z = fo(W;). Prouver qu'il existe une con-
j=4k—1

stante C' tel}ze que, pour } < k < k+ 4, E[ZrZ;44) < C' x 27¢. En déduire que
} 1
la suite (; Zl Z;,)n21 converge p.s. vers 0.

b . Prouver qu’il existe {29 € F tel que P(£) = 1 et que, pour w € §g,

h,I,an fo

=1
0 i = - =
(On rappelle que hF.; i lnn=->0)
On fait désormais sur la suite (ci)r>0 les hypothéses de la question III-2, en
supposant o2 > 0.
3 . Montrer que, pour tout f € £, il existe 25 € F tel que P(Q5) = 1 et
que, pour w € {1y,
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4 . On note ¥ la fonction de répartition de y et F, . la fonction de
répartition de la mesure positive y, ,, définie par

e = 5 3250 (5)

J—l

ol h est une fonction numérique quelconque.
a . Montrer que, pour tout ¢ € R, il existe £ tel que P(f;) = 1 et lim Fruo(t) =

®(t). (On pourra faire usage d’encadrements de la fonction mchca.tnce L[z 400f
par des fonctions de £.)

b . Conclure qu’il existe { tel que P(ﬁ) =1 et que, pour tout w € §} et tout
teR, H;nFn,w(t) = &(1).

-V - , ’ .
Dans cette partie, on suppose que, pour tout k € Z,

Pléx = +1] = Plg = —1] =

M!n—l

On désigne par G le sous-groupe additif de R engendré par la pa.rt1e
{er : ke F}.

1. Soit B un borélien de R, on pose 4 = [Xp € B + G).
a . Soit n > 0. Déterminer A4, € F_, tel que, pour tout (s;)2} € { 1, +1}“

n (nr_]l[«f-i = si] = A0 (n f-i= 521)

i=0 i=0

b . Montrer que, si P[Xo € B] > 0, alors P[x0 €B+G]=1.

2. Soit A la mesure de Lebesgue sur R. Prouver que la loi v de X; est soit
discrete, soit singuliére par rapport & X (c’est & dire telle que, pour tout z € R,
v({z}) = 0 et qu'il existe N tel que A(N) = 0 et ¥(N) = 1), soit absolument
continue par rapport a A.

3.

a . ldentifier v dans le cas ot (ci)izo = (275 )ixo.

b . Lorsque (ci)e>o = (375~ k>0, indiquer auquel des types énumérés en 2
appartient v.

-VI -

1. Pour cette question exceptionnellement, on ne fait pas ’hypothése que
les v.a. {x, k € Z, sont de méme loi, mais on suppose Z |ck] < +o00. Montrer
k>0

que la suite (—3

)n>1 converge p.s. vers 0.
n =

2. Onrevient au cadre général défini en (II). Prouver que la suite ( =) 31

converge vers 0 p.s. et dans L2.




