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3°* ANNEE

MATHEMATIQUES (1)

DUREE : 5 heures 7

Pour les épreuves d'admissibilité, 'usage de calculatrices électroniques de poche &
alimentation autonome, non imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé, une
seule a la fois étant admise sur la table ou le poste de travail,

Avertissement

Les candidats pourront admettre les résultats des questions qu’ils n’ont pas traitées
afin de pouvoir résoudre les questions suivantes.
Il sera tenu compte de la clarté du raisonnement et de la rédaction.

Dans ce qui suit u et v sont des fonctions numériques de la variable réelle z: leurs
dérivées successives par rapport & z seront notées ', u” ... I
On désigne par L un nombre réel strictement positif; C*(] — L, + L) est I'espace des
fonctions k fois continiment différentiables sur Iintervalle ouvert | — L, +L|, avec
une définition analogue pour I'intervalle fermé [ L, +L}, les dérivées étant comprises
au sens des dérivées & droite ou i gauche aux extrémités.

Préliminaires
On note par f 'une des deux fonctions suivantes de la variable réelle r

(1-7)r,
f(r)=1< ou
(r—a)(1-r)r,

avec a un parametre réel tel que 0 < a < 1,
L'objet de ce probléme est de déterminer pour chacune de ces deux fonctions le
nombre de solutions de I’équation différentielle non linéaire

(E) u€ C*[-L,+L)), Vz€[-L,+L], —u"(z) = f(u(z)),
vérifiant les contraintes

(E?2) 0<u(z) <1, -L<z<+L,

et satisfaisant les conditions dites aux limites ou aux deux bouts

(E3) uw(-L) =u(+L)=0.
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Question 1. Soit u dans C'([-L, +L]) N C¥(] — L, +L[) vérifiant
(E) Vz €]~L,+L[, —u"(z) = f(u(z)).

Montrer que u est aussi solution de (E). Prouver que c’est encore le cas si I'on
suppose seulement que u est dans C%([L, +L]) N C2(} ~ L, +L{) et vérifie (E).

Question 2.

2.1 Veérifier que pour toute solution u de (E) le couple (x, ') est solution du systéme

 différentiel |

: uv,v€CY[-L,+L])), et Vze[-L,+I],
~ (8D) { wW(z) = o),

R v(z) = —f(u(z)).

S

& 22 Soient (ﬁi, v{) et (u2,v2) deux solutions de (S.D.). On suppose qu'il existe un
zp dans [-_-L, +L] tel que =

R u1(To) = uz(z0), v1(z0) = va(Z0).

.quﬁfer' _’q_u’alo:'s:ul = ug sur [-L, +L].

ST N PR
. 2.3, Précisez toutes les solutions constantes de (E) pour les deux choix de I
Soit 4 une solution de (E), constante sur un sous-intervalle ouvert non vide de

<=Ly Fi.-L]';:TAmo'ntrer que u est constante sur [—L, +L].
(N Quésﬁbx; 3. 'A”'Soit‘ u solution de (E) — (E2).

: 31 Ons&ppose lé-lu’il existe 2o €]~ L, +L[ tel que u(zg) = 0. Vérifier que u'{zo) = 0.
En déduire que u(z) = 0 dans [-L, +L]. :

"3.2 On subposé qu'il existe z; €]-L, +L{ tel que u(zx;) = 1. Montrer que u(z) = 1

o 33 En conclure que si u satisfait aussi (E3) alors soit u(x) = 0 dans [~ L, +L], soit
- 0<wu(z) <ldans)- L ,+L} |

3

Question 4.  Soit u solution positive ou nulle de (E) et (E3); montrer qu'elle
vérifie (E2). |

Premiére partie

Dans cette partie on cherche & déterminer le nombre de solutions de 1’équation
(E1) v € C¥([~L,+L]), Vz€[-L,+L], —u"(z) = (1-u(z))u(z),

| vérifiant les contraintes (E2) et satisfaisant les conditions aux limites (E3).




Question 5. Montrer que toute solution u de (E1) — (E2) satisfaisant en outre
les conditions aux limites

v(-L)=u'(+L) =0
est une constante.

Question 6. Soit u solution non constante de (E1) ~ (E2) — (E3).

6.1 Montrer que u admet un unique maximum global dans | - L, +L|, c’est-a-dire
qu'il existe un unique z* dans | — L,+L{ et un M* dans |0, 1[ tels que

u(z*) =M et u(z) <M, Vre]-L,+L[, z#2"

6.2 Montrer que si ™ # 0 alors le systéme (S.D.) possdde deux solutions passant
par (M*,0). On pourra introduire la fonction auxiliaire ! définie a partir de u par
u!(z) = u(-z). :

6.3 En conclure que u est paire et atteint son unique maximum en z = 0.

Question 7. On s'intéresse maintenant au probléme de Cauchy

"~

(P1) { : 11’(1 - u)u,
u(0 M €]0,1(; v(0) =0.

ar gy E
1!

On va chercher & quelle(s) condition(s) sur L et M le probleme de Cauchy (P1)
posséde une solution définie sur [0, L], y vérifiant 0 < u(z) < 1 et satisfaisant
u(+L) =0. _

On note x,u,(M) la borne supérieure des réels z > 0 tels que (P1) admette une
solution dans [0, z[; montrer que (P1) admet une unique solution dans [0, £, (M)][.
On la note (u,v) et on I'appellera "solution globale” de (P1) dans la suite.

Question 8. Soit (u,v) la solution globale de (P1). On définit
(M) = sup{ T € [0, z..,(M)[, Yz € (0,7, 0 < u(x) <1, ¥(z) <0}.
8.1 Montrer que (M) > 0.

8.2 Montrer que

soit (M) = +oo,

soit (M) < +oo, etalors £(M) < 2,up(M), . .l,ig‘{‘m“(z)ﬂ'

Question 9. Soit (u,v) la solution globale de (P1). On pose
T
F(r)= [0 (1 — 8)sds.
9.1 Montrer que pour tout £ dans [0, Z,u,(M)[ on 2

v¥(z) = 2F(M) — 2F (u{x)).

L]

Tournez la page S.V.P.




9.2 Etablir que pour tout z dans [0, £(M Jona

_ M ds
"7 e RO — 2P (e}

On justifiera soigneusement la convergence de 'intégrale.

9.3 En déduire que #(M) est fini pour tout M €]0,1[. Donner son expression au
moyen d’une intégrale.

Question 10. On considére maintenant la fonction \ :]0, 1{—]0, +oco[ définie par
ds

A(M):fM y 0< M <1,
O J2F(M) - 2F(s)

10.1 On définit G par F(r) = r?G(r). Etablir que

UYL 2 cosf
M) = fo V2G(M) - 2G(M sin ) sin?0

dé, 0 < M <1,

10.2 Montrer que .

2
10.3 Montrer que A est strictement croissante et continue sur 0, 1].

5 M)

10.4 Monf.rer que - :
lim \(M) = 4o0.

e M1

Question 11. En conclusion de cette premiére partie
11.1 Revenant au probléme de Cauchy (P1), inontrér que

® 510 < L < Z alors il n'existe pas de M dans 10, 1] tel que la solution globale
. de (P1) vérifie 0 < u(z) < 1 dans 10, L[ et u(+L) = 0;

@ si § < L alors il existe un unique M dans 10,1[ tel que la solution globale de
(P1) vérifie 0 < u(z) < 1 dans 10, L{ et u(+L) = 0.

11.2 Revenant au probléme initial (E1) — (E2) — (E3), montrer que

es5i0 < L < 5 alors il n’existe pas de fonction non constante solution de
(E1) - (E2) — (E3);

® si 3 < L alors il existe une unique fonction non constante solution de (F1) —
(E2) — (E3).

11.3 Pour tout réel p > 0 décrire Pensemble des solutions de

u(z) <1, 0<z<1,
u(l) = 0.

=)
A i

{ —u” p(l-uu, 0<z<1,

u(0)




Seconde partie
Dans cette partie on cherche & déterminer le nombre de solutions de I’équation
(B4) ueC*([-L,+L]), Vz€[-L,+L], —u"(z) = (u(z)—a)(1-u(z))u(z),

vérifiant les contraintes (E2) et satisfaisant les conditions aux limites (£3); on sup-
pose toujours que a est un parametre réel tel que 0 < a < 1.

On pose

®(r) = Lr(s —a)(1 — s)sds.

Question 12. Soit u solution de (E4) — (E2) — (E3) vérifiant 0 < u(z) < g,
Vz € [-L,+L]. Montrer que u(z) =0 dans [~L,+L].

Question 13. Soit u solution non constante de (£4) — (E2) — (E3). On note z*
un point de | — L, +L[ ol u atteint son maximum M"*. S

13.1 Vérifier que u' est strictement décroissante au voisinage de z°.

13.2 Montrer que pour tout z €] — L, +L{ on a
(v)*(z) = 28(M"*) — 28(u(z)).

13.3 En déduire que sur un voisinage de z* que 'on précisera, on a

o _ ) ds
I~ = [um V28(M*) - 28(s)

Question 14. Soit u solution non constante de (E4) — (E2) atteignant son maxi-
mum M* € Ja,1[. Montrer que si ®(M*) < 0 alors il existe un v dans |0, a{ tel que
®(v) = &(M*). En conclure que u est périodique et ne peut pas satisfaire (E3).

Question 15. Montrer que I’équation ®(r) = 0 admet une unique racine a dans

la, 1[ si et seulement si 0 < a < 3, et que dans ce cas ®(r) < 0 dans |0, af et ®(r) >0
dans Jo, 1[.

Question 16. Déterminer toutes les solutions de (E4) — (E2) — (E3) lorsque
;<a<l.
2 —_—

On supposera jusqu’a la fin de cette seconde partie que a est choisi tel que

1
0<a<§.

Question 17. Soit » solution non constante de (E4) — (E2) — (E3) atteignant
son maximum M* € [a,1[ en z*.

17.1 Montrer que u est paire et que * = 0.
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17.2 Prouver ensuite que

A” ds
z| = , —L<z<+L
uz) /26(M*) - 28(s) :

et que L = u(M*) ou on définit

ds

My=["
o )—fo V28(M*) Z23(s)

17.3 En déduire que M* ne peut pas étre égal 4 o.
17.4 Vérifier que u(M*) est fini pour tout M* ¢ Jo 1.
Question 18. Soit maintenant M* € Jo, 1]

18.1 Montrer que I'on peut définir impliciternent une fonction w de J=u(M*), +u(M*)|
dans ]0, M*[ en posant u(z) = y avec y solution de I'équation

ds

/y“' J22(M") - 28(s)’ ;N(M*) <3< AUM).

2] =

18.2 Montrer que cette fonction u appartient 3 COU[—p(M*), +u(M *)) ainsi qu’ &
C¥(|— u(M*), +u(M *)}D, qu'elle est solution non constante de —u" = (u~a)(1-u)u
dans son domaine de définition et qu'elle satisfait (E3) si u(M*) = L.

Question 19, Montrer que ¢ C’(Ja, 1) N CY(Jer, 1]) et que

{ A}'?HI# ¢(1M ) = *oo
L I" * _
W2 M) = e

Question 20. On admet provisoirement que d—dﬂf;—; ne s’annule qu’en un seul point
Mg dans o, 1f. On pose
Ln = [.L(MJ )

Revenant aux solutions non constantes de (E4) — (E2) — (E3), toujours sous la
condition 0 < a < %, montrer que

¢ 5i 0 < L < L; alors il n’existe pas de solutions non constantes;

® si Ly < L alors il existe deux solutions non constantes, et que ces deux solutions
ne se coupent pas dans | — L, +L];

s si L = L, i] existe une unique solution non constante.

Question 21. Prouver que I'équation Egn%(M *) = 0 n’admet qu'une seule solution
dans Ja, 1.




