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B. ANALYSE NUMERIQUE

Notations : la dérivée partielle par rapport 4 une varieble dune fonction u(zx,t)
0%y

s Bu .
sera notée indifféremment 3% ou uz; la dérivé seconde B2 0U Uzg .
T

On considére 1'équation aux dérivées partielles
1) ug+ flu)e =0  uw(x,0)=uolz) t>0

ol f est une est une application C* de IR dans R et u une fonction réelle de deux
variables: € Rett € Ry.

On dira que u est solution "classique” de (1) sur IR x [0,T si u est continue sur
R x [0,T[, de classe C* en dehors de segments de droites isolés sur JRx]0, T et
vérifie (1) en tout point de (z,t) € JRx|0, T[ de régularité de u.

2

Soit u une solution classique de (1) pour f(u) = % ett< T,

1.- Montrer que u est constante sur les courbes ¢t — (z(t),t) d’un domaine U ol u est
C* (avec t € [0, T]) et olt z(t) est C! et vérifie

(2) % =yu(z{t),t) 0<t<T.

En déduire que les courbes solutions de (2) sont des segments de droites et que, pour
t < T, on peut si (z,t) € U exprimer u(z,t) en fonction de up.

2.- On considere la condition initiale :

1 si r<0
(3) uo(x) = l-—x si 0<z<l
0 si 1<z

Donner une solution classique de (1) avec (3) pour ¢ < 1; tracer la courbe x + u(z, t)
pourt < 1.

3.- Montrer que la construction de la question 1 ne permet pas, pour le probleme (1)-(3),
de définir une solution continue pour ¢ > 1.
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4.-

Donnez une condition initiale non constante uo de (1)(avec f(u) = $u?) permettant
de déterminer une solution classique de (1) pour tout ¢ > 0.

Montrer que si u est une solution "classique” de (1) pour ¢ < T, alors les courbes
¢ (z(t),t) d’un domaine U ol u est C? vérifiant

Lo a0 0=

sont des segments d’équation :

-

z = f'(uo(zo))t+20 tE€[0,T]

Déduire de ce qui précéde que, méme si up est indéfiniment dérivable , les solutions
» classiques” de (1) sur [0, 7| peuvent ne pas étre prolongeables par continuité en T

Si f est convexe, donnez une condition la moins contraignante sur up pour qu'il
existe une solution ”classique” de (1) pour tout £ > 0.

Montrer que si u est une solution classique C? sur IR x [0, T[ de (1) alors, pour toute
fonction ¢ de R? indéfiniment dérivable & support compact, on a :

By dp _
(4) x0T (u(z,t) z-(z.1) + flulz, t)) %(z,t))dx dt + /m uo(z)@(z,0)dz = 0.

Dans la suite on dira qu’une fonction u de L> (IR x IR ) est solution ”faible” de (1)
si u vérifie (4) pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable et & support compact.

Soit u une solution faible de (1) dans R x [0, T[.

On suppose que u est continue par morceaux dans un ouvert D C R x [0, T[ et que
u est discontinue le long d’une courbe réguliere I’ qui sépare D en deux composantes
connexes Dy et D,. On suppose que u est de classe C ! dans D, et dans D,. On note
ug{z,t) la limite de u(y, s) quand (y, s) tend vers (z,t) € [ en restant dans D4. On
définit de méme uy(z,t), f(u)a(z,t), f(u)e(,t) le long de T

On note :
[h](m:t) = hd(z‘)t) - hg(mst)
le "saut” a travers I' de toute fonction h continue par morceaux.

Soit  une fonction indéfiniment dérivable et & support compact dans D. On note
ne(s) et nz(s) les deux composantes d’'un vecteur unitaire normal a'en s € I.




9.- Montrer que :
[ e(9ul(6) + na (U @I(ENp(s)ds =0

On suppose que la courbe de discontinuité I' précédente peut étre paramétrée par la
variable t sous la forme :

T = {(£@t),1); t €]ty, t2[}

ol £ est de classe C? sur J¢;,a].

10.- Montrer que si u est solution "faible” de (1) on a:

6) =)
en tout point de I.

11.- Montrer que si u est de classe C! dans Dy et D,, vérifie (1) dans D, et D, et vérifie
(5) sur T alors u est solution ”faible” de (1) dans D.

12.- Donner une solution faible de (1) - (3) avec f(u) = %ipour tout temps ¢.

13.- Pour a > 1 on pose :

1 si :cSI"T“t
.) —a si  Z=Et<z<o
U\ T, E) =
: ~1
a si 0<z< 5=t
—-1 si eli<s

Montrer gue u est, pour tout o > 1, solution faible de (1) avec la condition initiale
2
uo(x) = —sgn = (sgnz est le signe de z) et f(u) = %-.

Soit E: R — IR convexe et F : R — IR des fonctions de classe C? telles que :
6) F'=E'f
On note u® la solution classique de I’équation

up + f(uf)s =euz,  u(z,0) = uo(z)

avec up continue et bornée. On suppose que u® est bornée sur R x [0,7[ par une
constante indépendante de F et :

limo u®(z,t) = u(z,t) presque partout dans IRx]0, T
£ —
e>0

avec u solution faible de (1).
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14.-

15.-

16.-

17.-

Montrer que, pour toute fonction ¢ positive indéfiniment dérivable et & support
compact dans JRx| — 0o, T :

(nosf (Bl + Flu)ea)dadi + | Bluo(a)ola,0)ds.
Rx10,T[ R

On suppose maintenant que E(u) = |u — k| et F(u) = sgn({u — k)( flu) — f{k)). On
pose alors :
E.=E=x*p, avec pn(s)=np(ns)

oli p est une fonction indéfiniment dérivable, positive et a support compact dans R

(* est le produit de convolution) telle que | p(s)ds =1 et
R
Fa(s) = [ FO)ELw)

En utilisant la question précédente avec E,, et Fy,, montrer que (7) est encore vraie
pour E et F.

Toute solution faible de (1) vérifiant (7) pour tout couple (E, F') vérifiant (6) et dite
solution entropique.

En prenant pour E la fonction u — |u — k| ol k est un paramétre réel quelconque,
montrer que si u est solution entropique de (1) alors en tout point de la courbe T’
(définie & la question 10) :

siug <ua af(ug) + (1 — o) f(ug) < flaug + (1 — a)ug) pour tout a € [0,1]

sioug>ua of(ug) + (1 - a)f(ua) 2 flayg + (1 - ajug) pour tout a€ [0, 1]

On montre (ce n'est pas demandé !) que la solution faible entropique est unique.

Montrer que si f est convexe, la solution faible entropique de (1) n’admet que des
discontinuités décroissantes.




18.-

19.-

Quelle est la solution faible entropique de la question 13 ?

Soit v} une approximation de u(jAz,nAt) ou Az et At sont respectivement le
pas d’espace et le pas de temps. Pour approcher la solution de (1) (qui peut &tre
discontinue), on utilise le schéma :

(8) v;‘H = v — AMF (v}, vj4) = F(vi-1,v7))

—_ " n o
= H(v;_y,v7,v741) n>1
ou

N At 0 1 [(j+%)A=

et P = —
G—%)Az

T Az 7 Az uo(z)dz
avec F : R® — R deux fois dérivable telle que F(v,v) = f(v)

On notera dans la suite

H(v-1,v0,v1) = vo — A(F(vo, v1) — F(v-1,%))

Montrer que

1 1

| 0H
Z %’F;(U,U) = f'(v) et Z a—vj(v, v,v) =1

j=-1 j=-1

en déduire que

1
3 3G v0) = -AF )

j=—=1
On montre que, si u solution de (4) est suffisamment réguliére, on a :
9) ﬁ(u(:c, t+ Af) — H(u(z — Az, £), u(z, £), u(z + Az, 1))

Fil du
--acl (ﬁ(u, ")a) (z,) + O(AL?)

1
P = 553 30 5 5, () - 3 @Y
&

On dit que le schéma (8) est *monotone” si H est une fonction monotone croissante
pour chacun de ses arguments.
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20.-

21.-

22.-

Montrer que si (8) est monotone alors S(u, A) > 0 et B(u, A} # 0 sauf dans un cas
trivial.

(On dit alors que le schéma (8) est, d’aprés (9), "au plus du premier ordre”).

Dans le schéma de Lax-Friedrichs on a :

Floy,13) = 5(f(0) + £ (02)) + 55(00 = )

At

avec A = Az

Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs est monotone sous réserve de la réalisation
d’une condition sur A que 1'on explicitera.

Pour une suite ¥ = (v;) ez on pose :
+o0

VI@) = Y |vj41—vjl

j==oo

c’est la ”variation totale” de la suite 7. Si v™ = (v});ez on note L(v™) = (‘U;:H_l)jez
la suite obtenue par le schéma (8).

Si on écrit le schéma (8) sous la forme :

1,
it =+ Cryy(WFa = v7) — Dj_4 (v7 - vi-1)

montrer que si :

Civr 20 14320 et CRy+Dh, <1

pour tout 7 > 0 et tout 7 € Z alors le schéma (8) est & variation totale décroissante
(sur un plan pratique on n'a pas création d’oscillations).




