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A. PROBABILITES ET STATISTIQUES

Définitions et rappels

Un espace probabilisé est un triplet (£2,.4, P), oll Q est un ensemble,
A une o-algébre sur £, et P une probabilité définie sur A. La c-algébre
A sera toujours supposée P-compléte, c’est-i-dire que si A € A est tel
que P(A) = 0, alors A contient tous les sous-ensembles de A (ensembles
P-négligeables). Une variable aléatoire X définie sur cet espace est une
application .4-mesurable de 2 dans R, IR étant muni de sa tribu boréli-
enne. La loi d’une variable aléatoire X, est la mesure image de P par
X sur IR.

On notera L2((, A, P) P'espace de Hilbert des classes d’équivalence
(pour V’égalité presque siire) des variables aléatoires ,A-mesurables X :
Q — R telles que

E(X?) := ]ﬂ X%dP < oo,

muni du produit scalaire (X , ¥} = E[XY] et de la norme associée.

Une variable aléatoire X est gaussierne réduite si et seulement si sa
loi a pour densité p(z) = exp(—2?/2)/v/2r par rapport i la mesure de
Lebesgue. La variable X est gaussienne de moyenne m et de variance
o? si et seulement si (X — m)/o est gaussienne réduite. Si m = 0, X
est dite centrée. Par extension,:une variable aléatoire constante sera
également considérée comme gaussienne.

La fonction caractéristique (transformée de Fourier} d’une variable
aléatoire gaussienne réduite X est

. 2
E(€*®)=¢~7, pour tout t € IR

et cette identité caractérise la loi de X.

Soit T un ensemble arbitraire. Un processus gaussien indexé par T,
défini sur un espace probabilisé (€2, 4, P) est une famille de variables
aléatoires (Xy,t € T) définies sur (£2,.4, P) telle que, pour tout n € IV,
(Ad1,..-; A3} € R™ et (ty,...,2,) € T", T%; XX, soit une variable
aléatoire gaussienne centrée.

Soit X = (Xy,t € T) et Y = (Y;,¢ € T) deux processus gaussiens
indexés par T définis sur (2, 4, P)..On dit que Y est une modification
de X si, pour tout t € T, il existe un ensemble N; € A tel que P(N;) =0
et Xi(w) = Yi(w)siwe Q\ N,

Pour tout (s,t) € T? or note Rx(s,t) la covariance

Rx(s,t) = E(X.X,)

d'un processus gaussien X indexé par T. On dira que deux processus
gaussiens X = (Xy,t € T) et Y = (Y;,t € T) (pas nécessairement définis
sur le méme espace) sont équivalents si et seulement si leurs covariances
coincident. f

La notation In z désignera le logarithme népérien du réel positif z.
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Les parties A et B sont indépendantes et font appel ¢ certains résul-
tals de la partie préliminaire.

Questions préliminaires
P-1) Soit (£2, A, P) un espace probabilisé.
P-1-a) Calculer la fonction caractéristique t — E(e™*X) d’une vari-
able aléatoire gaussienne X de moyenne m et de variance o2.

P-1-b) On suppose que (Yy,n > 0) est une suite de variables
aléatoires gaussiennes qui converge vers une variable aléatoire X dans
L?(Q, A, P). Montrer que X est une variable aléatoire gaussienne.

P-2) Soit (Xi,t € T) un processus gaussien défini sur un espace
probabilisé (£2, 4, P). Montrer que pour tout n € N, (A,...,A,) e R
et (t1,...,ta) €T, ona

i A;Aij(t,',t_,’) >0 (1)

1,7=1

Une telle fonction R définie sur T2 est dite de type positif.

On admettra le résultat suivant : pour toute fonction R de type
positif sur T2, il existe un espace probabilisé (2, A, P) et un processus
gaussien (X;,t € T') de covariance R défini sur cet espace.

P-3) Soit X une variable aléatoire gaussienne réduite définie sur
(R, A, P). Montrer que pour tout ¢ >0, on a -

a?
P(X>a)< ‘.
av/2r

En déduire une majoration de P({X| > aq).




Partie A

Soit X = (X;,t € T) un processus gaussien indexé par un ensem-
ble T', défini sur un espace probabilisé {§2,.4, P), et soit R = Ry sa
covariance.

A-1) On appelle Hy le sous-espace fermé de L2(2, A, P) engendré
par la famille (X,,t € T). Montrer que tous les éléments de Hx sont
des variables aléatoires gaussiennes.

A-2) Si Z € Hx, on définit la fonction ®x(Z) : T = IR, par
Ox(Z)(t) = ] X, ZdP. Notant F (T, IR) 'ensemble des fonctions numé-

riques définies sur 7', montrer que
$x :Hx = F(T,R)
est injective.

A-3) On appelle ’Hx I'image de Hx par ®x. On définit sur ’H.X le
produit scalaire

(1 9x = [ 92N 9P,

ce qui munit Hx d’une structure d’espace de Hilbert isométrique & Hy.

Vérifier que pour tout s € T, la fonction R* € F(T, R) définie par

R*(t) = R(s,t) appartient & Hx et calculer (R*, Rt), .

Hyx est appelé espace auto-reproduisant associé au processus gaussien
X.

A-4) Montrer que deux processus gaussiens X = (X;,t € T) et
Y = (Y3,t € T) sont équivalents si et seulement si Hx = Hy et (., )y =
(- ’ ')Y'

A-5) On suppose dans cette question que T = {1, ..., 2} et pour un
vecteur gaussien X = (X),...,X,), on note & = (ry;,4,7 = 1,...,n)
sa matrice de covariance, avec r;; = E(X;X;). On suppose que ¥ est
inversible. Décrire, en fonction de X, 'espace Hx et le produit scalaire
associé.

A-6) On suppose & nouveau que T = {1,...,n} et qu'il existe des
réels 0 < t; <t < -+ <ty < 1tels que X = (X, ¢t € T) soit un
processus gaussien de covariance Rx(i,j) = min(¢;,t;). Décrire en
explicitant complétement les calculs ’espace Hx et le produit scalaire
associé.

A-T7) On suppose que T = [0,1] et que (X7,¢ € T) est un processus
gaussien de covariance Ry(s,t) = min{s,t). Montrer que ’espace auto-
reproduisant Hx, est constitué des fonctions du type

50 = [ a(s)as

avecg € L3({0, 1)), et que,'si f(.) = [). g(s)ds, g(.) = '[]. r(s)ds sont des

. t
éléments de Hx,ona (f, g}y = j grds.
()
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Partie B
Soit # un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire

(fig)—=(f, ).

On notera || f|| = \/{f, 77 la norme Hilbertienne sur %.

Soit Y = (Yy, f € #) un processus gaussien sur un espace ({2, 4, P)
indexé par #, de covariance Ry(f,g) = {f, g)- Soit C un sous ensemble
de H.

B-1) Montrer que f ~+ Yy, de  dans L2(Q, A, P) est linéaire.
B-2) Montrer que si A4 C C est un ensemble fini et a > 0,

J - iy
2

a

[Y5—gl e
P [SHP{”J, '__;“, (/,9) € Az,f#g} > a] < card(A)?

B-3) On suppose que (A,,n > 0) est une suite de sous ensembles
finis de C, de cardinal croissant, et (a,,n > 0) une suite de réels positifs

tels que
2

e F
Z card(An) < 0o,
n>0 Gn

Montrer qu'il existe un sous-ensemble & C 2 tel que P(N) = 0 et
pour tout w € 2\ WV, il existe un entier n{w) > 0 tel que pour tout
n> n’(w)’ pour tout (.fl g) € (Au UA,,“1)2,

Y7o (@)] < anllf - gl .

B-4) Pour & > 0 on note N(§) le plus petit nombre k, tel qu'il existe
des éléments g;,...,gx dans H tels que Vf € C, Ji ¢ {1,...,k} avec
|lf — gill < 8. On suppose que N(8) est fini pour tout & > 0.

Soit (d,,n > 0) une suite décroissante tendant vers 0. On suppose
construite une suite croissante {(a,,n > 0) telle que

2 |

—tn
2
< oo et Zé ~ity < 0O.
n>1

3 N (6,)2E

n>0 n

B-4-a) Soit A, C # un ensemble de cardinal N (8,) tel que, pour
tout f € C, il existe g € A, tel que ||f ~ g|| < 6,. On choisit, pour tout
f€C et n >0, un tel élément g € A, que I’on notera ra(f).

Montrer qu'il existe un ensemble A’ P-négligeable tel que pour tout
w € 2\ N, pour tout ¢ > 0, il existe un n(w) > 0 tel que, pour tout
f € C, Y, (n(w) converge vers une limite notée Y7(w) et

Yonin{w) - Y7 W) S e

si n > n{w).




.._.5.._

B-4-b) Montrer que Y™ est une modification de Y.

B-4-c) Montrer qu’il existe une constante K telle que, pour tout
w € 2\ N il existe un entier n(w) tel que, pour tout n > n(w), pour
tout couple (f, g) € C?,

IYJ*—*Q(W)I <K (an”f - g” + Z (Sk..lak)

k=n+1

B-5} Vérifier que s'il existe des suites (6,,7 > 0) et (an,n > 0) de
nombres positifs, avec (6,) décroissante, telles que

—%
2

3 N(8,)2E

n>0

< oo et Zén_lan < oo,
n>l

)
alors a,, tend vers l'infini et f In N{u)du < oo.
r [* N )
1

B-6) O e /1/IN du < oo et que N(u) tend
) On suppose que | yin (u)du que N{u) tend vers

I'infini si u tend vers 0. On définit par récurrence la suite (&,,n > 0),
ainsi qu’une autre suite (¢,,n > 0) en posant ¢ = 1,

@n

8n = 2inf{8, N(8) € N(en)?}.

et €n41 = min(e,/3,4,).

On pose enfin a, = 3/ln N(¢,)
B-6-a) Montrer que

ub‘..,

I N (5,)7 5

a>0 Gn

et Z Y

nzl

convergent.

B-6-b) Montrer qu’il existe une constante K’, un ensemble A’ P-
négligeable, tels que, pour tout w € 2\ W, il existe un entier n(w) > 0
tel que, si (f,9) € C? et ||f - g|| < €y, alors

-l
IY7_y (@) < K’/O | " in N(w)du.

(On pourra discuter selon la valeur du n > n{w) tel que €,41 < ||f—gll <
€n)-

B-6-c) En déduire que pour tout w € @\ N, il existe une constante
M (w) telle que, pour tout couple {f, g) € C?

15 —gll
Y7o, )] € M(w) /0 N e N
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Partie C

Soit T = [0,1] et X = (Xyt € T) un processus gaussien défini
sur un espace probabilisé (€2, 4, P), de covariance Ry (s,t) = min(s, t).
Soit Hx le sous espace qu’il engendre dans L2((2, A, P), et #x Pespace
auto-reproduisant associé, muni de la norme

7% = (f, Hx
{cf. question A-3).
C-1) Soit C = {R* s € T} C Hx avec R* : t = R(s,t). Montrer que

L: TsC
s R®

est une bijection. Pour (5,t) € T?, on note d(s,t) = [|R* — R!||x la
distance induite sur T par cette bijection. Pour tout § > 0, on note
N1(d) le plus petit nombre k, tel qu’il existe des éléments S1y..., 8 de
Ttelsque ¥Vt €T, 3i € {1,...,k} avec d(s;, 1) < 6.

Calculer N7(8) et appliquer les résultats de la partie B pour montrer
qu’il existe une modification X* de X telle que, pour presque tout w € Q,
la fonction t = X7(w) soit continue sur T muni de la distance d et que
Pon a, pour une certaine constante M (w) et tout (s,t) € T?

(’rt)
1XG@) - X @) < M) [ i Vo).

C-2) En déduire que I'ensemble

1X5 (W) = X5 (W) \
{\/—lt—slln[t-—s]’(s’t) €01 ’3#3}

est borné pour presque tout w € Q.




