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Avertissement

Les parties de ce probléme sont trés largement indépendantes les unes des autres.
Les candidats pourront donc admettre les résultats des questions qu'ils n’ont pas
traitées afin de pouvolr résoudre les questions suivantes.

Il sera tenu compte de la clarté des rajsonnements et de celle de la rédaction.

Notations

Si X C R, on notera Int(X) l'intérieur de X, c’est & dire le plus grand ouvert
de R qui est inclus dans X (R est muni de la topologie usuelle définie par la norme

On notera C*(R) I’ensemble des fonctions & valeurs dans R qui sont deux fois
continiment dérivables sur R. L*(R) désigne l’ensemble des fonctions & valeurs
dans R qui sont bornées sur R. Si u € L*°(R) la norme de u dans L=(R) est définie
par

Hlullze = sup |u(z)|.
z€ER

Enfin, L7 (RY x R) désigne I'ensemble des fonctions définies sur R x R, & valeurs
dans R, qui sont bornées sur tout compact de R} x R.

Soit f € C*(R) une fonction telle que f*(u) > 0, Yu € R. Pour tout s € R, on
notera par la suite

9(s) = sup(us — 7).
ugR

Le but de ce probléme est de résoudre, dans le demi plan R% x R, équation aux

dérivées partielles
9(fou) _

Ou
E(tar) +
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avec une donnée initiale u(0,z) = uo(z) € L*=(R) et d’étudier quelques propriétés
des solutions de cette équation.

Partie I

Par définition I={se€R / |g(s)]< +oo} et J={f(v) / ueR}
I. 1. Etablir I'inégalité
fu) = f(v) 2 f'(v)(u = v).
En déduire que Vv € R, f/(v) € 1.
L. 2. Montrer que 7 est un intervalle non vide.
L 3.-Soit s € Int(J), montrer que le maximum de la fonction u — us — f(u) est
atteint en un point unique, que 1'on notera par la suite b(s). Montrer que

s= f'(b(s)) etque b(s)=(f)"(s).

I. 4. Montrer que J est un ouvert de R; puis, en utilisant les questions précédentes,

conclure que I'on a
Int(l)=JC .

Donner un exemple de fonction f pour laquelle J = [ ainsi qu’un exemple de fonction
f pour laquelle 'inclusion J C I est stricte.

I. 5. Montrer que ¢’(s) = b(s). En déduire que d'une part g est de classe C? sur J
et que d’autre part Vs € J, g7(s) > 0.

On note S~ =inf I et $* = sup I. Montrer que sl_i::xs}fqv'(.s) = *+oo0.

Partie II

Dans toute cette partie, on suppose que la fonction f est choisie de telle sorte
que 5” = —oo et que St = +oo et par conséquent [ = R. Soit up € L®(R), une
fonction bornée sur R. Pour tout y € R, on note

b(y) = /Ov uo(2)d=.
Enfin, V¢t > 0 et Vz,y € R, on note
Uyt 2) = (y) + tg( =),
IL. 1. En utilisant la question I. 5, montrer que V(t,z) € R x R

lim ¥(y;t,z) =400 et lim ¥(y;t, )= +oo.
y—=+—0oo y=+dco
En déduire que ¥(¢, z) € R} xR 'application y € R — ¥(y; ¢, z) admet un minimum
sur R qui est atteint.
II. 2. Soit ¢ > 0 fixé. On suppose que pour x, (respectivement, pour z2) le minimum
dey — U(y;1,z;) (respectivement, de y — ¥(y; ¢, x,)) est atteint en un pointy; ER
(respectivement, y; € R).




Montrer que

Ty —Y 11— T2~ Y2 I =Y
o(Z57) - o(F) 2 o(F ) = o).

En utilisant la convexité de g, en déduire que y; < y,.
I1. 3. Définissons £(,z) = {y € R/¥(y;t,7) = iggll'(z;t,a:)}, on notera par la suite
z

y~(t,z)=inf E(t,2) et y*(t.2) =sup(t,z).

On suppose que ¢ > 0 est fixé. Montrer, en utilisant la question précédente, que
y~(t,zo) = yT (¢, zo) en tout point zo ol ces fonctions de  sont continues.

II. 4. On suppose que t > 0 est fixé. En utilisant le fait que z — y*(¢, ) sont
des fonctions croissantes, montrer que ’ensemble des points de discontinuité de ces
fonctions est au plus dénombrable. Conclure.

Partie III
Par définition yo(?,z) = y~(t, z}. Pour tout (¢,z) € R% x R, on définit

=yt z)
u(t,z) = b(—t—m

).

On suppose dans tout ce qui suit que f(u) = u?/2.

Dans cette partie, on s’intéresse & quelques propriétés de u(, z) notamment au
comportement de u(t,z) lorsque ¢ tend vers +oo.
HI. 1. Déterminer explicitement g(s) et b(s). Montrer que dans ce cas on a bien
5~ = —oco et §T = +c0.
II1.2. Déterminer explicitement u(t, z), dans le cas ol

-1 si =<0,
W@ =\ ] & z>0.

III. 3. Déterminer explicitement u(Z, z), dans le cas ot
1 si z<0,
ug(z) = ‘
-1 si z2>0.

ITI. 4. En utilisant le tait que pour tout y € R, ¥(y;¢,z) > U{yo(t, z);t, z), montrer
que pour tout t > 0

|Ju{t, M|z < |Juof|Lee-

ITI. 5. On suppose que la donnée initiale ug € L*®(R) vérifie

uniformément en z € R. Donner un exemple de telles données initiales.
Montrer que sous cette hypothese

lim Y2th2) — 2

f=—kcO

=0,
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uniformément en z € R. En déduire que 1tli.r'_n u(t,z) = 0, uniformément en z € R.
-0

ITI. 6. On suppose dans cette question que ug est & support compact. Montrer qu'il
existe une constante F > 0, qui ne dépend que de up, telle que

E
¥Vi>0, Vze R, ]u(t,:c)| < t17

IIL. 7. Dans cette question on suppose que uo € L=(R) est périodique de période
1. De plus, on suppose que
1
f up(z)dz =0
0

¥
et que le minimum de ®(y) = ] uo(z)dz sur [0,1] est atteint en un unique point
0
Y« € [0,1[. Montrer que
V>0, VzeR, lu(t )< -21?
Partie I'V

Dans cette partie, on suppose toujours que f(u) = u2/2. De plus, on suppose
que up € L(R) est deux fois continfiment dérivable et qu’il existe une constante
C > 0 telle que

VreR, [zup(2)]<C.

L'objectif de cette partie est de montrer que u(t,z), qui a été définie dans la
partie précédente, est solution (en un sens & préeiser) de I’équation (1).
IV. 1. Soient X > 0 et T > 1 fixés. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0, qui
ne dépend que de X, de T et de ||ug||z=, telle que

y
Vte1T,T), Vze[-X,X] e WyeR / uo(2)dz + %(z s :11? .
0 2
IV. 2. Soit N € N*. On note
+co
Vn(t, z) '—‘/ exp(—NU(y;t,z))dy.

Montrer que Vi est bien définie et est continue sur Ry xR.
IV. 3. Montrer que, pour tout entier N > 1, I’application

8,1
un(t,z) = —-a(wlog Ww)(t, z),

est bien définie sur R% x R et que la suite (ux)n>1 est bornée dans L3 (R3 x R).
IV. 4. Montrer que, pour tout entier N > 1, I’application

a1
fult,z) = T ﬁlog Vn)(t,z),

est bien définie sur RY x R et que la suite (fy)n>1 est bornée dans L (RT x R).
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IV. 5. Montrer que, V(¢,z) € Ry xR
BuN 3fN
—_— —_— =0.

IV. 6. Montrer que, pour presque tout (¢,z) € R% xR, les deux conditions suivantes
sont vérifiées
y(t.) =y*(t )
et 2y
a_yg(yﬂ(t’ .’E); t $) > 0.

IV. 7. En utilisant la question précédente, montrer que, pour presque tout (f,2) €
R% x R, la propriété suivante est satisfaite :
Vk € N et Ve > 0, il existe N € N tel que YN > Ny

ax(l—e) < N*# /w ly=yo(t,=)|* exp(— N(¥(y; t, z)— T (yo(t, 2); 2, 2)))dy < ar(l+e).

—c0
Qi par définition

+o0 2
ay = [_ Iz[k exp(—%gT‘f(yo(t, :c);t,z)z2)dz.

o0

IV. 8. On note Un(t,z) = —-lelog Wn(t, z).

Montrer que, pour presque tout (¢,z) € R} x R, les propriétés suivantes sont satis-
faites :

Nl—i;.TooUN(t’ z) = W(yo(t,2); ¢, z),

NETmuN(t, r) = u(t, )

et enfin

lim fy(t,z) = f(u(t,z)) = (u(t,z))?/2.

Notes
Conclure.
IV. 9. On note §(t) = sup(yo(t, z) — z).
z€R

Montrer que %1_{% 6(f) = 0 et que I'on a I'estimation
®(z) — [[uolle=d(t) < T(yo(,2);1,2) < &(z).

En déduire que lim,0 ¥(yo(t, 2);,2) = ®(z)} uniformément. Conclure.




