476 010 L 1531-C

INFORMATIQUE

DuréeE : 5 heures

Les deux problémes sont obligatoires

PROBLEME 1

Le but du probléme est de trouver un algorithme décidani si un point du plan est d Uintérieur d’un polygone
simple.

Définitions

Nous nous plagons dans un plan affine euclidien orienté. Ce plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit P={(p,, ..., p, une suite de n(n > 3) points distincts (appelés sommers) telle que trois quelconques
de ces points ne sont pas alignés. Le contour polygonal fermé C dune suite P est la réunion des segments de
droite fermés joignant deux sommets successifs de S : C = [p,, p,] v ... VY [p,, p}. Le contour polygonal.
fermé C est simple si deux segments non consécutifs ont une intersection vide : [p;, p,] 0 [Py, P} = @ pour
Il i j€neti#j—1,jj+1, (les indices et j étant pris modulo n). Dans ce cas, le contour C (C est Ia
frontiére) sépare le plan en deux régions. La région bornée par C est appelée I'intérieur de P, la région non
bornée est appelée I'exzérieur de P. On appelle polygone simple, noté encore P = (p,, ..., p,), 1a réunion de la
frontigre C et de l'intérieur de P, Le plan étant orienté, on suppose que pour un observateur qui parcourt le
contour de P dans le sens croissant des indices, Fintérieur de P est a sa gauche.

Le temps d'exécution t(A) d'un algorithme A est mesuré par son nombre d’opérations arithmétiques
¢iémentaires telles que soustractions, additions ou multiplications (on fait abstraction de toutes les autres
opérations comme les comparaisons ou les structures de contréle). On dit que A s'exécute en temps f (1), noté
O (f(n)), si son nombre d'opérations élémentaires est majoré par kf(n) ol k est une constante, fune fonction et
n la taille des données (ici n est le nombre de sommets d'un polygone).

L. Soit P un polygone simple a # sommets.
1.1. Montrer qu'on peut déterminer si un point m est l'intérieur de P.

Indication : compter le nombre de points d’intersection d'une demi-droite d'origine m avec le contour
de P en détaillant le décompte des intersections.

1.2. Ecrire un algorithme, déterminant si m est a Uintérieur de P, qui s’exécute en un temps proportionnel
au nombre # de cotés de P {on dira : en temps O {n)).
2. Un polygone simple P ={p,...,p, est convexe si tous ses angles (p,p; |, Pisi Pivs)» poUr
i=1,.., n{i+1 eti+?2 sont modulo #) sont de mesure strictement inférieure a pi.

2.1. Soient A, B et C trois points du plan. Donner un algorithme s’exécutant en temps constant qui décide si
A est a gauche de la droite (BC) orientée de B vers C.

2.2. Donner un algorithme qui, prenant en entrée un point m et un polygone simple convexe P 4 1 sommets,
décide si m est a l'intérieur de P en temps G {n}.

2.3. Optimiser Falgorithme de la question 2.2, pour ebtenir un temps d’exécution en O (log »).
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PROBLEME 2

Le but du probléme est d’étudier un algorithme de discrétisation d'une droite pour la représenter sur un
écrun graphigue.

Définitions

Un alphabet est un ensemble fini de symboles, appelés lettres, tous distincts. On appelle moy, sur un
alphabet A, une suite tinie d'éléments de A. La concaténation de deux mots sur un alphabet A est I'opération
binaire qui consiste a mettre bout & bout ces deux mots :sif= fi f>... f,, et g = g, g, ... g, {avec f; € A pour
l<i<met gg €A pour 1 <j< np), alors la concaténation de f et g, notée fg, est le mot
B=hHt fugi 8 8a-

La suite vide, appelée mor vide, est I'élément neutre pour la concaténation et est notée €.

L'ensemble des mots sur A est noté A*. Un Jlangage sur A est une partie de A* La longueur d’'un mot
[ € A* est le nombre de lettres le composant et est notée | f| . La longueur du mot vide est donc 0. Le nombre
de fois ol une lettre @ €& A apparait dans unmot [ € A* estnoté | f],.

Un mot [ € A* qui n'est pas le mot vide est un facteur d'un mot a € A* il existe deux mots
fi.fr € A*telsquew = f, [ f,.Sif, = e (vesp.f, = €), alors f estun facteur gauche (resp. facteur droir) de w,

Un morphisme h de A* dans B* est une application £ telle que A (uv) = f{u) h(v) pour tous les
mots u et v et (e} = e. Le morphisme / cst, en fait, completement défini par sa restriction de A vers B* car
pour tout mot w = w, wy... w,de A% ona: A{w wy..w,) = h(w)h(w).. kh(w) avec w, € A pour
i=1,..n

Considérons, pour tout enticr # > 2, 'ensemble A (n) constitué par les droites d'équation y = & (x) o
P

r . ‘e
& (x)= ; x + ; les entiers p, g et r vérifiant :

HI) 0<p<gqgsn
(H2) 0 sr<gsm
(H3) (p, q) = 1 (pet g sont premiers entre ¢ux),

Soit A = U A{(x). On identifiera une droite d’équation y = & (x) avec Ia fonction & : on notera done
= A( n)_ nz2

On considére lapplication W : A — {0,1}* associant a une droite & € A{n) le mot
WS =f, fr...[(fi €10, 1} pour I € k € nj défini de [a maniere suivante :

Pour tout &, si & coupe une droite horizontale d’éguation y = c ol ¢ est un entier (¢ € N) sur la bande
verticale ayant pour projection intervalle Jk — 1, ], alors f; = 1, simon f; = 0.

Exemple. La figurc 1 donne un exemple de « codage » pour n = 1{ de la droite de A{10) déquation

2 5
= = — -+ —.
y = &{x) JX+ 3

L Figure |

1 0 0 0 1 o0 o 1 0 0
W {(8) = 1000100100




Les algorithmes seront écrits dans le fangage Pascal, ou dans un langage algorithmique proch'e de Pascal

ou encore dans le langage Fortran. Dans ce dernier cas, les pointeurs seront des Indices dans des tableaux.

1.

1
. Pour n = 3, donner ¥ (8} et ¥ (i) pour les droites d’équations y = & (x) = o ¥ ety=hix}=

Montrer que les lettres du mot W (&) = f, f,...f, peuvent se définir a l'aide de la fonction & et de la
fonction partie entiére (la partie entiére de x est notée [ x]).

el
L

] o

Soit D I'imagede A par W : D= W (A).

Censidérons le morphisme @ de {0, 1* dans {0, 1}* qui échange les lettres, c’est-a-dire tel que ¢ (0) = |
etd®@ (1) =10,

Montrer que si f € D alors® (f) € D.
=P, ,q9-r-1

Idée : considérer les droites y = 8 (x) = % x + ; ety = A{x) = p

. Soit f € {0, 1}*. On note fact (i, /') le nombre de facteurs de £, de longueur i, deux 4 deux différents. On

peut montrer que f appartient 4 D si et seulement si, pour 1 € { € | fi, fact (i, f) est inférieur ou égal 3
{ + 1. En utilisant cette propric¢ié, donner I'algorithme de la fonction test1(tah,n) qui renvoie 1 sile mot [
de longueur n contenu dans le tableau tab appartient a D et 0 sinon.

Soit f € {0, 1{* Nous dirons que f vérifie la condition (C) si et seulement si :
pour toulc factorisation f = f, uf, v avec |u| =|v|,ona
-1 < |ul,~|v], €1.

On considére le langage L constitué de tous les mots autres que 0™ et 17 (m 2 () et satisfaisant la
condition ( ().

(©)

. En utilisant la définition de L, donner I'algorithme de la fonction test2(tab,n) qui renvoie 1 sile mot  de

longueur n contenu dans le tableau tab appartient a L et 0 sinon.

. Soit f un mot de Dtcl que f = ugv avec | g| = n et | g|, = m. Montrer que toute droite y = § (x)
appartenant a A ( { f]), telle que W (3) = f, a une pente o vérifiant les inégalités suivantes :
— 1 + 1
_rn_.__. B < o < ,m,,,,,,
n n

. Montrer que Destinclus dans L.

. Soit f € L et commengant par la lettre 0. Montrer qu’il existe un entier m 2 0 tel que le mot f s’écrive

J=0u,0u,0..0u, 0u,,, avec:
(E1l) pourtouti,1 € i< n u,= 1"00u, = 1"" et

(E2) wu,,,=lavecO0<s<m+1,

Considérons alors le mot réduit de f, noté r{ f}, obtenu en effectuant les substitutions suivantes 3 partir de
la factorisation de la question 8 ( f € L ct commence par un z€ro) :

(R1) achaque facteur Qu, (1 < i < n)estsubstituélalettre Osilu,| = met 1silu,| = m+ 1,

(R2) aufacteur Ou,,, estsubstitué 1silu,, | = m + 1etlemotvidesi|u,,.,| < m+ 1.
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. Soit f un mot débutant par 0 et autre que (01”)" 01°(0 € s € m). Montrer que f appartient & [, si et

seulement si le mot réduitde f appartienta L.

Montrer que L est inclus dans D.

Idée ;
P

s . r p+ gm r
considérerlesdroites y = d(x) = —x+ — et y= A(x) = x + .
y= o) q g 7 (%) ptg(m+1) p+qim+1)

En utilisant la caractérisation de la question 9, donner l'algorithme de la fonction test3(tab,n) qui renvoie 1
sile mot f delongueur n contenu dans le tableau tab appartient &4 D et 0 sinon.

1
Soit g = 01 Iimage par ¥ de la droite §,(x) = 5 (6y € A (2)). Considérons le morphisme 0 qui

substitue 4 0 le mot 01 et & I le mot 011. Quelles droites codent le mot 8 (g} = 01011 et le mot 82 (g)?
Montrer que 87 (g) est un mot de longueur F,,,, obtenu & partir de la droite d'équation y = §,(x} ol

F + . . f . .
8, (x) = —2"*L x lasuite F, étant la suite de Fibonacci , = 1, F, = 1 etF,,, = F,
Zn+2

+1 + Fn'

Soient f un mot de D et 8, (m > 0) le morphisme défini par 6,(0) = 01" et 6,,(1) = Q17+,
Montrer que les pentes des droites codées par les mots f, = 87, ( f) convergent vers

~m+ [m(m T A
2

o =

m

lorsque n — oo,




