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MATHEMATIQUES

DurEs : 5 heures

Le probléme comporie deux parties

PROBLEME IDPANALYSE

On se donne une fonction f & C(]—1,1[) et une fonction g€ C” (R,R) N L* (R), et on se propose
dans le probléme qui suit de démontrer par diverses méthodes l'existence de solutions i I'équation différentielle

= w'(x) = g(u(x)) + flx),  pourx €]-1,1]

ut-1 =ty =o0.

Les parties I, I A, II B et IT C sont indépendantes. Scule la partic I D utilise des résultats de I B et 1 C.

I. METHODE DE MONOTONIE

L. Soitu € C*(]— 1,1[) NC? (|- 1, 1]), et soit k une constante réelle. On suppose que
- u"+ kKuz0 sur I-1,1]
1
‘u(—l)?O et uil) 2 0, ()

Montrer que # > 0 sur |- 1, 1[, Ce résultat est le principe du maximum. Que peut-on dire si u satisfait

{ -u+ ku<o sur -1, 1]
2
u(-1)<0 et u(1) <0 2
au lieu de (1)?
2. Soith € C°([— 1, 1]). On considére I'équation :
W+ Ky =k
u(—-1)=u(l)=0, 3
Montrer que la solution de (3), si elle existe, est unique.
3. Prouver lexistence, dans C?(]—1,1[) N C%{[— 1, 1]), d’'une solution 3 (3) (On pourra considérer
1 x
v = IJ shk (s ~ x) y(s) ds oish(z) désigne le sinus hyperbolique de z)
1]
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4. On dit que u (respectivementa) € C2(]- 1, 1[) N C°{[— 1, 1]) est une sous-solution (respectivement une
sur-solution) de {¢) si et seulement si i vérifie

- < glu)+ flx)  sur]-11]
lg~‘€0 sur{—1,1} (4)
(respectivernent
-2 gl@) + flx) sur |- 1, 1]
u<o0 sur{—1, 1} ) (3)

Dans le cas ol f = 0, g{y) = sin y, construire une sous-solution u non nulle et une sur-solution % non nulle

de (&), avecu < u.

5. On suppose qu'il existe une sous-solution # et une sur-solution u 4 (#). On fait Thypothése que

ulx) € u(x) sur |—1, 1. {6)

On va construire une solution de {#). On choisit kK € R tel que g(y) = g(y) + k%y soit une fonction
croissante de y sur lintervalle [min (x), max (u)]. On considere la suite de fonctions {u, dans
C¥{]-1, 1[) N C"{[—1, 1)) définic de 1a fagon suivante :

[ ] u(] = E,
« pourtout j & N, u;,, estune solution de

I 2 =
Ujep T Kug,

gluy) + flx)
”j+1(_ 1)=uj+1(1)= .

0
a. Vérifier que la suite {u,,) existe et est unique.

b. Démontrer par récufrence que

VieEN, u<u s u,H»'éﬂ

(8)

et — u + K'u; < glu) + f.
¢. Montrer qu'il existe une fonction u sur |- 1, 1[ telle que sur tout compact K Cc}—1, 1, u, converge vers

u dans la topologie C? (K).
Montrer que u est une solution de (£).

(Indication : montrer d’abord la convergence simple, puis que u;, uj et u; sont bornés, puis la
convergence uniforme, puis la convergence C2(K).)




II. METHODE VARIATIONNELLE

y .
Onnote G (y) = [ g (1) ds. On définit I'espace #2 {]— 1, 1[) comme l'espace des fonctions ¢ mesurables
0

de ]—1, 1] vers R qui satisfont &

1
[ @{x)?de < + oo,
-1
On introduit sur .#2 (]— 1, 1[) la relation d’équivalence :
QR <@ =Ypp.

£2(]-1,1)

L’espace quotient " 7 estnoté L (]—1, 1j) .

On munit L2 (]— 1, 1[) du produit scalaire :

1
<@,p>2 =j @ (x) P (x)ds,
-1

etdelanorme gl2 = /< @, > 2.

On rappelle que CZ(]—1, 1[) désigne I'ensemble des fonctions de classe C* a support compact
dans |- 1, 1.

Sig € L2{]-1, 1{), on dit que @ admet une dérivée au sens faible dans L* {]— 1, 1[} si
IpyeL(]-L1), YaeC-1,1),
1
[ et + atyiods = 0.
-1
On rappelle qwalors 4 est unique et on note = ¢, la dérivée au sens faible de ¢. Onnote:

H' (]-1,1[) = {¢ € L2{]—- 1, 1) /@ aune dérivée faible ¢’ dans L* (]— 1, 1[}} .

H! (]— 1, 1]) est muni du produit scalaire :
<g,Pprg= <@+ <g,y >

etdelanorme @yt = /< @, ¢ > 1.

On rappelie gue (L2 (]- 1, 1[), < -, - >2) et (H (-1, 1[), € -+, + > 1) sont des espaces de Hilbert.
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Dans cette partie, on montre deux résultats préliminaires qui seront utilisés dans les parties ultérieures.
On considére les fonctions :

A |
e(](x) = _"/?1
e (x) = WCOS kTlx, k € N*,
1 . «
€e (X) = Wsm kMlx, k € N*,

On rappelle que I'espace vectoriel des combinaisons linéaires finies des vecteurs ¢; est dense dans
H' {]-1, 1]). '

1. Vérifier que (e;) est une base orthonormée de H! .

Soit u & H' (]-1, 1[). On note a, = < u, ¢ >. Onrappelle que

2 2
o; = Jluff.

=

"

£

NS

o
18

2. Montrer le résultat suivant :
CH{{—1, 1]) est dense dans H! (]—1, 1]). Cest-a-dire V ¢ € H'(J-1, 1]}, il existe une suite (¢p,) dans
C'{[=1,1]) telleque tm fo—q,ly =0.

n— +w

3. Soit {g,) une suite dans H' (}— 1, 1[). On suppose que ([ @, [,!) est une suite bornée de R, Démontrer que
I'on peut extraire une sous-suite #’ de # telle queVJ EN, < ¢, @, > tend vers une limite a; € R. Soit (¢g,)
une suite dans H' (|- 1, 1[), et soit ¢ € H' (]— 1, 1f). On dit que @, converge faiblement vers ¢ dans H', et
ocnnote ¢, — ¢ H?, si

YVa € H'{]-1,1), lim <q,,a>g=<g,a>y.

nor + 0

Démontrer que de toute suite (¢,) bornée de H, (]- 1, 1[) (Cest-a-dire tetle que ], est borné), on peut
extraire une sous-suite @, telle que

¢y — @H'.




B. Minimisation

1. Pourtout x, € |—1, 1] on note %x, lafonctionde | -1, 1] vers R telle que

Yx €]-1, x4, Xy (x) = [th(1 + xo) + th(l — xﬂ)]—l:l%—%
vx €] x,, 1], Xeg (x) = [th(1 + xg) + th(1 — x,)]! %((11_—_;:))
_ch(l-x) _chl + )
x-1(x) = sh?2 ’ w (x) = sh2 ’

ou th désigne la tangente hyperbolique et ch désigne le cosinus hyperbolique.

Démontrer que Axy € H! (1-1, 1[), et calcuter ||Xx0||H1 .

2. Soitg € C!([- 1, 1]), montrer que

VxE[-L 1], |@x)] € Cx) | @ly, (9)
ou

_ 1 -L
2

Clx)=[th{l +x) +th(l1-x] ?<(th2) 2 =c,.

3. Soitgp € H'(]—1, 1[). D'apres A.2., il existe une suite ¢, € C'([-1,1]), telleque lim | ¢, — ¢ |4 = 0.

fi— t e
Démontrer que ¢, converge uniformément vers une fonction continue sur [—1, 1]. En déduire que ¢ est
continue sur [ — 1, 1] (c’est-a-dire que I'on peut choisir un représentant continu sur [—1, 1] pour g).

4. Démontrer que Vu € H' (-1, 1), ¥x,y€ |-1, 1|,
lulx) —ulypl < N2/ Tx=yT . (10)

Onnote Hy(I-1, 1)) = {¢ € H'(]- L, I} /@ {~ 1) = g {1) = 0},

Démontrer que Vu = HY (]—1, 1]),
luliz<Clu'|,.z2,

oli C est une constante que I'on précisera.

5. Soit{g,) une suite de H} (|- 1, 1[}. On suppose que @, — @ H! (voir A.3).
Montrerque Yx €[-1, 1], lim ¢, (x) = ¢ (x); en déduire en particulier que @ € H)(]-1, 1)),
-t o

cest-a-direque g {— 1) = ¢ (1) = 0.
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6. Soit (¢,) une suite comme au 5. On suppose de plus quilexiste M € R tetque || @, | 2 € M.

n

Montrer que @, converge uniformément vers P.
7. On considére pour tout u € H' (]— 1, 1[),

Emw=[j9%@3-6wu»—ﬂnuu)m.

Montrer que E est minoré sur Hj{]— 1, 1[). Soit { u,) une suite minimisante de E dans Hy(]-1,1[),
c'est-a-dire

im E(x)= inf E{g). (12)

n—+w peH (-1,1)

[u,,EHa(J—l,l[)

a. Montrer que | u, |41 est bornée dans R. En déduire, grace au résultat énoncé au A.3,, que l'on peut
extraire une sous-suite (n') de # telle que

— l
U, uH',

Pour alléger les notations, on posera dans la suite #' = .

b. Démontrer que lim E (u,) = E (u).

n— +m

¢. En déduire que u est solution au sens faible de (&), c’est-a-dire Vo € HI(-1,1])

| 0+ luto) + fielaxyax = o (13)

(oulon poseJl u'{x)alx) = Jl = u'(x) o' (x) dx).
-1 -1

C. Unlemme géométrique

Soit p € N, On considére 'espace R” muni du produit scalaire < x, y> = i x'y. On se donne une
fonction I dans C? (R?, R). On fait les hypothéses suivantes surl: .

L I{M=0;

ii. Iye R0}, I{y)<0;

i 3r€]0,jyl[, 3o > 0, Yx = Re, si|x]| = ralors1(x) > a;

iv. 8i ¢ € R, etsi(x,) est une suite de R” telle que lim I(x,)=cet lim T(x,) =0, alors il existe

n— +x n— +@
une sous-suite (n') de {n), et un point x de R, tels que lim x, = x &€ R, (Ici I' (x) est le
n— + @
. . L ol
gradient de [ au point x, c’est-a-dire le vecteur de R” dont les composantessont — ., i € {1, ..., p})

dx

L'objet de cette section est de prouver que sous les hypotheses i, i, iii. et iv. il existe a € R?
telquel’ (a) = 0,




3)

le

le

o

2)

_7_

. OnnoteV = {y € C([0, 1],R?) /v (0) = 0,y (1) = y}. Déduire de1i, ii. et iii. l'inégalité

c= inf sup T{y(s)) 2 a.
yEV 50,1

Faire un dessin illustrant cette propriété danslecasp = 2,

. Soit1 € C?(R®) une fonctiontelleque IR > 0,31 > 0, ¥xER, x| 2R =>|I'(x)]| 2 k.

Expliquer pourquoi dans ce cas-1a I satisfait iv. Trouver un exemple de fonction I € C* (R, R) tetle qu'il

existe ¢ € R pour lequel iv. n’est pas vrai.

. On considere [ vérifiant i, ii., iii. et iv. On suppose que { x /I (x) = 0,I(x) = c} = & .

Démontrer,3e > 0 avec e < a, 306 > 0, Yx € R,

I(x)E[C_E"'JFE]:bTi%H—Z?a'

. Soit £ comme au 3. et soit  une fonction de C' (R, [0, 1]) telle que

YxER\V[c—g,c+ g], xix) =0,

£ £
€le—-—,c+ — =
VX € |¢ Shet ,x)=1.
On considére le champ de vecteur X sur R? défini par
T (x)
X(x)= = x[I& — 7 -
(0= = T

On considéren: [0, 1] x R” = R, (4 x) = n (£, x)

3
solution de ET?(” x) =X {n (s, x)
n(0,x) = x.

Expliquer pourquoi % existe et est C'. Démontrer que pour tout x fixé, ¢ — T(n (¢, x)} est une fonction

décroissante, et que Pon a
e si|I(x) - c|Ze,ves[0,1], n{sx) = x.

Démontrer quil existe ¢ > 0 tel que

esil{x)<c+e, alors I{n(l,x)) <c—e.

. Démontrer qu'il existe y € V tel que

max I{y{s) €c+e.
se[0.1]

Que peut-on dire sur s = 1 (1, v (5))? Conclure.
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D. Application

Dans cette partie, g nest plus une fonction bornée, mais on suppose que f= 0 et g(y) = |y|7 'y
oll p € ]I, + o[. On cherche u, solution fajble de

{—u”+|ulP‘1u=O sur ]—1, 1]

w(- 1) =u(l)=0. (15)

Pour cela, on considére la fonctionnelle -

U fule
= + d
IM)jﬂ(z o a

sur HY (]—1, 1[).

L. Démontrer que I est dans C' (H' (]~ 1, 1[), R). Calculer I’ (u). Existe-t-il u € H} (]— 1, 1[) qui minimise T?
On admettra dans la suite que I est dans C? (H! (|- 1, 1), R).

2. On admet la généralisation suivante du résultat démontré dans la partie C. Si I est une fonctionnelle dans
C*(H}{]-1,1]),R) etsi:

i 1{0)=0;
o 3@y € Hy(I-1,1[), I(gp,) < 0;
W 3r €10, leol[, 3¢ >0, ¥Vo € HY(I-1,1), sil@ly = r alorsI{g) > a;

iv. Sic € R et si (@,) est une suite de H) (] 1, 1[) telle que limI(p,) = cet T (¢,) — 0 dans

n— +w

H~' (]—1, 1[), alors il existe une sous-suite (n')de(n)telleque g, — ¢ H! (] 1, 1[).
(On rappelle que H™! (-1, 1[) estle dualde HA {]— 1, 1[) et que cet espace est muni de la norme
I -1 = sup iy, @)/ € H (1= 1, 1), | (@) Jro € 11},
ol (-, )désigne le produit de dualité entre H ! et H.)
Alorsil existe u € H{ (] 1, 1[) telqueI' (z) = 0.

Démontrer que I vérifie i, ii. et iii.

3. On considere une suite {(¢p,) dans Hi(]-1,1[). On suppose que 3C > 0,/ T{g,) | > C et que
I'(gp,) — 0H .

1 1
a. Montrerque | @, [I,;1 € 2\/C + kJ l@, |t dx .
ptl i,

1
b. Montrer que (7 - Pl

! 1
I teeiacccs Dirte o,
-1
1
¢. Montrer que J [@,17*1dx et || g, |4 sontbornés.

d. Démontrer qu'il existe ¥ & H) (]~ 1, 1[) et une sous-suite (#') de (n) telle que @, — u H'. Montrer
que u estun potnt critique de I, et que i # 0.




