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MATHEMATIQUES

Durege : 5 heures

Le probléme comporte trois parties ; la partie IT s'appuie sur un résultat qui sera démontré dans la partie Il

PARTIE 1

Notations.

o
22 est l'espace de Hilbert des suites a = (a,),», de complexes telles que > |a,|” < 0 il est muni de sa
1}

i 2\ 4
> 1)
{1

Z* est I'ensemble des cnticrs  1;si A est une partie finie de 2+ | | A| désigne le cardinal de A.

norme hilbertienne usuelle : |a) =

Sia b € ¢, a=b= c (convolée des suites a et b) est par définition la suite ¢ = (c,),0 o0 :

c,= > ab,.

i+j=n
ijz0

PourE C Z*'onpose:hy(E) = [EN[N,2N]| (N€Z*] et A(E)= sup [Ay(E)] € + =.

NezT
E est dit lacunaire si & (E} < <o (propriété arithmétique de E).

E est dit réguliersia, b € £° = (axb) 1. € £ (propriété analytique de E).

(Sia=b = ¢, d = cl est par définition la suite (d,) avec d, = ¢, si n € E. 0 sinon.)

1. Donner un exemple de a, b € £° tellesque ax b & /2.

(Indication : on pourraprendre @, = b, = (r + 1)7“ pourc > 0 convenable.)

2. Onsuppose E régulier et on fixe b € £2.
a. Montrer que L,, définie par L, (a) = (a+b) 1, est une application linéairc continue de £° dans £°.

(Indication : soit {a’) une suite de #°; montrer que les deux hypothéses ¢ —a et L, (¢} — «
(ol 4, a' sontdes éléments donnés de £?) entrainant la conclusion ' = L, {a). )

b. Montrerque L, {a) = L (b)Y a, b € £? etendéduireque sup L, (a)] < ® VYae& £,
I6k < 1

¢. En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, montrer qu'it existe une constante M < = telle que:

Va b £ Ha=b) 1]l < Mllal fbll.
La meilleure constante M possible sera notée M (E).
3. Soit E un cnscmble régulier ; montrer que E est lacunaire et que plus précisément :
ME) < 4(MI(E)).

{(Indication : pour N € Z* fixé, considérer a, b définies par a = b: a,=1 si 0< s <2N,
a, = 0 sinon.)
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4. Soit E un ensemble lacunaire, a ct b € £° avee |lall=|b] =1, ¢ = a*b.

4. Montrer que ¢, = Y ;b + Y ba

=i
Taign )

=i

h. Montrer que f(-”|j €2y I(J',I3 + HJ,-I3

Heijsn disn

¢. Montrer que E est régulier et que plus précisément M (E) € C (A (E) ot C est une constante numérique
dont on indiquera une valeur possible.

Ainsi, E régulier <= E lacunaire.

=

Unensemble F = JA }

Ml ©Z% avec by <A, <<k <k . est dit un ensemble de Hadamard si

Ay 22k, Yj=Z L. PourE C Z*_montrer I'équivalence des propriétés :

A

1. E est lacunaire;
ii. E est réunion finie d'ensembies de Hadamard.

6. Soit E = {u,, w., ..., u,. ...| l'ensemble des termes de la suite de Fibonacci définie par 1, = u, = 1,
t,,, = u, t u,_, sin 2 1. Montrer que E est lacunaire et calculer h (E).
PARTIE 11

Norations : L' est 'ensemble des classes de fonctions complexes localement intégrables 2 w-périodigues,
muni de lanorme :

1 2
=3 | arar

~ 1 2n )
PourfE L' etn € Z onpose f (n) = EJ. Floy e~ dr.
0

_ L[
On définit de fagon analogue L-, muni de lanorme: |[f . = (E j [f{e)]° dr) -,
(]

On définitaussipourj = 1,2: H/={fe L/} ?(n) =0 VY <0}.

On admet dans cette partie le résultat fondamental suivant :

(yvfeEH 3get hEH® tellesque f=gh et |l = lgl: 14l

1. Montrerque¥g € H*, 3G € H? telleque:
a 6(n)= Ig’\(n)IVHEZ;
b 1GI; = lal.-

2. Soit f € H'; montrer qu'il existe F € H' telle que:

a. l]/‘\(n)l < /IE(n) YnE Z;
b IFl < £

[Indication : utiliser (*) ]
3. Soita lélémentde L' définiparaf{s) = i(m — ¢} si 0<:<2m.

1
Montrer que n € Z¥ = &(n) = .




N

. Soit E © Z* un ensemble lacunaire et soit f € H'. Montrer que

. Soient f, F comme dans la question 2.

= F
a. Montrer que 3’ —%’l) € n|F|,.
i

b, Montrer que 1 E:z)_i < whfil;.
|

Z- I?(n)f?}% < CA{E) |fl, .0 Cest

HeEE

comme dans 1.4.¢.

- On rappelle les propriétés du noyau de Féjer ky (N € Z*):

o= 3 (1

f= =N N
A Taide de E = 127;,, etde f = ky, montrer que l'inégalité de la question 5 n'est pas valable en général
pour les fonctions de L'

¢l et ky(d 2 0V

PARTIE III

On se propose de démontrer le résultat (*) de la partie 1.

Notations.

w est une fonction positive de L' .
L* (w) est I'espace de Hilbert des fonctions complexes £ telles quelfi* w € L', munide lanorme :

1l = | [ 102 wio 21

)
Sin € Z, e, estlafonction définie par e, (x) = e,
V est I'espace vectoriel engendré par les (e,,)"> o V est Fadhérence de V dans L2 (w).
W est I'espace vectoricl engendré par les (e, }
W,={REW; R =Rl

ne i)’

. @ Montrerque f€ V et n > 0 entrainent: e, f€ V.

b. Montrerque RE W, <= R=P+P avec P €V,

. a. Montrer qu'il existe un unique @ € V tel que:

Il + @l 2, = inf |1 + Pl 2.
PEV

b. Si ¢ = 1 + @, montrer les deux égalités suivantes :

em dt
o dr . >0
) [T@ewm@ Lo s w0
%I dt
okt 2 - . -
) JZ (Iol* e,) (1) ' 0 si n>0.
¢. En déduire qu'il existe ¢ > 0 tel que (|12 w) (1) = ¢  ds presque partout.
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1
a. On supose que la constante ¢ de la question précédente est > (0 et on pose #h = $; montrer que
h € H-. |Indication : utiliser (¥¥).]
b MontrerqueP € V = 2 i;(()) = J’ﬂ [(1 + P w(2) ,2(_jl puis queiz\((}) =1,
1

]
Dans la suite de 11, on aura besoin de la notation suivante :

> dr
| ull, = exp [_[ En(|a{n)]) ﬁ] (ol w € L' et Lnestlelogarithme népérien).
0 =

(Ona 0 < Jul, < ).

a. Montrer que | ull, € Jull, Yue L',
b. Montrer que siu, v, uv sontdans L':  |uvl, = [uly | vlly.
. in ‘ dr
¢. SoitR € W,: montrer que | w|, € j RO w(y) L
0 !

2

d. OnsupposeLnwe L! et'[ (Ln w){r) dt = 0; montrer qu'il existe une suite g, dc fonctions

[#] 2
. . o X - : det
réclies, bornées et d'intégrale nulle sur [0, 2 7] par rapport a ds, telles que J el wir) . — 1.
1]

e. Pour nfixé, on pose Ry, = ky=g,; montrer que Ry € W, etque:

) 2 dr oo dt
lim j e N w(r) m '[ et wir —
jem WO T 0

ol (N,) est une sous-suite convenable de la suite des entiers 2 1.

£ Montrer qu'on a toujours (c'est-a-dire méme siLn w ¢ L'}

2n . dt
= o [T ey L
REW, Y0 2

2x dr
a. Montrer que || w|, = inf [J [ eP|2 w) () = }
ey 0 2 i 8

h. Montrer que si P £ V., il existe une suite (Q,,)”BJ de Vavecl +Q, — ef uniformément sur [0, 2m| et
cn déduire quc :

lwly > inf f 1+ 0P win &

Qev ) 2:‘1

puisque | {1 + P, =21 vPeEV.

2x di¢
¢. Montrer que || w|, = inf f (11 + QPP wi(e) ~—.
- pev Jo 2n
Soitf € H'. ,
~ N 2n di
a. Montrerque Q € V = [F{0)]° € '[ {11+ QP [f1*)(0) e
0

b. Montrer que |F{0)] < |f],.

"¢, Montrerque f# 0 = |[fl, > 0.

Soitf€ H', f# 0 et soit w=|[f].

a. Montrer que la constante ¢ de la question TIL3.2. est > 0. Avec les notations de cette question, on pose :

o = ch et B=E'

b. Montrer qu'il existe une suite @, de V telle que J‘“ (e f— (1 +Q)fn de 0 et en déduire que
9/ € H. " in

¢. Conclure: f= af; o et B sontdansH?; et lal, B, = IFI;.




