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L'épreuve comporte deux problémes indépendants. Le premier probléme étiidie vin alie
que le deuxiéme probléme s'intéresse aux monoides et aux mots. L

PREMIER PROBLEME

Le but du probléme est d'étudier un algorithme de tri.

Un arbre enraciné est un arbre dont un sommet, la racine, est distingué des autres. Intuitivement, deux
arbres enracinés sont égaux modulo un ordre sur les fils. On dessine habituellement les arbres enracinés avec la
racine vers le haut. '

Un arbre planaire est un arbre enraciné dont 'ensemble des fils de chaque sommet est ordonné. On
dessine habituellement sur un méme niveau tous les fils d’'un sommet en allant de gauche & droite lorsqu'on
décrit les fils du premier jusqu’au dernier. Ainsi, les deux arbres de 1a figure 1 sont différents si on les considere
comme des arbres planaires mais ils sont égaux si on les considére comme des arbres enracinés.

Figure 1|

L’arbre binomial B, (k > 0} est un arbre planaire défini récursivement de la fagon suivante :
1. L’arbre binomial B, est formé d’un unique scmmet, sa racine.
2. L’arbre binomial B, , , est formé en rajoutant & Ia racine d’un premier arbre binomial B, un fils 4 gauche qui

est lui-méme Ia racine d’un deuxiéme arbre binomial B, ; la racine du tout étant la racine du premier arbre
binomial B, {cf. fig. 2).

Figure 2
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1. Propriétés des arbres binomiaux.
1.1.
12.
1.3,
14.

1.5.

1.6.

1.7.

On
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On rappelle que :
+ la taille d’un arbre planaire est le nombre de sommets de cet arbre;;

* la hauteur d'un arbre planaire est la distance maximale, distance comptée en nombre d’ areles, entre la
racine et une feuille de I'arbre;

¢ le degré d’un sommet est le nombre de ses fils.

Dessinez les arbres binomiaux B, pour k = 0, 1, ..., 5.
Quelle est la taille de I'arbre binomial B, ?
Quelle est la hauteur de I'arbre binomial B, ?

Combien de sommets sont 4 une distance i de la racine dans I'arbre binomial B, (distance comptée en
nombre d'arétes) ?

Quel est le degré de 1a racine de I'arbre binomial B, ?
Que peut-on dire du sous-arbre planaire qui a pour racine le i-iéme fils de 1a racine de Varbre
‘binomial B, , les fils étant numérotés en ordre croissant de 1a gauche vers la droite, le premier ayant le

numéro 0 ?

Quel est le degré maximum d’un sommet dans un arbre binomial de taille n?

Les suites binomiales.

note N I'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls et R I'ensemble des nombres réels.

Une suite binomiale S, est une suite d’arbres binomiaux telle que

‘IO
2()

la suite des tailles des arbres qui la composent est strictement croissante,
la somme des tailles des arbres qui la composent est égale a a.

Pour les questions suivantes, on considére que la taille d’'une suite binomiale S, est n,

En

fait, une suite binomiale S, est une structure de données qui contient les éléments d'un ensemble totale-

ment ordonné de taille » (tous les éléments sont différents). Pour ce probléme, nous allons supposer qu’il
s'agit d'un ensemble de nombres entiers. Chaque sommet de la suite binomiale S, contient un des entiers de
'ensemble (i.e. est étiqueté par un entier de 'ensemble).

Les racines des arbres constituant S, sont chainées entre elles. Les arbres de S, sont représentés en machine
en utilisant la représentation fils ainé-frére droit. Plus précisément chaque sommet est une cellule comportant :

* un pointeur vers son premier fils (le plus & gauche) ; ce pointeur sera NIL si le sommet est une feuille ;

« un pointeur vers son frere droit (le sommet ayant le méme pére et qui est immédiatement 2 sa droite) ; ce
pointeur sera NIL, si le sommet est le fils le plus a droite de son propre pére;

s un pointeur qui, pour une racine, pointe vers la racine suivante de la liste; ce pointeur sera 4 NIL si le
sommet n’est pas une racine ou s'tl est la derniére racine de la suite. (Remarque : on peut se passer de
ce pointeur en utilisant le pointeur frére droit pour les racines);

* un champ donnant le degré du sommet ;
* un champ contenant I'entier associé & ce sommet.

Une suite binomiale sera désignée par un peinteur sur la racine du premier arbre binomial de 1a suite.

De

plus on respectera a tout instant la régle suivante : entier associé 4 un sommet est strictement supérieur

a I'entier associé a son pére.

On

définit la complexité d'un algorithme A sur une donnée d de taille n (notée ¢, (d)) comme le nombre de

comparaisons (i.e. instructions « if » portant sur les éléments de 'ensemble contenu dans la suite binomiale)
effectuées par l'algorithme A lors de son exécution a partir de d. La complexité de 'algorithme A est alors la
fonction C, (n) définie par:

C.(n) = max{ c, (d); d detaille n}.
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Les algorithmes seront écrits dans le langage Pascal ou le langage Fortran.
seront des indices dans des tableaux. '

2.1. Expliquez comment, & chaque entier n, oh peut faire corréspontite i et
2.2. Donnez l'algorithme de la procédure sb_minimum(s,x) qui renveie dans:x 1 poigtens N
contenant le plus petit entier associé dans la suite binomiale S, pointée par s, R

2.3. Calculez un ordre de grandeur asymptotique de la complexité de I'algorithme que vous avez goustruit
pour sb__minimum(s,x). ) _ . o

2.4. Donnez lalgorithme de la procédure sh_union(s,s1,52) qui renvoie dans s un pointeur sur 1a suite qui
est I'union des deux suites pointées par s/ et s2. T T e

2.5. Calculez un ordre de grandeur asymptotique de la complexité de l'algorithme que vommm -
pour sb_.union(s,s1,52), n étant la taille de s (la somme des tailles de s et 52). e

2.6. En utilisant les procédures précédentes, donnez Palgorithme de ia procédure sf_tri(n,v1,¥2) qui ren-
voie dans un vecteur v2 les éléments triés par ordre croissant d’un vecteur vi de taille .

2.7. Donnez un ordre de grandeur asymptotique de la complexité de cet algorithme de tri.

DEUXIEME PROBLEME

Le but de ce probléme, constitué de trois parties, est d'étudier les propriétés de base des monoides et des
mots. Toutes les définitions utiles sont données, en général, dans chaque partie ; la troisiéme partie fait excep-
tion car elle utilise des définitions sur les mots finis, déja données dans la deuxiéme partie. Il y a de plus une cer-
taine logique dans P'ordre des parties, ce qui fait qu'on conseille de lire le texte en entier avant de commencer.
Les questions marquées d'une €toile demandent un peu plus de réflexion.

1. Monoides et monoides libres.

Un monoide est un ensemble M muni d'une loi de composition interne, notée multiplicativement, qui est
associative et posséde un élément neutre noté 1, (ou 1, s'il 0’y a pas de confusion). Un morphisme d’un
monoide M dans un monoide M’ est une application fde M dans M’ telle que :

flm-n) = f(m)-f(n)  pourtous m,neEM et f(ly,)= 1.

On définit le produit de deux partics AetBde MparA*B={xEM/x=a-b avec a € A et b E B}
et la difféfrencepar A — B = {x € A/x & B}. Pour une partie A de M, on notera A* I'ensemble des pro-
duits (finis) d'éléments de A auquel on ajoute I'éiément neutre 1 ; plus formellement, on définit A* par :

A*={x € M/ilexiste n, n > 1, éléments a, € A tel que x = g, ... @,} v {1}.

Une partic A de M est un ensemble générateur de M si M = A*. Un monoide M est libre s'il existe une
partie A de M telle que M = A* et si la décomposition d’un élément m € M en éléments de A est unique ;
A est alors appelé une base de M. Une partiec N d’'un monoide M est un sous-monoide de M si le preduit
de deux éléments de N est toujours un élémentsde N (N € N - N)etsi1,, € N.

L.1.  Montrez que I'élément neutre d’'un monoide est unique.

*1.2.  Donnez un exemple d'une partie N d’'un monoide M telle que N soit un monoide sans étre un sous-
monoide de M. On suppose que Ia loi de N est la méme que celle de M.

1.3, Montrez que lintersection de sous-monoides est un sous-monoide.

1.4. Soitf : M — N un morphisme du monoide M dans le monoide N. Montrez que (M) est un sous-
monoide de N.

L.5. Sait G un groupe, N un monoide, f : G — N un morphisme de monoide. Montrez que f(G) est un
sous-groupe de N.

Tournez la page S.V.P.
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1.6."Montrez qu'un morphisme de monoide f : A* — N cst-entitrement déterminé parigg)
iproquement, montrez que si f : A-—»Nestunenppﬁmﬂgm AR i
o morphismef* :A® —= N. T RN W
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1.7. Montrez que si M est un sous-monoide de A* alors M admet un unique ensemble de génératenrs mini-
mal pour Finclusion. AR

1.8. Montrez que si- M est un
x’(M—“M})_(M_“M})z-

1.9. En gardant les notations précédentes, montrez que X* n’est pas toujours un monoide libre. - "
Indication : considérez X = ({ab,ba,a})*. :

1.10. Montrez que la base d'un monoide libre est unique, S L U '
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. Mots,
Soit A un ensemble fini et non vide appelé alphabet dont les éléments sont appelésdesteam On appelle
mot sur un alphabet A une suite finie d’éléments de A :

(4, &, ..., a,), @ € A,
La concuténation est une opération bir aire définie par :
' (@, ay, .., a)-{by, by, ..., b) =(a), a, ..., a,, by, by, ..., b,).
La concaténation est associative et permet d’écrire un mot sous la forme suivante :
a,ay...4,
aulieude(a,) - (a;) ... (4,) en identifiant une lettre @ € A avec la suite ().

La suite vide, appelée mor vide, est 'élément neutre pour la concaténation et est notée 1. On a donc, pour
tout mot w:

l-w=w-1=w,

L’ensemble des mots sur A est notée A*. On notera A* lensemble des mots non vides sur
A:AY=A*— {1} On notera x" le mot x...x{n > 0 fois ) et on I'appellera x & la puissance n ; par défini-
tion, x? = 1. La longueur d'un mot w = a,4,...a, est le nombre n de lettres composant w et est notée | w|;
lalongueur dumot vide est 0: 1] = 0. Onaalors fu-v| = ju] + |v|.

Un mot f € A* est un facteur d'un mot w € A* s'il existe deux mots x, y € A* tels que w = xfy; f est
un facteur gauche de w si w = fy (on écrira f < w); f est un facteur gauche propre de wsi fswf#l
etf# w

Deux mots u, v de A* sont conjugués s'il existe deux mots x, ydansA*telsque u = xy et v = yx.
2.1.  Soit A un alphabet. Montrez que A* est un monoide libre.
2.2.  Montrez que la relation « étre facteur gauche » entre mots de A* est une relation d’ordre.

*2.3. Montrez quesix, y, z, ¢ sont des mots tels que xy = zt alors il existe un mot u tel que:
ou bien (xu = z et y = ut);
ou bien (x = zu et uy = ).
24. Déduire du résultat précédent que deux facteurs gauches J, g d’'un mot w sont toujours comparables
pour l'ordre « étre facteur gauche ».
*2.5. Montrez que, si 4 et v sont deux mots de A*, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes ;
(1) wv= vu;
(2) u et vsont puissances d'un méme mot;

(3) ilexiste n, p > 0 tels que w" = y7,
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2.6. Trouvez une condition nécessaire et suffisante sur les mots &, vet wpottfqu’ph g
2.7.  Trouvez une condition nécessaire et suffisante sur les mdts"c;..%iret W PO u'oH 818 17
2.8. Généralisez ces deux derniers résultats. '. |
2.9. Montrez que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence.

*2.10. Montrez que si u, v, wsont trois mots de A*, alors uv = yw si et seulement 8'il existe deux mols x, y
etunentier k > Otelsque: u = xy, v = (xy)*x, w = yx.

2.11. En déduire que deux mots « et w sont conjugués si et seulement s'il existe un mot v tel queu;v - vw,

. Mots infinis.

Un mot infini w sur I'alphabet A est une suite infinie d’éléments de A :
w=(a,a,..a,..)aEA
que l'on notera :
W= aa..aqa,.

Le facteur gauche de longueur n d’un mot infini west le mot wla] = aa,...a,. On peut définir un mot infini
comme la limite d’une suite infinie strictement croissante de mots {pour l'ordre « étre facteur gauche »). En

effet, soit w,, w,, ..., w,, ... une suite infinie strictement croissante de mots dans A* telle que chaque w, est
un facteur gauche propre de w,, , . On définit alors le mot infini w par:
quelque soit n, n 2 1, w{|w,|] = w,.

Ce mot infini est aussi noté ;
w=lim w,.
On précisera, a partir de maintenant, lorsqu’on parlera de mot s'il s’agit de mot fini ou de mot infini.

On dit qu’un mot fini & non vide a deux occurrences dans le mot w s'il existe quatre mots finis x, y, x’, y' dans
A*tels que :
w = xuy = x'uy avec x # x',

Supposons par exemple |x| <|x’|. On dira que les deux occurrences de u se chevauchent lorsque
|x'] <|xul;le mot u sera appelé un facteur chevauchant.

Un carré est un mot fini de la forme uu o1 1 est un mot fini non vide. Un mot fini ou infini contient un carré
si un de ses facteurs est un carré ; sinon le mot est dit sars carre.

3.1, Montrez qu'un mot fini w contient deux occurrences, qui se chevauchent, d'un mot u # 1 si et scule-
ment si w contient un facteur de la forme avava ol a est une lettre et vun mot.

Dans la suite du probleme, on pose A = la,b} et f: A* — A*le morphisme défini par:
fla) = ab et f(b) = ba.

3.2, Montrez qu'il y a exactement six mots sans carré dans A* et énumérez-les,

3.3. Montrez que f"*! (a) = f"(a) f"(b) et que f”(a) est un facteur gauche propre de f"**! (g). La limite
de la suite £ (a) existe donc. On pose ¢ = lim f(a).

3.4. Montrez que le mot infini / contient des carrés.
On va montrer que ¢ ne contient pas de facteur chevauchant.

3.5. Soit X = {ab, ba}. Montrez que si x € X* alors axa & X* et bxb & X*.
*3.6. Montrez que si w € A* n'a pas de facteur chevauchant alors F(w) non plus.
3.7. Montrez que le mot infini ¢ ne contient pas de facteur chevauchant.
*3.8. Construire un mot infini sans carré sur lalphabet A = {a, b, ¢}.

*3.9. Montrez que I'existence d’une infinité de mots sans carré est €quivalente a Pexistence d'un mot infini
sans carré (rappelons que A est fini).




