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EPREUVE A

L’épreuve est constituée d’'un probléme comportant quatre parties. Chaque partie peut étre traitée indépen-
damment d condition d’admettre les résultats des parties précédentes. Le préambule comprend un certain nombre
de résultats qui sont d admettre sans démonstration.

Les candidats porteront le numéro de chaque question traitée sans recopier le texte de la question.
La rigueur sera un élément important pour I'évaluation des démonstrations.

Préambule. — On rappelle qu'un espace de Hiltbert H est un espace vectoriel sur R muni d’un produit
scalaire, noté (. , .), qui est complet pour la norme associée & ce produit scalaire. On note [x| = (x, x) 1z,

On désigne par % (H) I'ensemble des applications linéaires et continues de H dans H et on note par |.f,
la norme sur & (H):

, ILlg = Sup {|Lx|, [x| =1, x€H}.
On admettra (sans démonstration) que la boule unité fermée :
B, 1)={xH, |x|l<1)
est un compact de H si et seulement si H est de dimension finie.

__ On désigne par #€ (H) le sous-espace de & (H) formé par les applications compactes, C’est-a-dire gue
L (B (0, 1)) est d’adhérence compacte dans H pour L € £ (H).

On désigne par #° (H) le sous-espace de # (H) formé par les applications de rang fini, c’est-a-dire que
L € #° (H)lorsque L (H) est un espace vectoriel de dimension finie.

Dans ce probléme, on ne considére que des espaces de Hilbert séparables, c’est-a-dire qu'il existe une
partie dénombrable qui est dense dans H. On admettra alors qu'un sous-ensemble A de H est 'adhérence com-
pacte dans H si et seulement si 'une des deux propriétés (K1) ou (K2) ci-dessous est vérifice.

(K1) De toute suite de points de A, il est possible d’extraire une sous-suite convergente dans H.
(K2) Pour tout £ € R}, A peut &tre recouvert par un nombre fini de boules fermées de rayon e.

N —
Clest-a-dire : Ye > 0, 1{x,, .., xy € HY, Ac U B(x, ).

i=1

L. Opérateurs compacts

L1. Montrer que #° (H) € .#€ (H).
1.2. Montrer que, si H est de dimension finie, # (H) = #° (H) = £ (H).
1.3. Montrer que,siL € #¢(H)etM € # (H),alorsM o L et L o M appartiennent 3 ¢ (H) .

1.4. Montrer que £ (H) est fermé dans # (H), c’est-a-dire que, si (L,) __ est une suite d’éléments de & CH)
qui converge vers L dans ¥ (H), alors L € #¢(H) [on pourra utiliser (K2) pour montrer que
L (B (0, 1) ) est d'adhérence compacte dans H].
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L5. On désire montrer que #° (H) est dense dans £ (H). A cet effet, on se donne L. & LS H)ete >0.
a. Montrer'qu'il existe une suite finie y; , ..., y, d’éléments de H telle que : . G
Vi€ B(0,1), 3i€ ({1, .., N} telque |Lx — y| < e.
b. Soit V I'espace vectoriel engendré par !esn{g yi-‘} P % note par P la projection orthogonale dans H
sur V, ¢’est-a-dire que, pourtout z € H, Pz € Vet IR
YyEV, |z-Pz] €|z - y.
Montrer que N = PoL vérifie JL — N, < €.

¢. Conclure que .#° (H) est dense dans .#€ (H),

L6. On rappelle que 'adjoint de L &€ # (H), noté 'L, est I'élément de . (H) qui vérifie :

Vx€H,Vy€H, (Lx,y =(x,Ly);

et que I'application de .# (H) dans .# (H) qui fait correspondre 3 L son adjoint 'L est linéaire et conserve la
norme 'Ll = §L .

Montrer quesiL € #€ (H) alors ‘'L € #€ (H).

1. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

On rappelle que tout espace de Hilbert séparable posséde des bases hilbertiennes et qu’'une base hilber-
tienne est une famille dénombrable (¢,) ;e (Tensemble I est dénombrable) qui vérifie :

lsip=gq,
(i) {e,.e) =28, =
O0sip#* g,
(i) Fespace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.
On dit que L € # (H) est de Hilbert-Schmidt, et on note L € HS (H), s'il existe une base hilber-
tienne { e,.)"El de H telle que la série de terme général (|Le;|?),c, estconveryente dansR :

> |Le|?* <.
ie|

On note alors ;

L
:
ILfius = (Z ILe.Il) .
iel]
On pourra toujours considérer que I = N et que H est de dimension infinie dans ce qui suit.
[LI. Montrer que I'espace HS (H) et Papplication || || sont indépendants de la base hilbertienne choisie.
IL.2. Montrer que HS (H) est un sous-espace vectoriel de % (H)etque ||.{ 45 y définit une norme.

IL.3. Montrer que, pour tout L &€ HS (H), |L|l, <€ 1Ll

IL.4. Montrer que,sil. € HS (H) et M € £ (H), alors LoM et Mo L appartiennent 2 HS (H) et
ILeMllys € ILllus Mg, IMoLllgs < [Lllys M-

IL.5. Montrer que, si L € HS (H) et I+ L est inversible, alors (I+ L)' —1 € HS (H). On a désigné par |
I'application identique de H dans H.

P
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1.
2.

II1.3.

I11.4.

- T L
a. Montrer que #° (H) CHS (H). - S (TG Tt =
b. Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est limite, pour la norme |. lns d
fini.

C. MOHU‘BIQHCHS(}{)C.Z"C(H—) R ' }, éfl’;i‘ Lﬂ’i‘/}‘*i"‘i N

I, 'Ihéoﬂespectmledesopénteurssyméh‘iquuetbomp!m

Montrer que, si F est un sous-espace vectoriel invariant par L, alors F* est invariant par ‘L.

© e, n,-u el

Montrer que si 'L = L alors:
HLu=Sup {|(Lx, x)|, x € H, |x| = 1},
on pourra écrire, pour x € H et > 0, l'identité :
4 (L%, x) = 4|Lx|? = (L(kx + %Lx), Ax + —i-Lx) - (L(lx - —::—Lx), Ax — -;TLJ:)
et majorer le membre de droite en utilisant :
5=Sup {|{Lx, x)|/[x{?, x€H, x#0}
puis choisir A = |Lx|/|x|,

On désire montrer que,si'L =L et L € #C (H), alors |L||,; ou — | L}y est valeur propre ue L.
a. ‘Soit (x,,)"EN une suite d’éléments de B (0, 1) telle que |{Lx,, x,)| convergevers|L|,.
Construire une suite y,,)"Epd de points de B (0, 1) telle que ;
hm (Lynv yﬂ) =?!€ { ”L"H [ “L"H},

lim Ly, =

b. Développer |Ly, ~ ¢ y;,lz, puis montrer que :
lim (Ly, — ¢y,) =0

n—~+o0

c. Endéduireque |[L|,; ou — |L| estvaleur propre deL.

d. Montrer que, si (A, w) est un couple valeur propre-vecteur propre de L, alors (L] € |L[,.
En déduire que la valeur propre de L de plus grand module (notée A,) vérifie |Aq| = [L|i4.

On suppose toujours que 'L = L et que L. € #* (H). L'objet de cette question est de construire une
suite de couples (& ,,, w,), n € N, tels que les propriétés (1) a (4) ci-dessous soient remplies :

) n» |saxn < € [,

(2) = h,w, w #0,

(3) (W,. W,) =8,

{4) soit H, ={x € H tel que (x, w)=0 pour i=0,..,nl, alors, ¥vxEH,,

|Lxl < [h, .0
a. Montrer que wy, peut étre construit et que H, est invariant par L.

b. Montrer que la restriction de L a H,, notée L, vérifie dans H, : 'L,=1L, et L, € #£* (H).
En déduire la constructionde (A, w)).

¢. Montrer que la canstruction de la suite (h,,, w,} vérifiant (1) a (4) est possible.
d. Montrer que la suite (A ) __ tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini (remarquer que si:h, # 0,

W . .
w, = L. =" ne peut contenir de sous-suite convergente).

A

n
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OLS. SoitL € #€ (H)avec'L = Let(},, w,)lasuite précédemment construite. Pour x.
‘ e A R R R R e e e & oL
L,=x= 3% (x,w)w,.
i=0
a. Montrerque |Lx,| < |, }]|x,]. ’

b. Montrer que la suite( f: (Lx, m)ui)nﬂ'éaﬂvqe;rgéﬂéﬁéﬁmﬁwﬁoﬁﬁn Yemarquer qiic:
i=o : T Il TP . T SR

52 =122 = 3 ((r, wl® < [2l).

i=0

¢. En déduire que Lx = ¥ A (x, w))w,..

i=0

[IL6. Montrer que toute valeur propre non nulle d'un opérateur compact est de multiplicité finie, c’est-a-dire
que pour tout A € R*, le noyau de L. — Al est de dimension finie.

IV. Un opérateur intégral

Dans cette partie, on particularise I'analyse précédente en se plagant dans H = L2 {0, 2x), que I'on munit
du produit scalaire et de la norme usuels :

o= | fngwas in- ([T rwa)t

IV.1. Onnotef,, pour n € N, I'élément de H défini comme suit : pour x € [0, 2] et P E N*;
1
f() (x) - ﬁi’
1 1
fip8) = = sin px, fyyey (1) = = cos px.

Montrer que (f,} _, forme une base hilbertienne de L? (0, 2x).

ne
IV.2. Montrer que (f, , avec:

n.m)[n‘ m)FN“
fum(®y) = LX) £, 00, (xy) €(0,2r]?

forme une base hilbertienne de L {]0, 2 [ X ] 0, 2x]).

IV.3. Soit k € L2()0, 2=} x ] 0, 2x[). Onnote :

1

n n 5
I J kix, vy dxdy) .
¢

0 )

1kl =

a. Montrer que /1 [0, 2x] — R définie par :

hix)= ( Jzn kz(x,y)dy)%, x € |0, 2n],

0
appartienta L? (0, 2x} etque |hA|? = ||k|]§
b. A toute fonction f € L (0, 27t), on associe la fonction Kf:[0,2n} — R définie par:

2n

Kf) (3) = J Kix ) fx) dx.

0

Montrer que |[Kf! < | k.| f|. Endéduire (brievement) que K € # (H).
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IV4. On éerit k(x, y) = z k,,.,,,ﬁ,‘,,,(x,y). G g B AT

(n, m)EN2

Montrer que : . . ‘
Ikl = 3, Knme

(n, meN?

IV.5. a. Calculer|Kf,| enfonction des(k, ,) SRTR IR I R B

meN’

b. En déduire que K est de Hilbert-Schmidt et calculer || K || ;5 en fonction de | kf , -

IV.6. On suppose dans la suite du probleme que k(x, y) = k(y, x) pour presque tout (x, y) € ]0, 2x{?.

Montrer que 'K =K et en déduire I'existence d’une suite (A,, w,) vérifiant les points (1) & (4) de.la
question 1114,

IV.7. Montrer que le développement de la question I11.5.c. s’écrit ici :
@ 2n
&N = 3 & [T s winax) wo
=0 0

{préciser dans quel sens).

IV.8. On suppose dorénavant que la fonction k est continue sur [0, 2x]*, Montrer, que pour A ¥EO0la
fonction w; est continue.

IV.9. a. Onsuppose désormais que ¥n € N, A, 2 0. Onnote alors pour n € N :

kolx ) = k() = 3 howile) w ().

Montrer que k, est continue et que, pour toute fonction

2n 2n
ez, |77 ko s S drdy > 0,

0 0

b. En déduire que k, (x, x) 2 0 pourtout x € [0, 2x].

IV.10. Montrer que, pour tout x € [0, 2}, la série & termes positifs (Z A, w'? {x)) estconvergente et que:

i A wf(x) < ki{x, x).

=0
IV.11. Soit M le maximum de & {x, x). Montrer que pour tout (x, y) € [0, 2x]?,

= 2
T awxwil)| <M

i=m !

s

'y w‘? (x).

m

En déduire que, pour tout x fixé, la série de fonctions ( &, w, (x) w,) converge uniformément vers la
fonction ¢{ x, .} sur[0, 2x| ol poury € [0, 2x]:
l(x’ }’) = Z )"r W‘(X) wi(y)~

i=0
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IV.12. a. Montrer que, pour toute fonction continue f de[0, 2n)dansR, ona:

_6_

) i i g
[ en soray= 5 nmia) |7 sormorap

b. En déduire que, pour toute fonction f, continue sur [0, 2x), etmmltxefiﬂ,ﬂn}, e 4

|7 e - ke ) sirey=o.
¢. Montrer que £{x, y) = k(x, ) eten déduire que £ (x, x) = k{x;x)= i A, w?(x). Sy
i=0

d. Montrer que la série de fonctions (T A, wf) converge uniformément sur [0, 2x] vers la fonction
x— /(x, x).

- En utilisant I'inégalité :

2

S am@wi)| € T awn 3w,

i=m = m i=m

montrer que le développement de la question IV.7. est valable, au sens de la convergence uniforme
sur [0, 2x].




