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pour des équations elliptiques critiques”

Soutenue le 28 juin 2007 devant le jury composé de:
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CRITIQUES
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Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent à l’intersection de l’analyse et de
la géométrie. Le cadre dans lequel nous nous plaçons est d’ailleurs indifféremment
le contexte d’un ouvert de l’espace euclidien Rn ou bien celui plus géométrique
d’une variété riemannienne. Dans tous les cas, nous considérons des équations aux
derivées partielles non-linéaires. La nonlinéarité induit elle-même une invariance de
l’équation par un changement d’échelle adapté et conduit à développer une théorie
de la renormalisation.

Les équations considérées dans ces travaux sont relativement générales et peuvent
être reliées à des contextes variés. À titre d’exemple, la simplification classique
du système cellulaire de Gierer-Meinhardt conduit à une équation elliptique non-
linéaire du type de celles étudiées dans la première partie. En astrophysique, des
théories proposent des modèles fondés sur des équations d’Emden-Fowler avec sin-
gularités semblables à celles auxquelles nous nous intéresserons: d’ailleurs, d’autres
équations étudiées ici proviennent de travaux en physique, et certaines peuvent être
interprétées via la mécanique statistique. Cependant, c’est surtout dans le cadre
de la géométrie conforme que ces travaux trouvent naturellement leur place: en
effet, le changement d’échelle et la nonlinéarité sont des conséquences directes de
l’invariance conforme d’opérateurs naturels.
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2 FRÉDÉRIC ROBERT

L’invariance conforme. Dans un premier temps, considérons des questions issues
de la géométrie conforme. Dans tout le mémoire, (M, g) désignera une variété
riemannienne compacte C∞ sans bord de dimension n ≥ 2. Deux métriques g1

et g2 sur M sont conformes s’il existe une fonction f ∈ C∞(M) telle que f > 0
et g2 = f · g1 (cela revient à dire que les angles sont conservés après changement
de métrique): on appelle alors classe conforme de g, et on note [g], l’ensemble
des métriques conformes à g. Suivant la définition donnée dans Branson [30], un
opérateur métrique g 7→ Ag est dit conformément covariant de bidegré (a, b), a, b ∈
R si pour toute métrique conforme g̃ = e2wg, w ∈ C∞(M), alors

Ag̃(ϕ) = e−bwAg(eawϕ) pour tout ϕ ∈ C∞(M).

Davantage dans l’esprit de Graham-Jenne-Mason-Sparling [56], on demande en plus
à ces opérateurs d’être différentiels et de s’écrire

(1) Ag = ∆k
g + termes d’ordres inférieurs,

avec k = b−a
2 ∈ N. Ici, ∆g = −divg(∇) est l’opérateur de Laplace-Beltrami (le

laplacien avec convention de signe moins). Parmi ces opérateurs, on pensera au
laplacien conforme (n ≥ 2, k = 1, a = n−2

2 et b = n+2
2 ), à l’opérateur de Paneitz-

Branson [30, 76] (n ≥ 4, k = 2, a = n−4
2 et b = n+4

2 ) et plus généralement aux
opérateurs construits par Graham-Jenne-Mason-Sparling [56].

Cette invariance conforme, si élégante à écrire, engendre cependant une dynamique
extrêment difficile à contrôler. À titre d’illustration, considérons un opérateur
métrique conformément invariant A de bidegré (a, b) vérifiant (1) et a 6= 0. Soit

M := {g̃ ∈ [g]/ Ag̃(1) = 1}

Si l’opérateur A est le laplacien conforme en dimension n ≥ 3, M est l’ensemble
des métriques conformes à g de courbure scalaire égale à 4(n−1)

n−2 . On suppose ici
que M 6= ∅ (cette assertion n’est pas triviale, et dépend de la géométrie de M). Il
suit des propriétés d’invariance conforme ci-dessus que

M =
{

u
2
a g/ u ∈ C∞(M) vérifie (2), u > 0

}
où

(2) Ag(u) = u
b
a .

Dans l’esprit de Schoen, intéressons-nous à la structure de M et demandons-nous
si M est compact pour la topologie C2k. Ceci reviendrait à dire que

(3) ui vérifie (2) ∀i ⇒ il existe u ∈ C2k(M) tel que lim
i→+∞

ui = u dans C2k(M)

à extraction près. Du fait de l’invariance conforme, des phénomènes plus subtils
peuvent se produire. En effet, soit φ un difféomorphisme conforme, c’est-à-dire
φ?g ∈ [g]: on définit alors |det φ| ∈ C∞(M) tel que φ?g = |det φ| 2n g. Pour u
vérifiant (2), en posant

uφ := |det φ| a
n u ◦ φ,

l’invariance conforme implique que

Ag(uφ) = u
b
a

φ
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et donc uφ vérifie encore (2). Si l’ensemble des difféomorphismes conformes est
suffisamment riche, alors l’ensemble M sera lui aussi riche. En particulier, si le
groupe conforme n’est pas non compact, alorsM non plus et on perdra la compacité
recherchée dans (3)

Le groupe conforme n’est justement pas compact dans le cas d’une variété con-
formément difféomorphe à (Sn, h), la sphère unité de Rn+1 munie de sa métrique
standard h (c’est même le seul cas, voir Lelong-Ferrand [65], Obata [75]). Via la
projection stéréographique, on se ramène sur Rn muni de la métrique euclidienne
ξ. Soit u ∈ C∞(Rn), u > 0, une solution de

(4) ∆k
ξu = u

b
a ,

c’est-à-dire l’équation (2) avec g = ξ (l’invariance conforme implique Aξ = ∆k
ξ ).

Les homothéties étant trivialement conformes, la fonction

(5) x 7→ µau(x0 + µx)

est elle aussi solution de (4) pour tout µ > 0: c’est d’ailleurs la transformation
naturelle qui préserve l’équation (4). Il suit des propriétés de l’opérateur A que
sur (Sn, h), la fonction Ah(1) est constante. On pose alors cn(A) ∈ R>0 tel que
Ah(1) = cn(A). Le point x0 ∈ Rn étant fixé, définissons pour µ > 0

uµ(x) :=

 µ

µ2 + |x−x0|2

4cn(A)
2

b−a


a

.

L’image inverse de la métrique h par la projection stéréographique étant 4(1 +
|x|2)−2ξ, il suit de l’invariance conforme que uµ est solution de (4). De plus,

lim
µ→0

uµ(x0) = +∞ et lim
µ→0

uµ(x) = 0 pour x 6= x0.

On a alors un phénomène de concentration (ou encore d’explosion) en x0. Par
conséquent, être solution positive de (4) n’implique nullement une convergence à
extraction près comme suggérée plus haut dans (3). Cet exemple passe très bien
sur la sphère via la projection stéréographique.

Le point de vue analytique: la renormalisation. Ce point de vue s’étend à
une variété compacte quelconque, et même à un ouvert de Rn. Adaptons pour cela
un point de vue plus analytique: on se place toujours sur (M, g) de dimension n
munie d’un opérateur A comme ci-dessus. Plutôt que de considérer des solutions
de (2), considérons plus généralement une suite (uα)α∈N ∈ C2k(M) telle que

(6) ∆k
guα +

2k−1∑
i=0

ai(x).∇iuα = u
b
a
α

qui est une équation non-linéaire pour b 6= a (ce sera toujours le cas). Ici, ai ∈
Λ∞

(0,i)(M) est un tenseur i fois contravariant pour tout i. L’opérateur linéaire n’est
pas nécessairement Ag, mais la partie principale est la même. En lieu et place
de (M, g), on peut parfaitement considérer un ouvert de Rn muni de la métrique
euclidienne ξ: on récupère alors dans le terme de gauche un opérateur elliptique
dont la partie principale est ∆k

ξ . On dira qu’on a compacité pour les (uα) si, à
extraction près, ils convergent dans C2k. Soient (xα)α∈N ∈ M et (µα)α∈N ∈ R>0.
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Via l’application exponentielle, on effectue un changement d’échelle dans l’esprit
de (5) en posant

(7) ũα(x) := µa
αuα(expxα

(µαx))

pour x ∈ Rn tel que |x| < µ−1
α ig(M) (on a assimilé l’espace tangent à Rn et ig(M)

désigne le rayon d’injectivité). L’équation (6) est invariante par le changement
d’échelle (7) au sens suivant:

(8) ∆k
gα

ũα +
2k−1∑
i=0

µ2k−i
α (exp?

xα
ai(µαx)).∇iũα = ũ

b
a
α

avec gα := exp?
xα

g(µαx). Dans le cas particulier de la métrique euclidienne g = ξ,
le changement d’échelle s’écrit sous la forme plus agréable ũα(x) = µa

αuα(xα +µαx)
et on trouve gα = ξ.
L’équation renormalisée (8) est semblable à (6). En effet, même si on n’a pas
exactement la même équation, on conserve quand même un laplacien à la puissance
k et la nonlinéarité qui sont les composantes essentielles. En faisant tendre µα vers
0 quand α → +∞, l’équation (8) tend formellement vers l’équation limite (4)

∆k
ξu = u

b
a sur Rn.

Du coup, comme sur Rn, ce changement d’échelle va autoriser (a priori) des com-
portements plus subtils que la simple convergence d’une sous-suite de (uα) dans
C2k: si ũα se comporte comme uµ ci-dessus avec x0 = 0 et µ = 1, alors uα va se
comporter comme

(9)

 µα

µ2
α + dg(x,xα)2

4cn(A)
2

b−a


a

au voisinage de xα, et donc exploser en xα lorsque α → +∞.

Toujours du point de vue analytique, et même plus exactement du point de vue
variationnel, ce phénomène d’explosion et de non-compacité est dû à la nonlinéarité
u

b
a qui est critique pour les plongements de Sobolev. Du point de vue des inclusions

de Sobolev, la criticalité se traduit par une perte de compacité. C’est de ce défaut
de compacité, autant que de l’invariance par changement d’échelle, que vont venir la
plupart des difficultés. On verra que le défaut de compacité et l’explosion des suites
sont, à divers niveaux, très bien décrits par des ”bulles” de type (9). La description
précise d’une éventuelle explosion permettra de retrouver de la compacité: on verra
que l’opérateur conforme joue ici un rôle critique.

Ce mémoire est divisé en deux grandes parties: la première concerne les problèmes
elliptiques d’ordre deux (k = 1), et la seconde les problèmes d’ordre supérieur
(k = 2 et plus).

1. Problèmes elliptiques d’ordre deux

1.1. Contexte. On considère dans cette section diverses questions dont la formu-
lation variationnelle donne naissance à une équation elliptique non linéaire d’ordre
deux développant potentiellement des singularités. Un des exemples historiques le
plus parlant est le problème de Yamabe qui s’énonce comme suit: soit (M, g) une
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variété riemannienne compacte: existe-t-il une métrique g̃ conforme à g dont la
courbure scalaire est constante?

Les courbures scalaires de deux métriques conformes sont reliées entre elles par une
formule très simple et élégante. En effet, si (M, g) est une variété riemannienne de
dimension 2 et si g̃ = e2ug, u ∈ C∞(M), est une métrique conforme à g, alors

∆gu +
1
2
Rg =

1
2
Rg̃e

2u sur M.

où, Rg désigne la courbure scalaire de la métrique g. En dimension n ≥ 3, on prend
traditionnellement g̃ = u

4
n−2 g, u ∈ C∞(M), u > 0, et on obtient la relation

∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Rgu =

n− 2
4(n− 1)

Rg̃u
n+2
n−2 sur M.

Le problème de Yamabe étant invariant conforme (le résoudre sur (M, g) revient
à le résoudre sur (M, g′) où g′ est conforme à g), il est naturel que les opérateurs
concernés soient eux aussi invariants conformes. Si (M, g) est de dimension 2 et si
g̃ = e2ug, u ∈ C∞(M), on a

(10) ∆g̃ = e−2u∆g.

Si (Mn, g) est de dimension n ≥ 3 avec g̃ = u
4

n−2 g, u ∈ C∞(M), u > 0, alors

Ln
g (uϕ) = u

n+2
n−2 Ln

g̃ ϕ pour tout ϕ ∈ C∞(M),

où

Ln
g := ∆g +

n− 2
4(n− 1)

Rg

est le laplacien conforme: suivant la terminologie adoptée dans l’introduction, le
laplacien conforme est un opérateur métrique conformément invariant de bidegré
(n−2

2 , n+2
2 ), et il vérifie (1) avec k = 1. Dorénavant, on se place en dimension n ≥ 3.

Le problème de Yamabe peut alors se reformuler dans le langage EDP de la façon
suivante: existe-t-il une fonction u ∈ C∞(M), u > 0 telle qu’il existe λ ∈ R tel que

(11) ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Rgu = λu

n+2
n−2 sur M?

Dans ce cas, la métrique g̃ = u
4

n−2 g est à courbure scalaire constante et Rg̃ =
4(n−1)

n−2 λ. Comme on l’a vu dans l’introduction, la difficulté de cette question
provient autant de l’exposant n+2

n−2 qui rend inefficaces les techniques variation-
nelles classiques que de l’invariance par changement d’échelle. Concentrons-nous
provisoirement sur le problème de l’exposant. Posons

H2
1 (M) := {complété de C∞(M) dans L2(M) pour ‖ · ‖H2

1
},

où

‖v‖H2
1 (M) :=

√∫
M

|∇v|2g dvg +
∫

M

|v|2 dvg.

Ici, dvg est l’élément de volume riemannien. Il suit des inégalités de Sobolev que
toute fonction de H2

1 (M) est en fait dans L2?

(M) avec 2? := 2n
n−2 et que le plonge-

ment H2
1 (M) ↪→ L2?

(M) est continu. Du coup, toute fonction u solution de (11)
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est, à homothétie près, un point critique de la fonctionnelle

I(v) :=

∫
M

(|∇v|2g + n−2
4(n−1)Rgv

2) dvg(∫
M
|v|2? dvg

) 2
2?

définie pour v ∈ H2
1 (M) \ {0}. Inversement, une fonction u ∈ H2

1 (M) \ {0}, u ≥ 0,
point critique de I est en fait C∞, strictement positive et solution de (11). La
stratégie naturelle est alors de minimiser I sur les v ∈ H2

1 (M) \{0}. Par définition,
l’invariant de Yamabe est l’infimum de cette fonctionnelle: on le note Yam(M, [g]),
car il est indépendant du choix de l’élement de [g]. On peut le voir de manière plus
géométrique comme

Yam(M, [g]) = inf
g̃∈[g]

n−2
4(n−1)

∫
M

Rg̃ dvg̃

Vol(M, g̃)
n−2

2

.

Le problème est que le plongement de Sobolev H2
1 (M) ↪→ L2?

(M) est continu, mais
pas compact. En effet, considérons la suite de fonctions

vα(x) :=

 µα

µ2
α + dg(x,xα)2

n(n−2)


n−2

2

avec (xα)α∈N ∈ M et (µα)α∈N ∈ R>0 telle que limα→+∞ µα = 0. On constate
sans peine que cette suite est bornée dans H2

1 (M), qu’elle converge vers 0 dans
Lq(M) pour q ∈ [1, 2?) mais pas dans L2?

(M). Du coup, une suite minimisante
(même renormalisée) pour I n’est pas nécessairement convergente dans H2

1 (M) à
extraction près et il n’y a pas d’assurance de trouver des minimiseurs pour I, et donc
un point critique. Cette difficulté est loin d’être technique. La preuve initiale de
l’existence de solutions de (11) par Yamabe [101] en 1960 était fausse. Le problème
de Yamabe attendit plus de vingt ans avant d’être enfin résolu, la preuve étant
la somme de résultats dus à Trudinger [97], à Aubin [26] et à Schoen [82]. Pour
résumer l’histoire de façon abusivement courte, disons seulement que toute suite
minimisante renormalisée est relativement compacte dans H2

1 (M) tant que M n’est
pas conformément difféomorphe à (Sn, h): Trudinger prouva ceci en 1968 dans le
cas où l’invariant de Yamabe est inférieur ou égal à zéro, Aubin en 1976 dans le
cas où (M, g) n’est pas localement conformément plate et n ≥ 6, et les cas restant
furent traités par Schoen en 1984 via le théorème de la masse positive. L’historique
de la résolution du problème n’ayant pas sa place dans ce mémoire, on renvoie le
lecteur intéressé a l’article de Lee et Parker [64]. L’approche par minimisation n’est
pas la seule possible: on renvoie par exemple à Schwetlick-Struwe [87] et R.Ye [102]
pour des approches par le flot et à Bahri [29] pour une approche par des méthodes
topologiques.

Un point important est que l’énoncé du théorème de Yamabe, à savoir l’existence
d’une métrique à courbure scalaire constante dans la classe conforme d’une variété
riemannienne, cache un point fondamental de la preuve: la disjonction selon que
la variété soit conformément difféomorphe à la sphère standard ou pas. Suite à la
résolution du problème de Yamabe, Schoen conjectura que dans la classe conforme
d’une variété compacte à invariant de Yamabe positif, l’ensemble des métriques à
courbure scalaire constante égale à 1 est compact pour la topologie C2, sauf si la
variété est conforme à la sphère (le résultat correspondant pour un invariant de
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Yamabe inférieur ou égal à 0 se règle aisément). Vue du côté de l’analyse, cette
question revient à l’énoncé suivant: soit (M, g) une variété compacte de dimension
n ≥ 3 dont l’invariant de Yamabe est positif et non conformément difféomorphe à
la sphère,

S(M, g) =
{

u ∈ C2(M)/ ∆gu +
n− 2

4(n− 1)
Rgu = u2?−1, u > 0

}
est-il compact pour la topologie C2? On retombe alors dans les problématiques
évoquées dans l’introduction. Dans le cas de la sphère standard (Sn, h), l’ensemble
S(Sn, h) est parfaitement connu, et il est non compact (ce fait est intimement lié à
la non-compacité du groupe conforme de la sphère). Cette question est loin d’être
évidente, toujours à cause du plongement non compact dans L2?

(M). En revanche,
si on remplace l’exposant 2? − 1 par un exposant strictement plus petit, alors la
compacité a lieu car le plongement associé est compact.

Schoen a prouvé cette conjecture dans le cas non conformément plat [85] et en
dimension n = 3 [84]. Elle fut prouvée par Druet [45] en dimensions n = 4, 5, par
Marques [72] en dimensions n = 6, 7 et par Li-Zhang [67] en dimensions n = 8, 9.
Les développements récents tendent à montrer qu’il y aurait des contre-exemples
en grande dimension.

Venons-en à l’invariance par changement d’échelle. Dans l’esprit de ce qui vient
d’être dit, les travaux présentés ici concernent les propriétés de compacité des so-
lutions u ∈ C2(M) d’équations du type

(12) ∆gu + au = u2?−1, u > 0

avec a ∈ C0,θ(M), θ ∈ (0, 1). Soit une suite (uα)α∈N ∈ C2(M) de solutions de (12):
on dira qu’elle est compacte s’il existe u ∈ C2(M) tel que, à extraction près,

lim
α→+∞

uα = u dans C2(M).

Au même titre que le défaut de compacité, l’invariance par changement d’échelle va
être cruciale et générer un phénomène de concentration. En effet, soit (xα)α∈N ∈ M
et soit (µα)α∈N ∈ R>0 tel que limα→+∞ µα = 0. On pose alors, comme dans (7)

ũα(x) := µ
n−2

2
α uα(expxα

(µαx))

pour x ∈ Rn tel que |x| < µ−1
α ig(M) (on a assimilé l’espace tangent à Rn). La

nouvelle fonction ũα vérifie alors

∆gα ũα + µ2
αa(expxα

(µαx))ũα = ũ2?−1
α dans Bµ−1

α ig(M)(0).

Si la famille ũα converge dans C2 lorsque α → +∞ vers une fonction v > 0, alors
v est solution de l’équation limite

∆ξv = v2?−1 sur Rn.

Les solutions de cette équation sont explicites et ont été déterminées par Caffarelli-
Gidas-Spruck [33]: il existe λ > 0 et x0 ∈ Rn tels que

(13) v(x) =

 λ

λ2 + |x−x0|2
n(n−2)


n−2

2

pour tout x ∈ Rn.



8 FRÉDÉRIC ROBERT

Du coup, dans le cas x0 = 0 et λ = 1, en faisant le changement de variable inverse,
on récupère que, du moins pour les points x suffisamment proches de xα, uα(x) est
proche de

(14) B(2)
α (x) :=

 µα

µ2
α + dg(x,xα)2

n(n−2)


n−2

2

,

qui est la fonction vα déjà utilisée ci-dessus. Une telle fonction B
(2)
α sera dorénavant

appelée ”Bulle”. Ces bulles vont s’avérer très importantes dans la suite.

Les fonctions v ci-dessus sont reliées aux inégalités de Sobolev. En effet, il suit
du théorème de Sobolev qu’il existe c > 0 tel que ‖u‖2? ≤ c‖∇u‖2 pour tout
u ∈ C∞

c (Rn). En posant D2
1(Rn) le complété de C∞

c (Rn) pour la norme u 7→ ‖∇u‖2,
on pose alors

(15)
1

K(n, 2)2
:= inf

u∈D2
1(Rn)\{0}

∫
Rn |∇u|2 dx(∫

Rn |u|2? dx
) 2

2?
.

Cette constante est explicite et a été calculée ainsi que ses extrémales par Rodemich
[80], Aubin [27] et Talenti [92]: les extrémales sont, à multiplication par un scalaire
près, de la forme (13). Du coup, pour chaque fonction v, on obtient que

‖v‖2
?

2? = K(n, 2)−n,

et la norme ne peut pas être arbitrairement petite. Par conséquent, pour les bulles,
grâce à l’invariance conforme, on obtient

lim
α→+∞

‖B(2)
α ‖2

?

2? = K(n, 2)−n

1.2. Aspect théorique. On se consacre ici essentiellement au défaut de compacité
du plongement H2

1 (M) ↪→ L2?

(M) et à la description par des bulles. La descrip-
tion de ce phénomène s’avère particulièrement importante dans les problèmes vari-
ationnels et est depuis des dizaines d’années le sujet de nombreux travaux. Les
premières contributions en ce sens remontent à Wente [100] et Sacks-Uhlenbeck
[81]. Pierre-Louis Lions [70] donna une très belle description dans le contexte
général des mesures. Concernant les solutions de (12), le contexte naturel est celui
des suites de Palais-Smale. Soit θ ∈ (0, 1) et soit a ∈ C0,θ(M). On considère la
fonctionnelle

J(v) :=
1
2

∫
M

(
|∇v|2g + av2

)
dvg −

1
2?

∫
M

|v|2
?

dvg

définie pour v ∈ H2
1 (M). On constate sans difficulté que J est C1 sur H2

1 (M) et
que ses points critiques u ∈ H2

1 (M) satisfont au sens faible

(16) ∆gu + au = |u|2
?−2u dans D′(M),

c’est-à-dire, si u ≥ 0, l’équation (12). Par définition, (uα)α∈N ∈ H2
1 (M) est une

suite de Palais-Smale pour J si (J(uα))α∈N est bornée et si (J ′(uα))α∈N converge
fortement vers 0 dans H2

1 (M)′. Par exemple, toute suite de solutions de (12)
dont la norme L2?

est uniformément bornée est une suite de Palais-Smale pour la
fonctionnelle J . Les suites de Palais-Smale se sont avérées être un outil extrêmement
utile pour l’étude d’équations telles que (12). En 1984, Michael Struwe prouva le
résultat suivant:
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Théorème 1.1 (Struwe [88], 1984). Soit (uα)α∈N ∈ H2
1 (M) une suite de Palais-

Smale pour J . On suppose que uα ≥ 0 pour tout α ∈ N. Alors, à extraction près,
il existe u∞ ∈ H2

1 (M) une solution faible de (16), il existe N ∈ N, il existe des
suites (x1,α)α∈N, ..., (xN,α)α∈N ∈ M , il existe (µ1,α)α∈N, ..., (µN,α)α∈N ∈ R>0 tels
que limα→∞ µi,α = 0 pour tout i ∈ {1, ..., N} et

(17) uα = u∞ +
N∑

i=1

 µi,α

µ2
i,α + dg(·,xi,α)2

n(n−2)


n−2

2

+ Rα

où limα→+∞ Rα = 0 fortement dans H2
1 (M). De plus,

J(uα) = J(u∞) +
N

nK(n, 2)n
+ o(1)

avec limα→+∞ o(1) = 0.

Ici, on a uα ⇀ u∞ faiblement dans H2
1 (M) lorsque α → +∞. L’égalité (17)

décrit donc exactement ce qui manque pour avoir de la convergence forte: ce sont
exactement les bulles précisées dans (14). Par ailleurs, un phénomène de quantifi-
cation a lieu: l’existence d’une bulle implique au moins l’énergie n−1K(n, 2)−n. On
notera aussi que pour toute bulle (B(2)

α )α∈N comme dans (14), on a

lim
α→+∞

J(B(2)
α ) =

1
nK(n, 2)n

.

Cette description est optimale: en effet, toute suite s’écrivant comme (17) est une
suite de Palais-Smale pour J (avec cependant quelques restrictions sur la distance
entre les centres des bulles). Pour être complet, il convient de dire que le résultat
originel de Struwe concerne des suites de Palais-Smale sans hypothèse de signe:
par souci de clarté, on a préféré se restreindre au cas positif. De plus, le résultat
originel est énoncé sur un ouvert borné de Rn: la preuve s’étend au cas d’une variété
riemannienne.

Donnons maintenant plus de structure et considérons des solutions exactes. Plus
précisément, soit θ ∈ (0, 1) et soit une suite de fonctions (aα)α∈N ∈ C0,θ(M) et
a∞ ∈ C0,θ(M) telles que

(18) lim
α→+∞

aα = a∞ dans C0,θ(M) et ∆g + a∞ est coercif.

Soit une suite (uα)α∈N ∈ C2(M) telle que uα > 0 pour tout α ∈ N et

(19) ∆guα + aαuα = u2?−1
α dans M

pour tout α ∈ N. On suppose de plus qu’il existe Λ > 0 tel que

(20) ‖uα‖2? ≤ Λ

pour tout α ∈ N. La suite (uα) est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle
J (en prenant a := a∞) et admet donc une décomposition de Struwe de type (17),
décomposition qu’on désignera comme ”décomposition H2

1”. Étant donné que nous
considérons maintenant des équations, on peut raisonnablement espérer récupérer
plus d’informations, en particulier une description ponctuelle. C’est effectivement
le cas: dans un travail en collaboration avec Olivier Druet et Emmanuel Hebey, on
montre le résultat suivant:
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Théorème 1.2 (Druet-Hebey-Robert [7], 2003). Soient (uα)α∈N ∈ C2(M) et
(aα)α∈N ∈ C0,θ(M) tels que (18), (19), (20) ont lieu. Alors, à extraction près,
il existe u∞ ∈ C2(M) telle que u∞ > 0 ou u∞ ≡ 0, il existe N ∈ N, il existe des
suites (x1,α)α∈N, ..., (xN,α)α∈N ∈ M , il existe (µ1,α)α∈N, ..., (µN,α)α∈N ∈ R>0 tels
que limα→∞ µi,α = 0 pour tout i ∈ {1, ..., N} et il existe C > 0 tel que

1
C

u∞(x) +
N∑

i=1

 µi,α

µ2
i,α + dg(x,xi,α)2

n(n−2)


n−2

2


≤ uα(x) ≤ C

u∞(x) +
N∑

i=1

 µi,α

µ2
i,α + dg(x,xi,α)2

n(n−2)


n−2

2
(21)

pour tout x ∈ M et tout α ∈ N.

On passe alors à une description ponctuelle par les bulles, que nous qualifierons de
”décomposition C0”. Un des avantages de cette nouvelle description est qu’on peut
légitimement ”remplacer” la fonction par les bulles en de nombreuses situations: par
exemple, dans des identité de type Pohozaev, la fonction d’origine est intégrée sur
divers domaines, et les divers termes qui interviennent peuvent être très précisément
estimés grâce à la décomposition C0.

Cette description est optimale: Druet-Hebey [48] on exhibé des suites (aα)α∈N telles
qu’il existe des suites de solution de (19) qui explosent en développant autant de
bulles que l’on veut qui ne sont pas nécessairement isolées. On entend par ”isolées”
des bulles centrées en (xi,α), (xj,α) ∈ M tels que limα→∞ |xi,α − xj,α| 6= 0. De
plus, la borne sur l’énergie (20) est indispensable: des exemples de solutions de
(19) d’énergie tendant vers l’infini sont exhibées. On renvoie à Druet-Hebey [48]
pour plus de précisions.

Cette description ponctuelle trouve plusieurs applications. On mentionnera en par-
ticulier le problème des meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev: dans
ce cas, on a u∞ ≡ 0 et N = 1. Pour plus de détails concernant cette question,
on renvoie aux articles de Hebey-Vaugon [62, 63], Druet [43], Robert [11], ainsi
qu’aux monographies Hebey [60] et Druet-Hebey [47]. D’ailleurs, les premières de-
scriptions C0 furent faites dans ce contexte, et plus généralement dans le contexte
d’une bulle N = 1 (Atkinson-Peletier [25], Brézis-Peletier [32], Druet-Robert [2],
Han [58], Rey [79], Robert [1], entre autres). Bien entendu, cette théorie s’applique
aux questions de compacité mentionnées plus haut, et on renvoie à Druet [44] pour
cela. On renvoie aussi à la sous-section 1.3 dans laquelle cette théorie s’applique à
des questions de compacité et de multiplicité pour des équations elliptiques issues
des inégalités de Hardy-Sobolev.

La difficulté supplémentaire dans le cadre général du théorème 1.2 par rapport au
cas N = 1 est due à la présence de plusieurs bulles (N > 1) qui peuvent interagir
entre elles. Du coup, l’analyse de ces bulles devient beaucoup plus délicate et
requiert un travail précis et minutieux.

1.3. Inégalités de Hardy-Sobolev et problèmes liés. Comme nous venons de
le voir, les questions de compacité sont intimement liées aux inégalités de Sobolev.
C’est en fait aussi le cas pour de nombreuses autres inégalités fonctionnelles. On
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s’intéresse ici aux inégalités de Hardy-Sobolev qui se formulent ainsi: soit n ≥ 3 et
s ∈ [0, 2], alors il existe C(n, s) > 0 tel que

(22)

(∫
Rn

|u|
2(n−s)

n−2 dx

|x|s

)n−2
n−s

≤ C(n, s)
∫

Rn

|∇u|2ξ dx

pour tout u ∈ C∞
c (Rn). Pour s = 2, on retrouve l’inégalité de Hardy, et pour

s = 0, on retrouve l’inégalité de Sobolev classique (15): l’inégalité (22) est obtenue
par interpolation entre l’inégalité de Hardy et l’inégalité de Sobolev. L’inégalité
(22) hérite de propriétés issues de ces deux inégalités fonctionnelles. Elle peut être
aussi vue comme un cas particulier des inégalités obtenues par Catrina-Wang [35]
et Caffarelli-Kohn-Nirenberg [34] (on renvoie aussi au livre de Maz’ya [73]). Soit Ω
un domaine régulier de Rn, n ≥ 3. On pose

H2
1,0(Ω) := {complété de C∞

c (Ω) pour ‖ · ‖H2
1,0
},

où ‖u‖H2
1,0(Ω) := ‖∇u‖2. Il suit de l’inégalité (22) que le plongement dans l’espace

à poids

(23) H2
1,0(Ω) ↪→ L2?(s)(Ω, |x|−s)

a lieu et que ce plongement est continu. En général, ce plongement n’est pas
compact et on retrouve les problématiques précédentes. En saturant l’inégalité
(22), on pose

(24) IΩ(u) :=

∫
Ω
|∇u|2ξ dx(∫

Rn

|u|
2(n−s)

n−2 dx

|x|s

)n−2
n−s

et µs(Ω) := inf
u∈H2

1,0(Ω)\{0}
IΩ(u)

Cette définition incite à se poser plusieurs questions:
(i) quelle est la valeur de la constante optimale µs(Ω)?
(ii) A-t-on des extrémales pour µs(Ω)? C’est-à-dire existe-t-il uΩ ∈ H2

1,0(Ω)\{0}
telle que µs(Ω) = IΩ(uΩ)?

Dans le cas s = 0, la réponse est connue depuis longtemps et µ0(Ω) = µ0(Rn) =
K(n, 2)−2 et, si Ω est borné, on n’a pas d’extrémale. Le cas s ∈ (0, 2) se révèle beau-
coup plus délicat et, comme on peut s’y attendre, les réponses aux deux questions
ci-dessus dépendent fortement de la position relative de 0 par rapport à Ω.

Le cas 0 6∈ Ω n’a que peu d’intérêt: en effet, le plongement de Sobolev devient
compact et on récupère l’existence d’extrémales. Le cas 0 ∈ Ω s’avère assez proche
du cas s = 0: l’ouvert Ω se comporte localement comme Rn au voisinage de 0, et
c’est Rn qui devient l’espace modèle pour ce problème. En particulier, on récupère
par localisation que µs(Ω) = µs(Rn) et on n’a pas d’extrémale si Ω est borné. La
valeur de µs(Rn) et les extrémales pour (24) sont explicites (ce résultat est dû à
Lieb [68], voir aussi Ghoussoub-Yuan [55]).

Le cas 0 ∈ ∂Ω s’avère beaucoup plus riche pour plusieurs raisons. Tout d’abord,
les phénomènes de concentration ont obligatoirement lieu au voisinage du bord
et localement, à difféomorphisme près, l’ouvert Ω est un morceau du demi-plan
Rn
− := {x ∈ Rn/ x1 < 0}. L’espace modèle devient alors Rn

−. Du coup, on montre
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que µs(Ω) ≤ µs(Rn
−), mais il n’y a pas égalité a priori. Les extrémales de µs(Rn

−)
sont des solutions positives de l’équation limite

(25) ∆ξu =
|u|2?(s)−2u

|x|s
dans Rn

−, u = 0 sur ∂Rn
−.

Pour cette équation, on a de nouveau une invariance par changement d’échelle. En
effet, soit µ > 0 et soit la fonction

(26) uµ(x) := µ
n−2

2 u(µx)

Alors uµ ∈ H2
1,0(Rn

−) vérifie encore (25). On l’a vu dans le cadre d’équations de
type Yamabe, cette invariance génère des phénomènes de concentration. Cette
invariance nous fournit ainsi une preuve de la non-compacité du plongement (23):
soit u ∈ H2

1,0(Rn
−) solution de (25). Soit ϕ : B1(0) → U un difféomorphisme

sur U ouvert de Rn contenant 0 tel que ϕ(B1(0) ∩ {x1 < 0}) = ϕ(B1(0)) ∩ Ω et
ϕ(B1(0) ∩ {x1 = 0}) = ϕ(B1(0)) ∩ ∂Ω; on choisit alors η ∈ C∞

c (U) telle que η ≡ 1
au voisinage de 0. Á transformation affine près, on peut supposer que ϕ(0) = 0 et
que dϕ0 = IdRn . On pose

(27) wα(x) = η(x)µ−
n−2

2
α u

(
ϕ−1(x)

µα

)
pour x ∈ Ω et (µα)α∈N ∈ R>0 telle que limα→+∞ µα = 0. Dans ce contexte, de
telles fonctions seront appelées ”Bulles”. On constate alors que uα ∈ H2

1,0(Ω) et
que

lim
α→+∞

∫
Ω

|∇wα|2 dx = lim
α→+∞

∫
Ω

|wα|2
?(s)

|x|s
dx = µs(Rn

−)
n−s
2−s

et lim
α→+∞

∫
Ω

|wα|q

|x|s
dx = 0 pour 1 ≤ q < 2?(s).

Le plongement (23) n’est donc pas compact. Il serait utile d’avoir une expression
exacte des extrémales pour µs(Rn

−), comme c’était le cas sur Rn. Or, les extrémales
ne sont pas connues, ce qui est un problème pour la minimisation de la fonctionnelle
IΩ: en effet afin de retrouver la compacité des suites minimisantes renormalisées, on
estime traditionnellement la fonctionnelle à minimiser (ici IΩ) en des fonctions-test
issues des extrémales (ici wα) et on fait un développement limité afin d’atteindre
des valeurs sous le niveau d’énergie d’explosion (ici µs(Rn

−)). Les extrémales n’étant
pas explicites, ce schéma ne fonctionne que partiellement, mais donne quand même
quelques résultats (voir à ce propos Ghoussoub-Kang [54]).

Dans ce type de problème de minimisation, on remplace la fonctionnelle IΩ par
une fonctionnelle sous-critique (il suffit de remplacer 2?(s) par 2?(s)− ε avec ε > 0
petit dans la définition de IΩ) pour laquelle on récupère de la compacité, et donc
des minimiseurs. On se ramène alors à l’étude quand ε → 0 de solutions uε ∈
H2

1,0(Ω) \ {0} telles que uε ≥ 0 et

∆ξuε =
u

2?(s)−1−ε
ε

|x|s
dans D′(Ω)

avec une borne uniforme sur la norme L2?(s) des (uε)ε>0. Les solutions faibles d’une
telle équation sont en fait dans C1(Ω) dès que ε est assez petit.
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Après changement d’échelle comme en (26) et en faisant tendre ε vers 0, on récupère
l’équation limite (25). Comme ce qui a été fait dans la section précédente, on
souhaite alors récupérer un contrôle par les bulles (27). Le résultat suivant a lieu:

Théorème 1.3 (Ghoussoub-Robert [15], 2006). Soit Ω un ouvert borné régulier
orienté de Rn, n ≥ 3, tel que 0 ∈ ∂Ω. Soit s ∈ (0, 2) et soit (aα)α∈N ∈ C1(Ω) telle
que limα→+∞ aα = a∞ ∈ C1(Ω) dans C1(Ω). Soit une suite (pα)α∈N ∈ [0, 2?(s)−2)
telle que limα→+∞ pα = 0. Soit une suite (uα)α∈N ∈ H2

1,0(Ω) telle que

(28) ∆ξuα + aαuα =
|uα|2

?(s)−2−pαuα

|x|s
dans D′(Ω).

On suppose qu’il existe Λ > 0 tel que ‖uα‖H2
1,0(Ω) ≤ Λ pour tout α ∈ N. Alors, à

extraction près, il existe C > 0, il existe N ∈ N, il existe (µα,1)α∈N, ..., (µα,N )α∈N ∈
R>0 tels que limα→+∞ µα,i = 0 pour tout i ∈ {1, ..., N} et

|uα(x)| ≤ C|x|+ C

N∑
i=1

µ
n
2
α,i|x|

(µ2
α,i + |x|2)n

2

pour tout x ∈ Ω et tout α ∈ N.

Quelques remarques sur ce résultat. Les fonctions considérées pouvant changer
de signe, on ne récupère pas le contrôle inférieur par le terme de droite de l’inégalité
comme dans le théorème 1.2. D’autre part, on n’obtient a priori pas exactement
le contrôle par bulles annoncé. Cependant, on montre dans [15] que pour chaque
solution u de (25) obtenue dans l’étude, il existe C > 0 tel que

|u(x)| ≤ C
|x1|

(1 + |x|2)n
2

pour tout x ∈ Rn
−, le contrôle de u par le terme de droite ayant aussi lieu par

en-dessous dans le cas où u > 0. En revenant à la bulle wα de (27), on obtient

|wα(x)| ≤ C
µ

n
2
α |x|

(µ2
α + |x|2)n

2

pour x ∈ Ω et α ∈ N. Du coup, le contrôle obtenu est licite: on peut même
l’améliorer et le rendre optimal dans le cas des solutions positives (il faut alors un
peu modifier les bulles).

En injectant cette estimée dans une identité de type Pohozaev, on obtient le résultat
de compacité suivant, dans l’esprit de Druet [44]:

Théorème 1.4 (Ghoussoub-Robert [15], 2006). Soit Ω un ouvert borné orienté de
Rn, n ≥ 3, tel que 0 ∈ ∂Ω. Soit s ∈ (0, 2) et soit a ∈ C1(Ω). Soit (pα)α∈N ∈
[0, 2?(s) − 2) telle que limα→+∞ pα = 0 et soit (uα)α∈N ∈ H2

1,0(Ω) bornée dans
H2

1,0(Ω) vérifiant (28) avec aα ≡ a. Alors la suite (uα)α∈N est pre-compacte dans
la topologie C1 dans chacun des deux cas suivants:

(1) les courbures principales de ∂Ω en 0 sont inférieures ou égales à 0 et non
toutes nulles,

(2) uα ≥ 0 pour tout α ∈ N et la courbure moyenne de ∂Ω en 0 est strictement
négative.
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La convention de signe est prise de façon à ce que sur la sphère unité, vue comme
le bord de la boule orientée, les courbures principales sont positives, ainsi que la
courbure moyenne.

Comparé à d’autres résultats de compacité, ce résultat amène plusieurs remarques.
Pour les équations de type Yamabe, la compacité dépend du comportement de la
variété et du terme linéaire d’un point de vue local ou bien global: en effet, soit
(M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension n ≥ 3, soient
une suite (hα)α∈N ∈ C2(M) telle que limα→+∞ hα = h∞ ∈ C2(M) dans C2(M) et
une suite (uα)α∈N ∈ C2(M) telle que

∆guα + hαuα = u
n+2
n−2
α sur M, ‖uα‖ 2n

n−2
≤ Λ

pour tout α ∈ N. Olivier Druet a montré que la suite (uα)α∈N est relativement
compacte dans C2(M) dans les cas suivants:

(i) n = 3, hα ≤ n−2
4(n−1)Rg pour tout α ∈ N et h∞ 6≡ n−2

4(n−1)Rg,
(ii) n ≥ 4, n 6= 6 et h∞(x) 6= n−2

4(n−1)Rg(x) pour tout x ∈ M .

Pour les petites dimensions, c’est le global qui prime, pour les grandes, c’est le local.
Pour la compacité dans Hardy-Sobolev, la structure même du problème induit qu’il
n’y a pas de phénomène de petite dimension, mais en plus, que le terme linéaire a∞
n’intervient pas, et seule la géométrie de l’ouvert Ω en 0 est à prendre en compte.

Comme corollaires du théorème 1.4, on obtient les résultats suivants:

Théorème 1.5 (Ghoussoub-Robert [17, 15], 2006). Soit Ω un ouvert borné orienté
de Rn, n ≥ 3, tel que 0 ∈ ∂Ω. Soit s ∈ (0, 2). On suppose que la courbure moyenne
de ∂Ω en 0 est strictement négative. Alors il existe des extrémales pour µs(Ω).

Ce théorème généralise les résultats antérieurs de Ghoussoub et Kang [54]. Dans
le cas d’un cône (donc non borné), ce problème a été étudié par Egnell [51]. D’autre
part, en combinant la compacité du théorème 1.4 avec des méthodes topologiques
telles que celles développées dans Ghoussoub [53], on obtient un résultat de multi-
plicité:

Théorème 1.6 (Ghoussoub-Robert [15], 2006). Soit Ω un ouvert borné orienté de
Rn, n ≥ 3, tel que 0 ∈ ∂Ω. Soit s ∈ (0, 2) et a ∈ C1(Ω) tel que ∆ξ + a est coercif.
On suppose que les courbures principales de ∂Ω en 0 sont inférieures ou égales à 0
et non toutes nulles. Alors il existe une infinité de solutions u ∈ H2

1,0(Ω) ∩ C1(Ω)
de

∆ξu + au =
|u|2?(s)−2u

|x|s
dans D′(Ω).

Pour terminer, précisons que la présentation de ces résultats sur les inégalités
de Hardy-Sobolev ne respecte pas le cheminement exacte des travaux effectués:
l’analyse fut tout d’abord effectuée en dimension n ≥ 4 avec une bulle dans l’article
Ghoussoub-Robert [17], puis généralisée dans Ghoussoub-Robert [15]. Le terme
|x| désigne la distance à l’origine: dans l’esprit de Badiale-Tarantello [28] (voir
également Mazja [73]), on peut aussi le remplacer par la distance à un sous-espace
vectoriel de dimension supérieure à 1. Ce cas est étudié dans Ghoussoub-Robert
[22].
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2. Problèmes elliptiques d’ordre quatre (et plus)

Les questions abordées jusqu’ici se généralisent naturellement à des opérateurs
elliptiques d’ordre quatre (et même au-delà). Le contexte sera principalement celui
de l’opérateur de Paneitz-Branson: cependant, nous nous référerons souvent au
contexte euclidien, en particulier en ce qui concerne la dimension quatre. Plus
précisément, soit (M4, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimen-
sion quatre. En 1983, Paneitz [76] définit l’opérateur

(29) P 4
g (u) := ∆2

gu− divg

((
2
3
Rgg − 2Ricg

)
du

)
pour u ∈ C4(M). Ici, Ricg est le tenseur de Ricci et Rg est toujours la courbure
scalaire. Cet opérateur est invariant conforme au sens suivant: si g̃ = e2ug, u ∈
C∞(M), est une métrique conforme à g, alors l’opérateur P 4

g̃ est relié de façon
simple à g par la relation

(30) P 4
g̃ = e−4uP 4

g .

Cette formule est le pendant quadri-dimensionnel de la formule (10) d’invariance
conforme en dimension deux. À cet opérateur, Branson [30] a associé une courbure,
appelée la Q−courbure, définie par

(31) Q4
g :=

1
6
∆gRg +

1
6
R2

g −
1
2
|Ricg|2g.

Dans une classe conforme, deux courbures sont reliées entre elles par une relation
très simple: si g̃ = e2ug, alors

P 4
g u + Q4

g = Q4
g̃e

4u sur M.

On renvoie à Chang [36] pour plus de précisions sur cet opérateur. De même qu’à
l’ordre deux, cet opérateur se généralise aux dimensions supérieures. En effet, sur
une variété (Mn, g) de dimension n ≥ 5, Branson a défini l’opérateur

Pn
g (u) := ∆2

gu− divg((anRgg − bnRicg) du) +
n− 4

2
Qn

g u

pour u ∈ C4(M), avec an := (n−2)2+4
2(n−1)(n−2) , bn := 4

n−2 et

Qn
g :=

1
2(n− 1)

∆gRg +
n3 − 4n2 + 16n− 16
8(n− 1)2(n− 2)2

R2
g −

2
(n− 2)2

|Ricg|2g.

est la Q−courbure. Tout comme le laplacien conforme, l’opérateur de Paneitz-
Branson est invariant conforme: si g̃ = u

4
n−4 g, u ∈ C∞(M), u > 0, est une

métrique conforme à g, alors Pn
g̃ est relié à Pn

g par la formule

Pn
g̃ ϕ = u−

n+4
n−4 Pn

g (uϕ)

pour tout ϕ ∈ C∞(M). Ainsi, pour reprendre la terminologie de l’introduction,
l’opérateur de Paneitz-Branson est un opérateur métrique conformément covariant
de bidegré (n−4

2 , n+4
2 ) et il vérifie (1) avec k = 2.

Toujours en dimension n ≥ 5, en prenant ϕ ≡ 1, on obtient la relation

(32) Pn
g u = fu

n+4
n−4 , u > 0 avec f =

n− 4
2

Qn
g̃ .

On peut alors se demander sous quelles hypothèses une fonction f ∈ C∞(M) est
Q−courbure d’une métrique conforme à g. Par ailleurs, dans l’esprit de la première
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partie sur l’ordre deux, on pourra étudier les propriétés de compacité des solutions
d’une équation de type (32). La difficulté commune avec l’ordre deux provient
d’un exposant critique autant que de l’invariance conforme. Concernant l’exposant
critique, soit

H2
2 (M) := {complété de C∞

c (M) pour ‖ · ‖H2
2
}

où ‖u‖H2
2

:= ‖u‖2 + ‖∇u‖2 + ‖∇2u‖2. Il suit des théorèmes de Sobolev que H2
2 (M)

se plonge dans L2]

(M), avec 2] := 2n
n−4 et que ce plongement est continu. Les

solutions de (32) sont, à homothétie près, les points critiques de la fonctionnelle

(33)

∫
M

uPn
g u dvg(∫

M
f |u|2] dvg

) 2
2]

définie pour u ∈ H2
2 (M) \ {0} dès que f > 0. Ici, le numérateur est à prendre au

sens des distributions. Tout comme à l’ordre deux, la technique de minimisation
fonctionne mal car le plongement H2

2 (M) ↪→ L2]

(M) n’est pas compact. La non-
compacité est illustrée par la famille de fonctions suivante: soit (xα)α∈N ∈ M et
soit (µα)α∈N ∈ R>0 telle que limα→+∞ µα = 0, on définit alors

(34) wα(x) := ηxα
(x)

 µα

µ2
α + dg(x,xα)2√

n(n−4)(n2−4)


n−4

2

pour x ∈ M et α > 0

où ηxα est définie comme suit: ηxα(x) := η(exp−1
xα

(x)) pour dg(x, x0) < ig(M) et
0 sinon, avec η ∈ C∞

c (Big(M)(0)) qui est telle que η(x) ≡ 1 dans Big(M)/2(0).
Un calcul rapide montre qu’il existe c1, c2 > 0 tels que limε→0 ‖wα‖H2

2
= c1,

limε→0 ‖wα‖L2] = c2 et limε→0 ‖wα‖Lq = 0 pour tout q ∈ [1, 2]). Ceci pose
problème tant pour les questions d’existence que pour les questions de compacité.
On renvoie ici à la section précédente pour plus de développements sur ce phénomène.

Considérons maintenant l’invariance conforme. On s’intéressera à des solutions
u ∈ C4(M) de

(35) ∆2
g − divg(Adu) + au = u2]−1, u > 0

avec A ∈ Λ1,θ
(2,0)(M) un champ de tenseur deux fois covariant et a ∈ C0,θ(M),

θ ∈ (0, 1). Les questions posées à l’ordre deux s’étendent à l’ordre quatre. Soit
une suite (uα)α∈N ∈ C4(M) de solutions de (35): existe-t-il u ∈ C4(M) telle que, à
extraction près,

lim
α→+∞

uα = u dans C4(M)?

Là encore, l’invariance par changement d’échelle va générer un phénomène de con-
centration. En effet, soit (xα)α∈N ∈ M et soit (µα)α∈N ∈ R>0 tel que limα→+∞ µα =
0. On pose alors, comme dans (7)

ũα(x) := µ
n−4

2
α uα(expxα

(µαx))

pour x ∈ Rn tel que |x| < µ−1
α ig(M) (on a assimilé l’espace tangent à Rn). La

nouvelle fonction ũα vérifie alors

∆2
gα

ũα − µ2
αdivgα((exp?

gα
A)(µαx)dũα)) + µ4

αa(expxα
(µαx))ũα = u2]−1

α
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dans Bµ−1
α ig(M)(0). Si la famille ũα converge dans C4 lorsque α → +∞ vers une

fonction v > 0, alors v est solution de l’équation limite

∆2
ξv = v2]−1 sur Rn.

Les solutions de cette équation sont explicites et ont été déterminées par C.S.Lin
[69]: il existe λ > 0 et x0 ∈ Rn tels que

(36) v(x) =

 λ

λ2 + |x−x0|2√
n(n−4)(n2−4)


n−4

2

pour tout x ∈ Rn.

Du coup, dans le cas x0 = 0 et λ = 1, en faisant le changement de variable inverse,
on récupère que, du moins pour les points x suffisamment proches de xα, uα(x) est
proche de

(37) B(4)
α (x) := ηxα

(x)

 µα

µ2
α + dg(x,xα)2√

n(n−4)(n2−4)


n−4

2

,

qui est la fonction wα définie en (34). Pour l’ordre quatre, les fonctions B
(4)
α ci-

dessus seront qualifiées de bulles. Ici encore, on montrera que le défaut de compacité
est particulièrement bien décrit par les bulles.

Comme à l’ordre deux, les fonctions v ci-dessus sont reliées aux inégalités de
Sobolev. En effet, il suit du théorème de Sobolev qu’il existe c > 0 tel que
‖u‖2] ≤ c‖∆ξu‖2 pour tout u ∈ C∞

c (Rn). En posant D2
2(Rn) le complété de

C∞
c (Rn) pour la norme u 7→ ‖∆ξu‖2, on pose alors

(38)
1

K0(n)2
:= inf

u∈D2
2(Rn)\{0}

∫
Rn(∆ξu)2 dx(∫
Rn |u|2] dx

) 2
2]

.

Cette constante est explicite et a été calculée ainsi que ses extrémales par Edmunds-
Fortunato-Jannelli [50], Lieb [68] et Lions [70]: les extrémales sont, à multiplication
par un scalaire près, de la forme (36). Du coup, pour chaque fonction v, on obtient

‖v‖2
]

2] =
1

K0(n)
n
2

,

et la norme ne peut pas être arbitrairement petite. Puis, comme à l’ordre deux, on
obtient pour une bulle que

lim
α→+∞

‖B(4)
α ‖2

]

2] =
1

K0(n)
n
2

.

Ces difficultés étaient communes avec l’ordre deux. Mais l’ordre quatre va poser une
nouvelle difficulté qui est spécifique aux itérées du laplacien: l’absence (en général)
de principe de comparaison. Concernant la terminologie, on dira qu’un opérateur
P défini sur une variété compacte sans bord vérifie le principe de comparaison si

∀u ∈ C∞(M), Pu ≥ 0 ⇒ u > 0 ou u ≡ 0.

À titre d’exemple, l’opérateur ∆g + a vérifie le principe de comparaison si et seule-
ment s’il est coercif. En revanche, pour un opérateur elliptique d’ordre quatre, une
telle caractérisation est fausse: il existe des opérateurs elliptiques d’ordre quatre
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coercifs ne vérifiant pas le principe de comparaison. Pour un opérateur coercif,
la positivité de la fonction de Green implique que le principe de comparaison est
satisfait.

Pourquoi ce principe est-il si crucial? Tout d’abord, suivant la stratégie à l’ordre
deux, nous sommes amenés à chercher à minimiser la fonctionnelle (33). Admettons
que u ∈ H2

2 (M) \ {0} en soit un minimiseur: si Pn
g est coercif et vérifie le principe

de comparaison, alors on peut montrer (voir Esposito-Robert [5], Djadli-Hebey-
Ledoux [41]) qu’un tel minimiseur est nécessairement de signe constant et du coup,
à homothétie près, u est une solution positive de (32) et Qn

u
4

n−4 g
= 2

n−4f . Or,

en général, il n’est pas possible de dire si l’opérateur Pn
g vérifie le principe de

comparaison ou pas, et donc la méthode de minimisation ne permet pas de conclure.
Le principe de comparaison est aussi fondamental pour l’étude de la compacité
et du contrôle ponctuel par des bulles (tout comme à l’ordre deux, il existe une
décomposition de type Struwe pour les suites de Palais-Smale, voir plus loin le
théorème 2.4 de Hebey-Robert [3]): dans la preuve du théorème 1.2 à l’ordre deux,
on a fait une utilisation intensive du principe du maximum pour la preuve du
théorème 1.2. Bref, ce principe de comparaison intervient fréquemment et il va
falloir pallier à son absence à l’ordre quatre.

2.1. Résultats d’existence. Même si, en général, il n’est pas possible de dire
si l’opérateur de Paneitz-Branson satisfait le principe de comparaison, on peut
cependant montrer qu’il le vérifie si la métrique g est d’Einstein à courbure scalaire
positive (des résultats sont obtenus dans le cas localement conformément plat par
Qing-Raske [77, 78]). Il reste donc à montrer que l’infimum de la fonctionnelle (33)
est atteint. Ici, il est possible d’utiliser des techniques issues de l’ordre deux: la
non-compacité étant quantifiée, on montre que si l’infimum de la fonctionnelle (33)
est assez petit, on récupère de la compacité et donc l’existence de minimiseurs.
Il suffit alors d’évaluer la fonctionnelle en les bulles (37). De nombreux résultats
d’existence s’en suivent. À titre d’illustration, on présente celui-ci:

Théorème 2.1 (Esposito-Robert [5], 2002). Soit (M, g) une variété riemanni-
enne compacte de dimension n ≥ 8. On suppose que (M, g) est d’Einstein et que
l’opérateur Pn

g est coercif. Soit f ∈ C∞(M), f > 0. On suppose qu’il existe x0 ∈ M
tel que maxM f = f(x0), ∆gf(x0) = 0 et

4(n2 − 4n− 4)
3(n + 2)

|Weylg|2g(x0)

+(n− 6)(n− 8)
∆2

gf

f
(x0) + 2(n− 6)(n− 8)

(∇2f,Ricg)g

f
(x0) > 0

où |Weylg|g est la norme du tenseur de Weyl. Alors il existe une métrique g̃
conforme à g telle que Qn

g̃ = f .

La minimisation n’est pas l’unique stratégie envisagée pour trouver des solutions
de (32). Considérons ici des opérateurs conformes d’ordre arbitraire. En effet,
sur les variétés de dimension n ≥ 2, et suivant les travaux de Fefferman et Gra-
ham [52], Graham-Jenne-Mason-Sparling [56] ont construit pour chaque k ∈ N?

un opérateur métrique conformément covariant de bidegré (n−2k
2 , n+2k

2 ) noté Pn,k
g ,

avec la restriction 2k ≤ n si n est pair. Chacun de ces opérateurs est différentiel
et vérifie (1): c’est-à-dire Pn,k

g est elliptique et de partie principale ∆k
g . Lorsque
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k = 1, on retrouve le laplacien conforme, et lorsque k = 2, on retrouve l’opérateur
de Paneitz-Branson. À chaque opérateur est associé une courbure Qn,k

g qui est in-
variante conforme au sens suivant: si n 6= 2k et si g̃ = u

4
n−2k , u ∈ C∞(M), u > 0,

alors

(39) Pn,k
g u = Qn,k

g̃ u
n+2k
n−2k sur M.

Pour n = 2k, l’expression est différente. Pour k = 1, 2, on retrouve respective-
ment la courbure scalaire et la Q−courbure de Branson à homothétie près. Là
encore, les questions de prescription de courbure se heurtent à des défauts de
compacité. Ici, plutôt que de minimiser une fonctionnelle, on réécrit (39) comme
Qn,k

g̃ = u−
n+2k
n−2k Pn,k

g u := Fn,k
g (u). La prescription de courbure revient à étudier

l’image de Fn,k
g . La stratégie visant à brutalement inverser Fn,k

g ne fonctionne
pas à cause du noyau de sa différentielle: dans le cas de la sphère, ce noyau en
Qn,k

h contient les premières harmoniques sphériques. En revanche, en ajoutant de
la structure à la fonction à prescrire et en étudiant précisément le noyau ci-dessus,
on montre le résultat suivant:

Théorème 2.2 (Delanoë-Robert [20], 2006). Soit (Sn, h) la sphère unité munie
de sa métrique standard, et soit k ≥ 1 tel que 2k ≤ n si n est pair. Soit G un
groupe d’isométries de (Sn, h) agissant sans point fixe (c’est-à-dire que le cardinal
de chaque orbite est supérieur ou égal à 2). Alors pour tout θ ∈ (0, 1), il existe
ε(θ) > 0 tel que pour toute fonction f ∈ C∞(Sn) invariante par G vérifiant

(40) ‖f −Qn,k
h ‖C0,θ(Sn) < ε(θ),

alors il existe h̃ conforme à h telle que Qn,k

h̃
= f .

Dans le cas k = 1, ce résultat fut prouvé par Delanoë [39]. Notons qu’on peut
se passer de l’hypothèse (40) dans le cas k = 1, n = 3 (Hebey [59]) ainsi que dans
le cas k = 2, n = 5 (Robert [6]): c’est dans ces deux cas une analyse du phénomène
d’explosion des solutions qui est utilisée.

Les quelques résultats mentionnés ici concernant l’existence ne sont pas exhaustifs,
de nombreuses autres méthodes peuvent être employées. Les questions d’existence
n’étant pas le point central de ce mémoire, nous n’en dirons pas plus.

2.2. Résultats de compacité. Davantage dans l’esprit de la première partie, on
s’intéresse à des propriétés de compacité associées aux opérateurs d’ordre quatre.
On considère des fonctions u ∈ C4(M) solutions de l’équation

(41) ∆2
gu + b∆gu + cu = u2]−1 , u > 0

avec b, c ∈ R, b, c > 0. Notons que dans le cas d’une variété d’Einstein, l’opérateur
géométrique Pn

g s’écrit comme ci-dessus avec

b =
n2 − 2n− 4
2n(n− 1)

Rg et c =
(n− 4)(n2 − 4)

16n(n− 1)2
R2

g.

Considérons, pour Λ > 0, l’ensemble

SΛ := {u ∈ C4(M)/ u vérifie (41) et ‖u‖2] ≤ Λ}.
Suivant le programme initié par Schoen [83], on cherche à déterminer si l’ensemble
SΛ est compact (il est non vide car il contient une fonction constante pour Λ assez
grand). Dans cet esprit, considérons deux suites (aα)α∈N, (bα)α∈N ∈ R>0 telles que
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limα→+∞ aα = a∞ > 0 et limα→+∞ bα = b∞ > 0 ainsi que les fonctions u ∈ C4(M)
solutions de

(42) ∆2
gu + bα∆gu + cαu = u2]−1 , u > 0.

On dira que l’équation (42) est compacte si pour toute suite (uα)α∈N ∈ C4(M)
solution de (42) telle que ‖uα‖2] = O(1) pour tout α ∈ N, alors il existe u ∈ C4(M)
telle que

lim
α→+∞

uα = u dans C4(M)

à extraction près. Là encore, dire si l’équation (42) est compacte ou non n’est pas
aisé à cause de l’exposant 2] et de l’invariance conforme. À titre d’exemple, plaçons-
nous sur la sphère unité (Sn, h): l’opérateur Pn

h est alors à coefficients constants et
s’écrit

Pn
h = ∆2

h + ᾱn∆h + ān avec ᾱn :=
n2 − 2n− 4

2
et ān :=

(n− 4)n(n2 − 4)
16

et l’ensemble
S = {u ∈ C4(Sn)/ Pn

h u = u2]−1, u > 0}
est explicite: en effet, on a

S = {uβ,x0/ β > 1 et x0 ∈ Sn}
avec

(43) uβ,x0(x) := ā
n−4

8
n

( √
β2 − 1

β − cos dh(x, x0)

)n−4
2

pour x ∈ Sn. Pour tout x0 ∈ Sn, on a

lim
β→1

uβ,x0(x0) = +∞ et lim
β→1

uβ,x0 = 0 dans C4
loc(Sn \ {x0}).

De plus, la norme H2
2 de uβ,x0 est bornée et converge vers une constante positive.

Plus précisément, on a
‖uβ,x0‖2H2

2
= K0(n)−

n
2

où K0(n) est la meilleure constante dans le plongement de Sobolev euclidien intro-
duite dans (38). Par passage à la projection stéréographique, les fonctions uβ,x0

correspondent aux fonctions (36), qui sont les extrémales pour K0(n).

Afin d’énoncer le théorème général, on définit le (2, 0)−tenseur

Ag := anRgg − bnRicg,

de sorte que l’opérateur de Paneitz-Branson s’écrit Pn
g = ∆2

g−divg(Agd)+ n−4
2 Qn

g .
La forme bilinéaire Ag(x) étant symétrique, on la diagonalise selon le produit
scalaire g(x) et on note λ1(x), ..., λn(x) ses valeurs propres. On note alors

λmin := min{λi(x)/ x ∈ M, i ∈ {1, ..., n}}
et

λmax := max{λi(x)/ x ∈ M, i ∈ {1, ..., n}},
puis on définit l’ensemble critique

Sc := [λmin, λmax].

Cet ensemble désigne le lieu où se situe l’opérateur géométrique lorsqu’on se con-
centre sur le terme d’ordre deux. On obtient alors le résultat suivant:
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Théorème 2.3 (Hebey-Robert-Wen [14], 2006). Soit (M, g) une variété rieman-
nienne compacte de dimension n ≥ 6. Soient deux suites (bα)α∈N, (cα)α∈N telles
que limα→+∞ bα = b∞ > 0 et limα→+∞ cα = c∞ > 0. On suppose de plus que
cα ≤ b2

α/4 pour tout α ∈ N. Alors l’équation (42) est compacte dans chacun des
deux cas suivants:

(i) b∞ 6∈ Sc si n ≥ 9,
(ii) b∞ < minSc si n = 6, 7, 8.

En d’autres termes, on récupère de la compacité dès que l’opérateur limite ∆2
g +

b∞∆g + c∞ est loin de son modèle géométrique Pn
g : ce point met en évidence que,

lorsqu’on considère une équation, ce n’est pas tant l’exposant 2] = 2n
n−4 qui est

critique, mais l’opérateur géométrique Pn
g . Dans le cas d’une variété d’Einstein,

on obtient Ag = n2−2n−4
2n(n−1) Rg, et du coup Sc = {n2−2n−4

2n(n−1) Rg} est un singleton:

la condition (i) s’écrit alors b∞ 6= n2−2n−4
2n(n−1) Rg et la condition (ii) s’écrit b∞ <

n2−2n−4
2n(n−1) Rg.

Ce résultat est à mettre en parallèle avec le résultat d’Olivier Druet [44] (voir la
discussion en ce sens après l’énoncé du théorème 1.4) qui a montré que l’équation
∆gu + hαu = u

n+2
n−2 est compacte en dimension n ≥ 4, n 6= 6 dès que h∞(x) 6=

n−2
4(n−1)Rg(x) pour tout x ∈ M , avec limα→+∞ hα = h∞ dans C2(M). Pour plus de
précisions, en particulier pour la dimension 3 et un terme linéaire sous la courbure
scalaire, on renvoie à Druet [44].

Quelques questions se posent à ce niveau concernant l’optimalité de ce théorème.
Tout d’abord, l’exemple (43) des fonction uβ,x0 nous indique que la condition d’être
en dehors de l’ensemble critique ne peut pas être supprimée (dans le cas de la
sphère, Sc = {ᾱn}). D’autre part, pour les familiers de la compacité dans l’équation
de Yamabe, imposer une borne uniforme sur l’énergie (c’est-à-dire la norme L2]

)
peut sembler superflu (dans de multiples situations, être solution de l’équation de
Yamabe (11) impose obligatoirement une borne uniforme sur la norme L

2n
n−2 ). Elle

ne l’est pas ici: en effet, plaçons-nous sur la sphère standard (Sn, h) avec n ≥ 12. On
construit dans Hebey-Robert-Wen [14] des suites de fonctions (Uα)α∈N ∈ C4(Sn),
(cα)α∈N ∈ C1(Sn) telles que ∆2

hUα + ᾱn∆hUα + cαUα = U2]−1
α , Uα > 0 dans Sn

limα→+∞ cα = ān dans C1(Sn)
limα→+∞ ‖Uα‖2] = +∞


et, bien que les Uα soient chacun solution de l’équation, leur énergie explose.
L’équation est donc extrêmement instable.

Une autre question naturelle concerne la dimension: pour les petites dimensions
(n = 6, 7, 8), on demande que l’équation limite soit ”en dessous” de l’opérateur
géométrique, sans avoir la possibilité d’être au-dessus, comme c’était le cas en
dimension n ≥ 9. L’exemple suivant apporte un début d’explication: plaçons-nous
sur la sphère standard (S8, h). On construit dans Hebey-Robert-Wen [14] des suites
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de fonctions (Uα)α∈N ∈ C4(S8), (bα)α∈N, (cα)α∈N ∈ C1(S8) telles que
∆2

hUα + bα∆hUα + cαUα = U2]−1
α , Uα > 0 dans Sn

limα→+∞ bα = ᾱn, limα→+∞ cα = ān dans Lp(Sn) ∀p ≥ 1
‖Uα‖2] = O(1) lorsque α → +∞
limα→+∞ ‖Uα‖∞ = +∞


De plus, dans cet exemple, ‖Uα‖∞ = Uα(xα) avec limα→+∞ xα = x∞ et

lim
α→+∞

bα(x∞) > ᾱn

et c’est ce terme qu’il faut considérer dans la preuve de la compacité. Ainsi, en
dimension 8, bien que l’opérateur soit, en un certain sens, au-dessus de l’opérateur
géométrique sur une zone critique, on n’a pas de compacité. Ces deux exemples
prennent pour (aα), (bα) des suites de fonctions, dont certaines ne convergent que
dans Lp: cependant, ils donnent des indications fortes concernant l’utilité de la
borne sur l’énergie et sur la spécificité de la dimension 8. À ce propos, le résultat de
compacité d’Olivier Druet [44] exclut la dimension 6, dimension qui est ici remplacée
par la dimension 8. Dans le cas des équations critiques d’ordre deux, Druet-Hebey
[48] ont exhibé des exemples similaires à ceux décrits ci-dessus. Parmi les autres
références possibles sur la compacité, on peut citer Djadli-Malchiodi-Ould Ahmedou
[42] et Qing-Raske [77, 78].

Quelques mots sur la preuve du théorème 2.3. Considérons des suites (bα), (cα)
comme dans le théorème 2.3 et une suite (uα)α∈N ∈ C4(M) solution de (42). On
suppose qu’il existe Λ > 0 tel que ‖uα‖2] ≤ Λ pour tout α ∈ N. La suite (uα)α∈N
peut être décrite en terme de bulles par une décomposition de type Struwe comme
à l’ordre deux. On définit la fonctionnelle

J(u) :=
1
2

∫
M

(∆gu)2 dvg +
b∞
2

∫
M

|∇u|2g dvg +
c∞
2

∫
M

|u|2 dvg −
1
2]

∫
M

|u|2
]

dvg

pour u ∈ H2
2 (M). On dit alors que la suite (vα)α∈N ∈ H2

2 (M) est une suite de
Palais-Smale pour J si (J(vα))α∈N est bornée et si (J ′(vα))α∈N converge fortement
vers 0 dans H2

2 (M)′. En particulier, la suite (uα) est une suite de Palais-Smale
pour J . On obtient le résultat suivant:

Théorème 2.4 (Hebey-Robert [3], 2001). Soit (uα)α∈N ∈ H2
2 (M) une suite de

Palais-Smale pour J . On suppose que uα ≥ 0 pour tout α ∈ N. Alors, à extraction
près, il existe u∞ ∈ H2

2 (M) une solution faible de

∆2
gu∞ + b∞∆gu∞ + c∞u∞ = u2]−1,

il existe N ∈ N, il existe des suites (x1,α)α∈N, ..., (xN,α)α∈N ∈ M , il existe des suites
(µ1,α)α∈N, ..., (µN,α)α∈N ∈ R>0 tels que limα→∞ µi,α = 0 et

(44) uα = u∞ +
N∑

i=1

ηxi,α(x)

 µi,α

µ2
i,α + dg(·,xi,α)2√

n(n−4)(n2−4)


n−4

2

+ Rα

où limα→+∞ Rα = 0 fortement dans H2
2 (M) et les fonctions ηxi,α sont définies

comme en (34). De plus, on a

J(uα) = J(u∞) +
2N

nK0(n)
n
2

+ o(1)
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avec limα→+∞ o(1) = 0.

En d’autres termes, l’analogue du théorème 1.1 de Struwe a lieu à l’ordre 4, et
on se retrouve de nouveau avec une décomposition en somme de bulles. De plus,
l’absence de compacité (et donc l’existence de bulles) se traduit par l’existence d’au
moins un niveau d’énergie 2n−1K0(n)−

n
2 . On remarquera que si (B(4)

α )α∈N est une
bulle comme dans (37), on a

lim
α→+∞

J(B(4)
α ) =

2
nK0(n)

n
2

.

Une décomposition existe pour des fonctions changeant de signe (Hebey-Robert
[3]) et même pour un exposant 2? − εα avec limα→+∞ εα = 0 (Robert, thèse de
doctorat).

On écrit alors la décomposition (44) pour la suite (uα) prise au début de la preuve.
À ce niveau, on souhaite avoir une décomposition C0 comme dans le théorème
1.2: or, on l’a déja dit, la preuve de ce résultat à l’ordre deux fait fondamentale-
ment intervenir le principe de comparaison qui nous fait défaut à l’ordre quatre en
général. Il faut donc développer d’autres méthodes plus souples. On s’inspire de
travaux de Devillanova-Solimini [40]. En analysant précisément le phénomène de
concentration, on parvient tout de même à obtenir une description ponctuelle sur
un domaine bien particulier. Plus précisément, soit µα := max{µi,α/i ∈ {1, ..., n}}:
quitte à extraire, on peut supposer que µα = µ1,α pour tout α ∈ N, et on pose alors
xα := x1,α. Alors, il existe δ > 0 tel que

(45) lim
α→+∞

uα(expxα
(
√

µαx)) =
A

|x|n−4
+ ϕ(x)

pour tout x ∈ B2δ(0)\{0}, de plus, cette convergence a lieu dans C3
loc(B2δ(0)\{0}).

Ici, A > 0 et ϕ ∈ C4(B2δ(0)) vérifie ∆2ϕ = 0. De plus, on a ϕ(0) > 0 si u∞ 6≡ 0.
En prenant formellement Rα = 0 dans (44), on trouverait que la limite ci-dessus
vaudrait

u∞(x∞) + dn|x|4−n

avec x∞ := limα→+∞ xα et dn ∈ R>0: la limite (45) rend donc bien compte de ce
qui est escompté.

L’étape suivante consiste à écrire une identité de type Pohozaev sur une boule de
centre xα et de rayon δ

√
µα. Une telle identité fait intervenir des termes de bord

qui sont réglés par (45), et une intégrale sur la boule qui fait intervenir Ag − bαg,
un tenseur qui a un signe par hypothèse. Dans le cas u∞ 6≡ 0, les hypothèses du
théorème conduisent à une absurdité. Dans le cas u∞ ≡ 0, la preuve est différente:
on montre que la norme L2 du gradient et la norme L2 se concentrent autour
des xi,α, i ∈ {1, ..., N} et on retrouve une contradiction par une autre identité de
Pohozaev, et la preuve est terminée.

D’autres résultats, en particulier des situations dans lesquelles on est assuré d’avoir
la limite faible non nulle, sont discutés dans Hebey-Robert-Wen [14].

L’identité de type Pohozaev joue un rôle important dans la preuve. À l’origine, un
tel type d’identité est destiné à exhiber des obstructions à l’existence de solutions
d’EDP euclidiennes. Dans le contexte d’une variété riemannienne, on montre aussi
un résultat d’obstruction:
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Théorème 2.5 (Felli-Hebey-Robert [12], 2005). Soit (M, g) une variété rieman-
nienne compacte de dimension n ≥ 6. Pour α > 0, on pose

E(α) := inf
{
‖u‖2]/ ∆2

gu + α∆gu +
α2

4
u = u2]−1, u > 0

}
.

Alors
lim

α→+∞
E(α) = +∞.

Ainsi, l’explosion des coefficients de l’opérateur implique l’explosion de l’énergie
des solutions de l’équation. Comme annoncé, ceci est un résultat d’obstruction:
pour tout réel Λ > 0, il existe α(Λ) > 0 tel qu’il n’existe pas de solution u > 0 telle
que ∆2

gu + α∆gu + α2

4 u = u2]−1 et ‖u‖2] ≤ Λ dès que α ≥ α(Λ).

Jusqu’ici, il a été essentiellement question de l’opérateur géométrique pour dire que
lorsqu’on en est loin, on récupère de la compacité. Comme corollaire de l’analyse
précédente, on obtient un résultat de compacité pour l’opérateur géométrique dans
l’esprit de Schoen [83]:

Théorème 2.6 (Hebey-Robert [10], 2004). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n ≥ 5. On suppose que l’opérateur Pn

g est de type positif.
Soit (εα)α∈N ∈ [0, 2] − 2) telle que limα→+∞ εα = 0. Soit (uα)α∈N ∈ C4(M) une
suite telle que Pn

g uα = u2]−1−εα
α pour tout α ∈ N. On suppose qu’il existe Λ > 0

tel que ‖uα‖2] ≤ Λ pour tout α ∈ N. Alors pour tout θ ∈ (0, 1), il existe C > 0
tel ‖uα‖C4,θ(M) ≤ C. En particulier, à extraction près, (uα) est convergente dans
C4(M).

Précisons la terminologie. Dans le cas d’un opérateur Pn
g coercif, on note Gg sa

fonction de Green. Pour tout x0 ∈ M et pour toute métrique g̃ plate conforme à g
au voisinage de x0, il existe alors µg̃(x0) ∈ R tel que

(46) Gg̃(x0, x) =
1

2(n− 2)(n− 4)ωn−1dg̃(x, x0)n−4
+ µg̃(x0) + o(1)

avec limx→x0 o(1) = 0. On dira que Pn
g est de type positif si

(i) Pn
g est coercif,

(ii) sa fonction de Green vérifie Gg > 0,
(iii) ∀x0 ∈ M et ∀g̃ plate conforme à g au voisinage de x0, on a µg̃(x0) > 0.

L’assertion (iii) est vraie dès qu’elle est vraie pour une métrique g̃ plate autour
de x0: la quantité µg̃(x0) dépend du choix de la métrique conforme plate, mais
son signe est indépendant de ce choix. Il s’agit de l’analogue pour l’opérateur de
Paneitz-Branson de la masse définie par Schoen et Yau [86]. D’après l’exemple (43)
et le théorème 2.6, l’opérateur Pn

h n’est pas de type positif: plus précisément, il
satisfait (i) et (ii), mais en tout point, µg̃(x0) = 0 avec g̃ plate au voisinage de x0.

Concernant la preuve de ce théorème, on raisonne encore par l’absurde. Dans ce cas,
des bulles se forment et leur analyse asymptotique montre qu’il existe x1, ..., xN ∈
M , λij > 0 pour i, j ∈ {1, ..., N} tels que pour tout i ∈ {1, ..., N}, si g̃ est conforme
à g et plate au voisinage de xi, on a

µg̃(xi) +
∑
j 6=i

λijGg̃(xi, xj) ≤ 0.
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Une contradiction avec les points (ii) et (iii). Du coup, il n’y a pas de bulles et
on récupère de la compacité. Un résultat similaire a été démontré par Qing-Raske
[77, 78].

2.3. Les spécificités de la dimension quatre. Jusqu’ici, les travaux présentés
sur les opérateurs d’ordre quatre concernaient la dimension n ≥ 5. Comme on l’a vu,
l’opérateur de Paneitz est défini en dimension quatre: les questions de compacité ont
aussi un sens dans ce contexte. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension
quatre compacte sans bord. Rappelons que si g̃ = e2ug, u ∈ C∞(M) est une
métrique conforme à g, alors les Q−courbures de ces deux métriques sont reliées
par la relation

(47) P 4
g u + Q4

g = Q4
g̃e

4u sur M.

Ici, P 4
g est l’opérateur de Paneitz défini en (29) et Q4

g est la Q−courbure définie
en (31). L’absence de principe de comparaison est d’autant plus problématique
à l’ordre quatre qu’elle est à l’origine de phénomènes n’ayant pas lieu à l’ordre
deux. Voici une illustration: concernant l’équation euclidienne associée au problème
d’ordre deux, Chen et Lin ont montré le résultat suivant:

Théorème 2.7 (Chen-Lin [38], 1991). Soit u ∈ C2(R2) tel que e2u ∈ L1(R2) et

∆ξu = e2u sur R2.

Alors il existe λ > 0 et x0 ∈ R4 tels que

u(x) = ln

(
λ

λ2

4 + |x− x0|2

)
pour tout x ∈ R2.

En particulier
∫

R2 e2u dx = 4π.

En revanche, à l’ordre quatre, Lin a montré que les choses ne se passent pas de
même et a mis en évidence un profil quadratique:

Théorème 2.8 (C.S.Lin [69], 1998). Soit u ∈ C4(R4) tel que e4u ∈ L1(R4) et

(48) ∆2
ξu = e4u sur R4.

Alors
∫

R4 e4u dx ≤ 16π2. De plus,
(i) si

∫
R4 e4u dx = 16π2, alors il existe λ > 0 et x0 ∈ R4 tels que

u(x) = ln

(
λ
√

96
λ2
√

96 + |x− x0|2

)
pour tout x ∈ R4.

(ii) si
∫

R4 e4u dx < 16π2, alors il existe x0 = (x0
1, x

2
2, x

0
3, x

0
4) ∈ R4, il existe

a1, ..., a4 ≥ 0 tels que
∑

i ai > 0 et, à transformation orthogonale près,

u(x) = −
4∑

i=1

ai(xi − xi
0)

2 + O(1) ln(2 + |x|) pour tout x ∈ R4

où |O(1)| ≤ C pour tout x ∈ R4.

Le point (ii) n’est pas vide: il existe des exemples de fonctions du second type qui
soient radiales (Chang-Chen [37]) ou bien non-radiales (Wei-Ye [99]). Ce résultat
présente un contraste évident avec l’ordre deux: être solution de l’équation globale
d’ordre quatre n’impose pas un minimum d’énergie, et un polynôme d’ordre deux
peut parasiter le comportement logarithmique. Les polynômes de degré deux sont
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invisibles après application de l’opérateur biharmonique, mais ils ont une influence
bien réelle. Le résultat de C.-S.Lin est révélateur des spécificités intrinsèques à la
dimension quatre auxquelles nous allons devoir faire face. Dorénavant, on qualifiera
le profil des solutions de type (i) de logarithmique, et celui des solutions de type
(ii) de quadratique.

Considérons dans un premier temps le contexte euclidien. Soit Ω un domaine non
vide de R4 et soit une suite (Vk)k∈N ⊂ C0(Ω) telle que

(49) lim
k→+∞

Vk = 1 dans C0
loc(Ω)

Soit Λ > 0 et soit une suite (uk)k∈N ∈ C4(Ω) telle que

(50)
{

∆2
ξuk = Vke4uk dans Ω∫

Ω
e4uk dx ≤ Λ

}
et ce pour tout k ∈ N. Il s’agit en fait de l’équation de Paneitz (47) lorsque g
est la métrique euclidienne. On ne met volontairement pas de condition au bord
(les conditions de type Dirichlet ou Navier forcent grossièrement la compacité).
En dehors du contexte géométrique, cette équation apparâıt aussi dans l’étude de
l’inégalité d’Adams qui est le cas limite des plongements de Sobolev standards.

Ici encore, on cherche à savoir comment se comportent les uk lorsque k → +∞.
On dira que la suite (uk)k∈N est relativement compacte dans C3

loc(Ω) s’il existe
u ∈ C3(Ω) tel que, à extraction près,

lim
k→+∞

uk = u dans C3
loc(Ω).

Dans le cas contraire, on dit que la suite explose. Par exemple, soit x0 ∈ Ω et une
suite (µk)k∈N ∈ R>0 une suite convergent vers 0 et considérons la suite

fk(x) := ln

( √
96µk√

96µ2
k + |x− x0|2

)
définie pour x ∈ Ω et k ∈ N. La fonction fk est solution de (50) pour tout k avec
Vk ≡ 1 et Λ = 16π2. La suite (fk) explose: en effet

lim
k→+∞

fk(x0) = +∞ et lim
k→+∞

fk(x) = −∞ pour x 6= x0.

Par ailleurs, on a
e4fk dx ⇀ 16π2δx0

au sens des mesures lorsque k → +∞. L’analyse du phénomène d’explosion a
été largement considérée dans le contexte de la dimension deux. On citera entre
autres Brézis-Merle [31], Li-Shafrir [66] et Tarantello [93]. On présente ici le résultat
obtenu par Li et Shafrir:

Théorème 2.9 (Li-Shafrir [66], 1994). Soient Σ un domaine borné non vide de
R2, une suite (V̄k)k∈N ⊂ C0(Σ) telle que limk→+∞ V̄k = 1 dans C0

loc(Σ). Soit Λ > 0
et soit une suite (ūk)k∈N ∈ C2(Σ) telle que

∆ξūk = V̄ke2v̄k dans Σ et
∫

Σ

e2ūk dx ≤ Λ



MÉMOIRE D’HABILITATION À DIRIGER DES RECHERCHES 27

pour tout k ∈ N. Alors soit la suite (ūk)k∈N est relativement compacte dans C1
loc(Σ),

soit il existe N ∈ N, il existe x̄1, ..., x̄N ∈ Ω, il existe ᾱ1, ..., ᾱN ∈ N? tels que, à
extraction près,

V̄ke2ūk dx ⇀

N∑
i=1

4πᾱiδx̄i

au sens des mesures lorsque k → +∞. De plus, limk→+∞ ūk = −∞ uniformément
localement dans Σ \ {x̄1, ..., x̄N}.

En particulier, il y a quantification de l’énergie en cas d’explosion: si la norme L1

de e2ūk est asymptotiquement strictement inférieure à 4π, alors on a soit divergence
uniforme vers −∞, soit convergence (le tout à extraction près). En cas d’explosion,
limk→+∞

∫
ω

V̄ke2ūk dx ∈ 4πN pour ω ⊂⊂ Ω tel que ∂ω ∩ {x̄1, ..., x̄N} = ∅.

2.3.1. Le cas général. De façon surprenante une telle quantification n’a pas lieu
lorsqu’on considère le bi-laplacien. En effet, pour tout A ∈ (0,+∞), on montre
dans Adimurthi-Robert-Struwe [16] qu’il existe une suite (uk)k∈N ∈ C4(B1(0)) telle
que uk vérifie (50) pour tout k ∈ N avec Vk ≡ 1,

∫
B1(0)

e4uk dx = A pour tout
k ∈ N et la suite (uk) explose. De plus, l’énergie de la suite ainsi construite se
concentre non pas sur des points isolés comme en dimension deux, mais le long
d’un hyperplan. Non seulement on perd la quantification, mais en plus on perd la
concentration en un nombre fini de points. Le résultat le plus général obtenu est le
suivant:

Théorème 2.10 (Adimurthi-Robert-Struwe [16], 2006). Soit Ω un domaine borné
non vide de R4 et soient (uk)k∈N ∈ C4(Ω), (Vk)k∈N ∈ C0(Ω) et Λ > 0 tels que (49)
et (50) aient lieu. Alors (i) soit (uk)k∈N est relativement compacte dans C3

loc(Ω),
(ii) soit il existe un nombre fini de points x1, ..., xN ∈ Ω, il existe ϕ ∈ C4(Ω \
{x1, ..., xN}) telle que

∆2
ξϕ = 0, ϕ ≤ 0, ϕ 6≡ 0

et, en posant
S = {ϕ = 0} ∪ {x1, ..., xN}

il existe une suite (βk)k∈N ∈ R>0 telle que limk→+∞ βk = +∞ et

lim
k→+∞

uk

βk
= ϕ dans C3

loc(Ω \ S)

Pour finir, au voisinage de tout point x0 ∈ S tel que limk→+∞ supBr(x0) uk =
+∞ pour tout r > 0, il existe des suites (xk)k∈N ∈ Ω et (rk)k∈N ∈ R>0 tels que
limk→+∞ xk = x0, limk→+∞ rk = 0 et, en posant

vk(x) := uk(xk + rkx) + ln rk,

alors soit (vk)k∈N converge dans C3
loc(R4) vers une solution de (48), soit il existe

(γk)k∈N ∈ R>0 telle que limk→+∞ γk = +∞ et φ ≤ 0 un polynôme de degré deux
non constant tels que

lim
k→+∞

γ−1
k vk = φ dans C3

loc(R4).

En vertu des exemples précédents, on ne peut espérer plus, ce résultat est optimal. Il
faut donc se donner plus de structure afin d’aller plus loin dans l’étude des (uk)k∈N.
Deux directions se présentent:
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(i) sous quelle hypothèse suffisamment générale retrouve-t-on une quantification
de type de celle du théorème 2.9?

(ii) sous quelle hypothèse la variété des solutions du théorème 2.8 apparâıt-elle
naturellement?

2.3.2. Un cas de quantification. Concernant la première question, on peut naturelle-
ment envisager au bord des conditions de Dirichlet (u = ∂νu = 0) ou bien de Navier
(u = ∆ξu = 0): un tel type d’hypothèse implique alors une borne uniforme L1 sur
les uk, et donc compacité relative dans C3

loc(Ω) d’après le théorème précédent. Dans
le cas où il existe (ck)k∈N ∈ R telle que limk→+∞ ck = −∞ et uk = ck, ∆ξuk = 0
sur ∂Ω, Wei [98] a montré qu’on récupère de la quantification. Plus généralement,
c’est ∆ξuk qui est la clé de la quantification: en effet, soit v ∈ C4(R4) une solution
de ∆2

ξv = e4v sur R4, et posons vk(x) := v(kx) + ln k pour k ∈ N?. On constate
que

(i) pour tout δ > 0, il existe C(δ) > 0 tel que |∆ξvk(x)| ≤ C(δ) pour x ∈
R4 \Bδ(0) et k ∈ N si v développe un profil logarithmique dans le théorème 2.8,

(ii) limk→+∞ ∆ξvk = +∞ uniformément sur R4 si v développe un profil quadra-
tique dans le théorème 2.8.

Dans ce cas particulier, le profil quadratique est associé à une explosion globale du
laplacien. C’est aussi le cas lors de l’étude du système (50) en général: (on rappelle
que le laplacien est pris avec convention de signe moins)

Théorème 2.11 (Robert [19], 2006). Soit Ω un domaine borné non vide de R4 et
soient (uk)k∈N ∈ C4(Ω), (Vk)k∈N ∈ C0(Ω) et Λ > 0 tels que (49) et (50) aient lieu.
On suppose qu’il existe C > 0 tel que ‖(∆ξuk)−‖L1(Ω) ≤ C pour tout k ∈ N. On
suppose qu’il existe ∅ 6= ω0 ⊂ Ω tel qu’il existe C > 0 tel que

‖∆ξuk‖L1(ω0) ≤ C pour tout k ∈ N.

Alors soit (uk)k∈N est relativement compacte dans C3
loc(Ω), soit il existe N ∈ N, il

existe x1, ..., xN ∈ Ω, il existe α1, ..., αN ∈ N? tels que, à extraction près,

Vke4uk dx ⇀

N∑
i=1

16π2αiδxi

au sens des mesures lorsque k → +∞. De plus, limk→+∞ uk = −∞ uniformément
localement dans Ω \ {x1, ..., xN}.

Il suffit donc d’avoir une borne L1 pour ∆ξuk uniquement sur un sous-ensemble
ouvert de Ω. Se produit alors un phénomène de diffusion qui conduit à une borne
de cette norme sur tout compact de Ω et à une élimination des profils quadratiques.

2.3.3. Le cas radial. Concernant la seconde question évoquée ci-dessus, à savoir
des hypothèses raisonnables sous lesquelles on retrouverait les différents profils du
théorème 2.8, les fonctions radiales fournissent un contexte propice:

Théorème 2.12 (Robert [18], 2006). Soit Ω = B1(0) la boule unité de R4, et
soient (uk)k∈N ∈ C4(B1(0)), (Vk)k∈N ∈ C0(B1(0)) et Λ > 0 tels que (49) et (50)
aient lieu. On suppose que uk est radiale pour tout k ∈ N. On suppose que la suite
(uk)k∈N explose. Alors il existe α ∈ [0, 16π2] tel que

Vke4uk dx ⇀ αδ0

au sens des mesures quand k → +∞. Plus précisément,
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(i) soit il existe C > 0 tel que uk(0) ≤ C pour tout k ∈ N: alors α = 0 et
limk→+∞ uk = −∞ uniformément localement dans B1(0) \ {0}

(ii) soit limk→+∞ uk(0) = +∞. Dans ce cas, pour tout δ ∈ (0, 1), on a

lim
R→+∞

lim
k→+∞

∫
Bδ(0)\B

Re−uk(0) (0)

Vke4uk dx = 0.

De plus, toujours dans le cas (ii), le comportement asymptotique à l’échelle e−uk(0)

est gouverné comme suit:
(ii.a) si α = 16π2, alors

lim
k→+∞

(
uk(e−uk(0)x)− uk(0)

)
= ln

√
96√

96 + |x|2

pour tout x ∈ R4, et cette convergence a lieu dans C3
loc(R4).

(ii.b) si α ∈ (0, 16π2), alors il existe v ∈ C4(R4) solution de (48) tel que∫
R4 e4v dx = α et

lim
k→+∞

(
uk(e−uk(0)x)− uk(0)

)
= v(x)

pour tout x ∈ R4, et cette convergence a lieu dans C3
loc(R4). Par ailleurs, il existe

λ > 0 tel que lim|x|→+∞
v(x)
|x|2 = −λ.

(ii.c) si α = 0, alors limk→+∞ e−2uk(0)∆ξuk(0) = +∞ et on a

lim
k→+∞

uk(e−uk(0)x)− uk(0)
e−2uk(0)∆ξuk(0)

= −|x|
2

8

pour tout x ∈ R4, et cette convergence a lieu dans C3
loc(R4).

Dans [18], on exhibe des exemples des trois profils (ii.a), (ii.b) et (ii.c). Ces trois
théorèmes sont indépendants et aucun ne peut être la conséquence de l’un ou des
autres.

2.3.4. Le contexte géométrique. Revenons au contexte géométrique qui nous a mo-
tivé initialement. Soit (M, g) une variété de dimension quatre compacte sans
bord. Considérons des fonctions u ∈ C4(M) solutions d’équations du type ∆2

gu −
divg(Adu) + b = fe4u, avec b, f ∈ C∞(M) et A ∈ Λ∞

(2,0)(M) un tenseur deux
fois covariant. L’opérateur de Paneitz devient alors un cas particulier de ce type
d’opérateurs. Le résultat suivant a lieu:

Théorème 2.13 (Druet-Robert [13], 2006). Soient (bk)k∈N, (fk)k∈N ∈ C∞(M),
(Ak)k∈N ∈ Λ∞

(2,0)(M) des suites telles que limk→+∞ bk = b∞, limk→+∞ fk = f∞ >

0, limk→+∞ Ak = A∞ dans Ci pour tout i ∈ N. Soit une suite (uk)k∈N ∈ C∞(M)
telle que

(51) ∆2
guk − divg(Akduk) + bk = fke4uk in M

pour tout k ∈ N. On suppose que

Ker (∆2
g − divg(A∞d)) = R.

On suppose que les (uk) explosent. Alors il existe N ∈ N tel que∫
M

b∞ dvg = 16π2N.
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De plus, il existe x1, ..., xN ∈ M distincts tels que, au sens des mesures,

fke4uk dvg ⇀ 16π2
N∑

i=1

δxi lorsque k → +∞.

En particulier, en chaque point xi, il y a un seul niveau d’énergie, et donc pas
d’accumulation de plusieurs bulles en un même point (on dit alors que les points de
concentration sont isolés). Le théorème original donne en fait plus d’informations,
en particulier sur la localisation des xi’s et sur le comportement de uk en dehors de
ces points: on renvoie à l’article [13] pour ces considérations. Notons que Malchiodi
[71] a démontré un théorème similaire.
Ici, c’est le noyau trivial qui rend la quantification possible. Il s’agit d’une hypothèse
parfaitement raisonnable dans le contexte géométrique attendu que Ker ∆2

g = R.
En revanche, sur un ouvert de R4, le noyau de ∆2

ξ (les fonctions biharmoniques) est
un espace extrêmement riche. D’ailleurs, concernant l’opérateur de Paneitz, même
si le noyau est trivial en courbure positive (Gursky [57]), il peut devenir beaucoup
plus compliqué en général (Cf Eastwood [49]): dans ce dernier type de situation,
on montre dans Robert [21] que les familles de solution de (51) sont susceptibles de
développer des comportements quadratiques.

2.3.5. Une équation non-linéaire issue de l’inégalité d’Adams. On l’a déja dit, (50)
apparâıt dans l’étude de l’inégalité d’Adams. Plus précisément, soit Ω un domaine
borné régulier orienté de R4 et soit H2

2,0 le complété de C∞
c (Ω) pour la norme

‖u‖H2
2,0

:= ‖∆ξu‖2. Il suit des plongements de Sobolev que H2
2,0(Ω) se plonge

continûment dans Lp(Ω) pour tout p ≥ 1. On a même mieux: dans l’esprit de
Trudinger [96] et Moser [74], Adams [23] a montré qu’il existe C(Ω) > 0 tel que∫

Ω

e32π2u2
dx ≤ C(Ω) pour tout u ∈ H2

2,0(Ω) tels que ‖∆ξu‖2 = 1.

La constante 32π2 est optimale au sens où, pour tout p > 32π2, il existe une
suite (vi)i∈N ∈ H2

2,0(Ω) telle que ‖∆ξvi‖2 = 1 et limi→+∞ ‖ev2
i ‖p = +∞. En

revanche, pour tout u ∈ H2
2,0(Ω), on a eu2 ∈ Lp(Ω) pour tout p ≥ 1, mais sans

borne uniforme. Pour λ > 0, la fonctionnelle suivante est alors bien définie pour
u ∈ H2

2,0(Ω) et régulière:

F (u) :=
1
2

∫
Ω

(∆u)2 dx− λ

64π2

∫
Ω

e32π2u2
dx.

Comme dans les sections précédentes, elle ne satisfait pas la condition de Palais-
Smale, au sens où une suite de Palais-Smale pour F n’est pas nécessairement conver-
gente, même à extraction près. À l’ordre deux et en dimension deux, ce problème a
été étudié par Adimurthi-Struwe [24] et par Druet [46], et en dimension n par Struwe
[89]. Considérons des points critiques de F , à savoir une suite (uk)k∈N ∈ C4(Ω)
telle que

(52)

 ∆2
ξuk = λuke32π2u2

k dans Ω
uk > 0 dans Ω
uk = ∂νuk = 0 sur ∂Ω


où ∂ν désigne la dérivée normale extérieure. Là encore, la suite (uk) n’est pas
nécessairement relativement compacte, et un phénomène de concentration peut se
produire: le bon changement d’échelle est alors, un point (xk)k∈N ∈ Ω étant donné,
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(53) ũk(x) := uk(xk) (uk(xk + µkx)− uk(xk))

avec µk > 0 tel que µk := uk(xk)−1/2e−8π2uk(xk)2 → 0 quand k → +∞. Avec un
bon choix de xk, on obtient alors

∆2
ξũk = Vkeakũk ,

avec limk→+∞ Vk = λ et limk→+∞ ak = 64π2 dans C0
loc(R4) (ces affirmations ne

sont pas immédiates, on renvoie à Robert-Struwe [9]). On obtient ainsi une équation
proche de (50). On montre alors le résultat suivant:

Théorème 2.14 (Robert-Struwe [9], 2004). Soit (uk)k∈N ∈ C4(Ω) une suite de
solutions positives de (52) telle qu’il existe Λ > 0 tel que ‖∆ξuk‖2 ≤ Λ pour tout
k ∈ N. Alors il existe N ∈ N, N ≤ Λ, il existe des suites (x1,k)k∈N, ..., (xN,k)k∈N ∈
Ω tels que limk→+∞ uk(xi,k) = +∞ et, en posant pour tout i et pour tout k

µi,k := uk(xi,k)−1/2e−8π2uk(xi,k)2 ,

on a

lim
k→+∞

|xi,k − xj,k|
µi,k

= +∞ pour tous i 6= j

et

lim
k→+∞

uk(xi,k) (uk(xi,k + µi,kx)− uk(xi,k)) = − 1
16π2

ln

(
1 +

π
√

λ√
6
|x|2
)

pour tout x ∈ R4, et cette convergence a lieu dans C4
loc(R4). En particulier,

lim
R→+∞

lim
k→+∞

∫
BRµi,k

(xi,k)

λu2
ke32π2u2

k dx = 1.

De plus, il existe C > 0 tel que

inf
i=1,...,N

|x− xi,k|4u2
k(x)e32π2u2

k(x) ≤ C

pour tout x ∈ Ω.

Ici aussi, après le changement d’échelle (53), il faut éliminer les profils quadra-
tiques: ceci est possible grâce à la condition de Dirichlet au bord pour uk, bien que
la suite renormalisée ũk ne satisfasse pas de condition de bord. Pour un résultat
de quantification avec condition de Navier au bord, on renvoie à Struwe [91]. La
présentation de ce mémoire amène à énoncer ce résultat à la fin: en fait, il a précédé
les autres résultats en dimension quatre présentés dans cette partie, et les a même
grandement influencés.

2.3.6. Conclusion sur la dimension quatre. La conclusion à tirer de cette étude en
dimension quatre est que c’est le noyau de l’opérateur concerné qui est la clé de
tout:

(a) dans le théorème général 2.10, les singularités quadratiques se développent
sur l’ensemble des zéros d’une fonction ϕ biharmonique non-triviale, ϕ ≤ 0,

(b) dans le théorème 2.11, on force cette fonction ϕ à être harmonique, et donc
strictement négative, ce qui élimine les singularités quadratiques,

(c) dans le contexte radial du théorème 2.12, le noyau est {x 7→ a+b|x|2/a, b ∈ R}
dont la structure explicite permet d’étudier précisément le phénomène d’explosion,
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(d) dans le contexte riemannien du théorème 2.13, le noyau est explicite et trivial,
(e) dans le théorème 2.14, on considère le noyau du bi-laplacien avec condition

de Dirichlet au bord: il est réduit à {0}.
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