EXERCICES SUR LES COURBES PARAMETREES

1. Etudier les courbes représentatives des fonctions f définies ci-dessous.

a) f(t) = <cost7 sin%) b) f(t) = <sint , %)

c) f(t) = (sin®t, cos3t) d) f(t) = (4cos?t sin®t , (3 —2cos?t)cos?t)

2. Etudier localement les courbes représentatives des fonctions f définies ci-dessous.

a) lorsque t tend vers 1 :
fiO) =@+ttt —2)(t 1), =14 (# -2t +5)(t —1)°)

b) lorsque t tend vers 0 :

sin®
£t) = (1—+§ (1 +t)(sht—sint)>

c) lorsque ¢ tend vers 1 :

1
f(t) = <t(3 —2)(t—1)2, t—1+ ?)
d) lorsque t tend vers l'infini :

22 + 4t + 3 3t24+6t+5
H={(-2+4"—+— = 1 -2~ " °
1) ( HCES <t+1>7>

3. Etudier la courbe représentative des fonctions f définies ci-dessous (on étudiera soigneuse-
ment le point singulier).

a) f(t) = (cos®t +1In|sint| , sint cost) b) f(t) = | sint ﬂ
N ’ N " 2—cost

4. FEtudier les courbes représentatives des fonctions f définies ci-dessous (présence d’asymp-
totes).

a) f(t) = (tang , sint) b) f(t) = <t2— o 2 4 7)

2
) 10=(smp 1) D A0 =mlel wlte+n)







Corrigé des exercices

1.a)

Les fonctions x et y sont définies sur R. Or cost est de période 27 et sin(t/3) de période 6.
Comme 67 est un multiple entier de ces deux périodes, on étudie la courbe sur un intervalle de
longueur 6.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Sil’on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend l'intervalle Iy = [—3m, 37 ].

L’application : ®; : t — —t est une bijection de I; = [0, 37| sur I{ = [—3m, 0], et 'on a

w(=t) =z(t) et y(=t)=—y(t) .

La courbe est symétrique par rapport a Ox. On I’étudie sur I1, et on complétera par la symétrie
Sy par rapport a Ox.

L’application : @3 : t — 37 — t est une bijection de I» = [0, 37/2] sur I}, = [37/2, 37 ], et Pon
a
x(3m —t)=—z(t) et y@Bm—1t)=y(t).

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On I’étudie sur I3, et on complétera par la symétrie
Sy par rapport a Oy.

On a de maniere immédiate
/ . / 1 t
'(t) = —sint et y'(t) = 3085 -

Sur lintervalle I, 2’ s’annule en 0 et en 7, et y' en 37/2.

‘ Tableau de variation ‘

t 0 ™ 3r/2
@ 0 - 0 +
1 0
-1
1
P, /
Yy \/3/2
0 /
!
Y + 0
Y[zl oo 00 0



Intersection avec Oy ‘

L’équation z(t) = 0 a comme solutions ¢t = 37 /2 et t = w/2. Cette deuxiéme valeur donne, par

1
symétrie, un point double de coordonnées (O, 5)

‘Tracé de la courbe‘

On trace l’arc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de 0 & 37/2, et on compléte par les symétries
Ss, puis 5.

1. b) Les fonctions x et y sont définies sur R et de périodes 2.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Si l'on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend 'intervalle Iy = [—m, 7].
L’application : ® : t — —t est une bijection de I; = [0, 7] sur I} = [—m, 0], et I'on a

w(—t) = —a(t) et y(-t)=—y(t).

La courbe est symétrique par rapport a l'origine. On I’étudie sur I, et on completera par la
symétrie S par rapport a O.



‘Dérivées et tableau de variation

On obtient

(24 cost)cost +sin®¢t  2cost+ 1
(2 4 cost)? (2 + cost)?

2'(t) =cost et 9 (t) =

La fonction 2’ s’annule dans I en 7/2 et la fonction 3 en 27/3. On obtient facilement le tableau

de variation suivant :

t 0 /2 27/3 T
x + 0 - -
2
\
0 0
V3
/ 2
0
y/ + + O _
y' /x| 1/3 00 0 1

On remarque que la courbe passe deux fois par l'origine avec comme pentes 1/3 et 1.

| Tracé de la courbe]

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque t varie de 0 a 7, puis on complete par la symétrie S7.



1. c) [Période]

Les fonctions x et y sont définies sur R. Or sint est de période 2w donc = est de période 27 et
cost est de période 27, donc y est de période 27 /3. Alors 27 est une période commune aux deux
fonctions. On étudie la courbe sur un intervalle de longueur 2.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Si 'on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend l'intervalle Iy = [—m, 7].
L’application : ®; : t — —t est une bijection de Iy = [0, 7] sur I} = [—m7, 0], et I'on a

w(=t) = —z(t) et y(=t)=y(t).

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On I’étudie sur I, et on complétera par la symétrie
S1 par rapport a Oy.

L’application @ : t — m — ¢ est une bijection de Iy = [0, /2] sur I}, = [7/2, 7], et I'on a

z(n—t)=x(t) et y(r—1t)=—y(t).

La courbe est symétrique par rapport a Oz. On I’étudie sur I, et on complétera par la symétrie
Sy par rapport a Ox.

Dérivées

On obtient
2'(t) = 3sin’tcost et 9'(t) = —3sin3t.

La fonction z’ s’annule en 0 et 7/2, et ¢’ en 0 et 7/3.



En zéro, on a

2'(t)  3sin®tcost T

et cette expression tend vers I'infini. On a donc une tangente verticale pour t = 0.

9

y'(t) —3sin 3t -9 _ 3
t

‘ Tableau de variation ‘

t 0 /3 /2
x 0 + 0
1
o —
1 0
Yy
1
Yy 0 - 0 +
y' /'l oo 0 00

| Intersection avec Oz |

L’équation y(t) = 0 a comme solutions t = 7/2 et t = w/6. Cette seconde valeur donne, par

1
symétrie, un point double de coordonnées <§, O).

‘Tracé de la courbe‘

On trace larc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de 0 & 7/2, puis on compléte par la symétrie S,
puis S7.



1. d) [Période]

Les fonctions z et y sont définies sur R. Or cos?t est de période 7 donc y est de période 7 et
sint est de période 2w, donc également x. On étudie la courbe sur un intervalle de longueur 2.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Si l'on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend 'intervalle Iy = [—7, 7].

L’application : ®; : t — —t est une bijection de I = [0, 7] sur I} = [—m7, 0], et 'on a

2(—t) = —a(t) et y(—t)=y(t) .

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On I’étudie sur I, et on complétera par la symétrie
81 par rapport a Ozx.

L’application @ : t +— m — ¢ est une bijection de Iy = [0, m/2] sur I}, = [7/2, 7], et I'on a
z(m—t)==x(t) et y(r—1t)=y(t).
La courbe est la méme lorsque on parcourt I et I}. Il suffit de Détudier sur Is.
On obtient
2’ (t) = 4(—2cos tsin® t43sin? t cos® t) = 4sin®t cos t(3 cos> t—2sin’ t) = 4sin’ t cos t(3—5sin’ t)

et
y'(t) = —sint(6cost — 8cos®t) = —2sint cost(3 — 4cos?t) .
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Dans lintervalle I, la fonction 2’ s’annule en 0, 7/2 et T' = arcsin 1/3/5, et v/ en 0, 7/6 et 7/2.
En 0 et /2, on a donc des points singuliers. Par ailleurs

y(t) 1 3—4cos’t
2/(t)  2sint 3 —5sin’t

tend vers U'infini en 0, et vers 3/4 en w/2, ce qui donne la pente des tangentes en ces points
singuliers.
Calculons les coordonnées du point de parametre 7. On a

3 |2
T: 1——: —
COS 5 \/;,
23 24 [3
- 33\/7 5\@20’74’

2 2\ 22
Ty =2(3-22)=2.
y(T) 5<3 5> 25

donc

et

On a également

[en}
oolw
[es}

9
3

1 \ 0

Y 0 + 0 — — 0

y' /| oo 0 o0 3/4




‘Tracé de la courbe‘

On trace l'arc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de 0 & 7/2, puis on compléte par la symétrie Sj.

A

2.a) En posant u =t — 1, on obtient

r(l4+u)= 1+ @w+D(u—ud=1—-ud+ud
y(I+u) = -1+ (w? +4)u? = -1 +4ud +u°

Ceci s’écrit vectoriellement
— — 3 57
OM(1+4u)=0M(1)+u’Us 4+ u’Us ,

ot — - = = = =
Us=—1+45 et Us=1i + j .
—d g .
Les vecteurs Us et Us ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. La courbe admet
un point d’inflexion au point M (1) = (1, —1) (p = 3 et ¢ = 5 sont impairs). La tangente a la

—
courbe a comme vecteur directeur le vecteur Us.
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2. b) En effectuant un développement limité en zéro :
2(t) = (7 +o(t)(1 =t +o(t)) = > (1 + o)) (1 =t +o(t)) = (1 =t +o(t)) = t* — ! + o(t?)

et

o =0 ((+5) - (1 5) weteh) = o (S o) =P+ (340

et donc

Ceci s’écrit vectoriellement

ou

— —

Les vecteurs Us et Uy ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. La courbe admet

un point ordinaire au point M (0) = (0, 0) (p = 3 est impair et ¢ = 4 est pair). La tangente a la
—

courbe a comme vecteur directeur le vecteur Us.
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t>0

2. ¢) Enposant u=t—1,0na

z(1+u) = (1+u)(l - 2u)u® =u® —u® —2u*,

et
1
1 _ RIS B 4
y(1+u) u+1+u +u® —u’ +u” +o(u)
Donc . N L L - \
OM(+wu)=0MQ1)+u*Us+u’Us +u"Us +o(u”) ,
oll
— - = = — S
Uy=-Us=1+75 e Uy=-21i+ 7 .

— — —

Les vecteurs Us et Uy ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. Par contre Us
—_

et Us sont colinéaires. On a donc

OM(t) = OM(1) +u*(1 — u) Uy + u Uy + o(u) |

La courbe admet un point de rebroussement de deuxiéme espece au point M (1) = (0, 1) (p = 2
—>

et ¢ = 4 sont pairs). La tangente a la courbe a comme vecteur directeur le vecteur Uy
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At PN . _ 1 .
2. d) Vu le role joué par t + 1, on a intérét a se ramener en zéro en posant u = w1 et puisque

U+ At +3=2(t+1)2+1 et 32 +6t+5=3(t+1)2+2,

on obtient
z(t) = —2+2u° +u” et y(t)=1-3u®—2u".
Donc
—_— —_— 577 7=
OM(t) = OM(oc0) +u’ Us +u' Uy,
ol
Us=2i —3) e Ur=1i—2j

— —
Les vecteurs Us et U7 ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan. La courbe admet
un point d’inflexion au point M(oc0) = (=2, 1) (p = 5 et ¢ = 7 sont impairs). La tangente a la
JRARN
courbe a comme vecteur directeur le vecteur Us.

t — 400
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3.2)

On a y(t) = %sin 2t. Donc y est une fonction de période 7. De méme, cos?t et |sint| sont de
période 7. Il en est donc de méme de x. On étudie la courbe sur un intervalle de longueur .
De plus la fonction x n’est pas définie lorsque sin ¢ est nul, ¢’est-a-dire pour ¢ = k7 ou k est entier.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Sil’on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend l'intervalle Iy = [—7/2, 7/2].
L’application : ®; : t — —t est une bijection de I; = [0, 7/2] sur I} = [—7/2, 0], et I'on a

z(—t) ==z(t) et y(=t)=—y(t).

La courbe est symétrique par rapport & Oz. On I’étudie sur I, et on complétera par la symétrie
81 par rapport a Ozx.

Dérivées

On a

cost  cost(l—2 sin?t)  costcos2t

/ .
t) = -2 t t = =
v ( ) st cost + sint sint sint
et
y'(t) = cos 2t .

La premiere fonction s’annule dans I; aux points 7/4 et /2, et la seconde, en 7/4. On aura
donc un point singulier pour t = /4.

Point singulier

On effectuant un d.l. d’ordre 3 de = et de y au voisinage de 7/4. Posons u =t — /4. On a

meet o D)= (e ] - o
cos”t = cos (u+4 5 1+ cos 2u+2 2(1 sin 2u) .

Donc

4o 1 2u®
cos’t = <1—2u+%+0(u3)> :——u+i+o(u3).

N =

Par ailleurs

S
7N\
—
+
IS
|

| S
|

| %
+
—~
<
N4
N——

. . T 2, .
sint = sin (u—l— Z) = T(SIDU—FCOSU) =

14



alors

9 2 3
In|sint] = In [g <1+u— % - %—FO(u?’))]

In2

2 3
= —T+ln<1+u—%—%+o(u3)>

N 2 2 6 2 2 6 3 2 6
U u)

In 2 ST 1,5 4 u? 3
= (e ) gt e
In 2 3
o RCREAE I
Donc X
1 4
x(t):§(1—1n2)—u2+%+o(u3).

Mais on a également

1 1 1 1
y(t) = 5sin2t = Ssin (2u+ 7) = Jcos2u = 5 — w4 o(u?) .

Cela s’écrit vectoriellement

O—]\j(t) — OM (%) +u2@)+u353)+ o(u?) ,
ol
— - = — 44—
Uy=—i — 35 e Us=-1 .

— —
Les vecteurs Us et Us n’étant pas colinéaires, on obtient un point de rebroussement de premiere
espece. La pente de la tangente en ce point vaut 1.

| Tableau de variation |

t 0 /4 /2
x + 0 - 0
1-In2
2
—00 0
1
2
0 0
y' + 0 -
y'/x 1 00
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La courbe possede 'axe des x comme asymptote horizontale lorsque ¢ tend vers 0.

‘Tracé de la courbe‘

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de 0 & 7/2, puis on compléte par la symétrie Sj.

3. b)
Les fonctions = et y sont définies sur R et de périodes 2.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Si l'on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend 'intervalle Iy = [—m, 7].

L’application : ®; : t — —t est une bijection de Iy = [0, 7] sur I} = [—m7, 0], et 'on a

w(=t) = —a(t) et y(=t) =y(t) .

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On I’étudie sur I, et on complétera par la symétrie
Sy par rapport a Oy.

Dérivées

On obtient

J() = cost et y/(t) = (2 — cost)(—2sintcost) — sint cos? t _ sintcost(cost — 4)
2 — cost (2 — cost)?

La fonction 2’ s’annule dans I; en 7/2 et la fonction y' en 0, /2 et m. On obtient facilement le
tableau de variation suivant :

16



‘ Tableau de variation

t 0 /2 s
z + 0 -
1
x
0 0
1 ;
Y
0
y 0 - 0 + 0
y'/a'l 0 -1 0

Point singulier ‘

La courbe présente un point singulier en ¢ = 7/2. Pour étudier sa nature, on pose u =t — 7/2.
Alors

U2
w(t):cosu:l—j—i—o(u?’),
et
2 2 3 2 2 2 3
y(t) = s1n.u _u + o(u”) _u ll—o(u) :U_(1_2+O(u)>:u__u_+o(u3).
2+sinu 2+ u+o(u) 214+ 2 yo(u) 2 2 2 4
2
On a donc
OM(t) =OM (Z)+ (t=2) T+ (t=3) Ta+o((t-5)")
2 2 2 2
ou
7 1—,>+1—,> ot T 1—
= —— 1 — = —_ X
2 B 2] 3 4]

La courbe admet un point de rebroussement de 1° espece, au point (0, 1).
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‘Tracé de la courbe‘

On trace I'arc de courbe obtenu lorsque t varie de 0 & 7, puis on compléte par la symétrie Sy.

4. a)

Comime tant est de période 7, on en déduit que = est de période 3x. Par ailleurs y est de période
2m. Alors 67 est un multiple entier de ces deux périodes, On étudie la courbe sur un intervalle
de longueur 6.

‘Réduction du domaine d’étude‘

Si l’on veut commencer par étudier la parité des fonctions, on prend l'intervalle Iy = [—37, 37 ].
Dans cet intervalle, x n’est pas défini si t = 37 /2.

L’application : ®; : t — —t est une bijection de I} = [0, 37 ] sur I} = [—3m, 0], et on a

z(—t) = —a(t) et y(—t)=-y(t).
La courbe est symétrique par rapport a l'origine. On I'étudie sur I;, et on complétera par la

symétrie S par rapport a Ozx.

L’application : @5 : t — 37 — t est une bijection de I» = [0, 37/2] sur I, = [37/2, 37 ], et Pon
a
x(3m —t) = —x(t) et y@Br—1t)=y(t).

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On I’étudie sur Io, et on complétera par la symétrie
Ss par rapport a Oy.
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‘Dérivées et tableau de Variation‘

On a

1 t
2 (t) = 3 <1 + tan? §> et 1/ (t) = cost .

On a immédiatement le tableau de variation :

‘Asymptote - Intersection avec Om‘

Quand ¢ tend vers 7/2 la courbe admet comme asymtote horizontale la droite d’équation y = —1.
Les points d’intersection avec 'axe des x est obtenu pour t = 0, et ¢ = 7. Le premier donne
lorigine O, le second le point (\/g, 0). Ces deux points sont, par symétrie, des points doubles.

‘Tracé de la courbe‘

On trace l'arc de courbe obtenu lorsque t varie de 0 a 37 /2, puis on compléte successivement
par les symétries So, puis Sj.
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4. b) Les fonctions z et y sont définies sauf en ¢ = 0. On étudie la courbe sur | —oo, oo [.

| Dérivées et tableau de variation |

Ona 2 t3+1 16 _t3-8
x'(t):2t+t—2:2t—2 et y’(t):2t—t—2:2t—2
La premiere fonction s’annule pour t = —1 et la seconde pour ¢t = 2. On a le tableau de variation
suivant :
t —00 -1 0 2 +00
x’ — 0 + +
+00 +00 oo
v \ / 3 —
3 —oo/
+00 +00 oo
Y \ —15 \ /
\ 12
—00
Y — - 0 +
y' /] 00 0
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Asymptotes

Lorsque t tend vers +o0, on a

18

y(t) —a(t) = =

et cette expression tend vers zéro a l’infini. La courbe admet donc une asymptote oblique
d’équation y = z. La différence y(t) — x(t) est du signe de 1/t. La courbe est au-dessus de
I'asymptpte a +oo et en dessous a —oo.

Lorsque t tend vers zéro, on a
y(t) + 8x(t) = 9t*

et cette expression tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro. La courbe admet donc une asymp-
tote oblique d’équation y = —8z. La différence y(t) + 8x(t) est du signe de 1/t2. La courbe est
au-dessus de 'asymptpte & lorsque x tend vers 07 et vers 0~.

7.2
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‘Points d’intersection avec les axes‘

On peut déterminer les points d’intersection avec les axes. L’équation x = 0 a pour solution

t = /2, et 'on obtient

L’équation y = 0 a pour solution ¢t = —2+/2, et I’on obtient

18

y=—-——==14,2 .

75 =

_9
5 &

x

7.2.

4. c¢) La fonction x n’est pas définie en t = 0, et t = 1. La fonction y n’est pas définie en ¢ = 1.

On étudie la courbe sur | —oo, oo .

‘Réduction du domaine d’étude‘

L’application : ®; : ¢ — 1/t est une bijection de I, = [—1, 1] —{0} sur I] =]

et I'on a

et donc également

y (%) —2(t) .

—00, —1] U [1, 400,

La courbe est symétrique par rapport a la premieére bissectrice. On I’étudie sur Iy, et on
complétera par la symétrie S par rapport a la premiere bissectrice.

Dérivées

On a
2t —1

“O=~m P

| Tableau de variation |

(L—t)2t+t*  t(2—1t)

y'(t) =

(1—1t)?

(1-1)?"

Dans I, La premiere fonction s’annule pour ¢t = 1/2 et la seconde pour t = 0.

t ] -1 0 1/2
@ + + 0 -
400 —4
1
3 —00 —00
1 +0o0
y —
2
o —
y' - 0 +
y' /2| —1 00




Asymptotes

La courbe possede 'axe des x comme asymptote horizontale lorsque ¢ tend vers zéro.

y(t)

Lorsque t tend vers 1, on a == = —¢t> et cette quantité tend vers —1, puis

z(t)
y(t) + z(t) = — (t+1+%> ;

tend vers -3. Alors
(t—1)°

t )
est du signe de —t. La courbe est au-dessus de ’asymptote si ¢t < 0, et en dessous si ¢t > 0, en
particulier, quand t tend vers 1, elle est en dessous.

y(t) +x(t) +3=—

‘Tracé de la courbe‘

On trace I'arc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de —1 a 1, puis on compléte par la symétrie S.
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4. d) La fonction x n’est pas définie en t = 0. La fonction y n’est pas définie en t = —1 et
t = 0. On étudie la courbe sur | —oo, co].

‘Dérivées et tableau de Variation‘

On a immédiatement

1 11 241
"t)=~ et y(t)=- =
v =3 e v =3+ T T

On en déduit le tableau de variation suivant :

t | —oo ~1 ~1/2 0 +00
x — +
+0o0 +o0o
\ 0
x
—1112 /
—00 |—00
+00 —1In4 +o00
—0d—00 —00 |—00
y' — + 0 — +
y'/x 0

Asymptotes

Lorsque t tend vers —1, la courbe admet 'axe des y comme asymptote verticale. Elle coupe
I'asymptote lorsque ¢ = 1, donc au point de coordonnées (0,1n2) .

Lorsque t tend vers zéro, on a
y(t) =Inft|+njt+1| =2 +In[t +1].

et In |t + 1| tend vers zéro. La premiere bissectrice est asymptote, et y(t) — z(t) = In |t + 1| est
du signe de t au voisinage de zéro. La courbe est au-dessus de 'asymptote lorsque ¢ tend vers
0% et en dessous lorsque ¢ tend vers 0~ . Elle coupe 'asymptote lorsque |t + 1| = 1, c’est-a-dire
si t = —2, donc au point de coordonnées (In 2,1n 2)

Lorsque t tend vers o0, on a

y(t) =1In

t2 (1—!—%)' =2Inlt|+1n

1
1—1—;‘:23:—1—111

1
1+-|.
v
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La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = 2z, et y(t) — 2z(t) = In|1 + 1/
est du signe de t au voisinage de l'infini. La courbe est au-dessus de 'asymptote a +oo et en
dessous a —oo. Elle coupe lasymptote lorsque |1 + 1/t| = 1 c¢’est-a-dire si t = —1/2, donc au
point de coordonnées (—In2, —21n2).

| Intersection avec Oz |

La fonction y s’annule si
tt+1) =+1.

On obtient des solutions unique-
ment dans le cas +1, qui sont

t=(-1£V5)/2.

- Ces valeurs de t sont, en valeur
absolue, inverses I'une de 'autre.
On a donc deux points d’abscisses
opposées :
VB +1
2

rz==In ~ (048 .
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