SEMESTRE D’AUTOMNE

EXERCICES SUR LE COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS

1. Calculer, lorsque c’est possible, les limites des fonctions f définies ci-dessous en +o0o et —o0 :

2 _ _
a) f(w):% b fl@)=z—14+VaZ—2+3 ¢ f(w):\/w—i-\/l;-—i_\gx I
T _ .2
O B R DR
9) fla)="0T W f) = ) ) fa)=2500 - sh2

2. Dans chacun des cas ci-dessous, trouver une fonction simple équivalente en 400 a la fonction
proposée. En déduire sa limite en +oo si elle existe. (Dans cet exercice, a désigne un nombre réel
quelconque, et n un entier naturel).

0 0= TEE VT ) = FIL 0 g2 DY

2

zesinx +1Inx x

e) f(z)=22+exp((Inz)?) f) f(z)= m

lnz+z

3. Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes

a) (1+2arctanz)(2e® —sinz) ordre3 b)) (z+1)(z—2)(z—3) ordre 2

2

c) —Imzrhicfmw ordre 4  d) em:E_ 1 ordre 3
In(1+ 23

e) In(1 +27) ordre 3 f) V2+cosz ordre 2
tanx —

g) eviteosz ordre 2 h) (1+2z)Y/7 ordre 2

i) In In(1+2) ordre 2 j) +/1+sinx ordre 3

x
k) cos(e®) ordre 2 [) argshy1+z ordre 2

4. En utilisant la formule de Taylor-Young, calculer le d.l. de arctan x a 'ordre 3 au voisinage
de 1. Puis retrouver ce résultat a partir du d.l. de la dérivée d’arctan x au voisinage de 1 sans
utiliser la formule de Taylor-Young .



5. Trouver les développements limités des fonctions suivantes :

(x) = alordre 3 en 7/3
(x) = (x + D(z+2)(x+3) alordre2 en—1
(z) =
() =

oo

)
)
c)
)

=

Inx alordre 2 en 3
(tan x)tan(2a;) alordre 3 en 7/4.

X

flx

Q.

6. a) Déterminer le développement limité d’ordre 13 en 0 de arctan(1/z?).

b) Montrer que, quel que soit n > 0, le développement limité d’ordre n en 0 de th(1/22) vaut
1+ o(x™).

7. Trouver un équivalent simple, lorsque z tend vers zéro des fonctions suivantes :

a) x(2—cosz) — arctan x b) ST 4 ehT _2¢
Inch

c) +tanz — Vasinz d) neny
Incosz

8. Calculer les limites des fonctions suivantes en utilisant les développements limités.

sinxz — arcsinx

q) MM AGINT g b) (S.hx>l/x (z —0)

sin® sinx
5T _ 3% 7€ — ¥
C) 47 _ ow (l‘ — 0) d) (l‘ — 6)2 (:1;‘ — e)
1+2\° , 1
e) <1—x> (r —0) f) cotan z-— (r —0)

9. Calculer les limites des suites suivantes.

a) up = (1 + %)n (x réel)

b) u, = (M) (a, b réels positifs).

10. Etudier au voisinage de zéro, les fonctions f suivantes

W @)=
n Tr)—1n 1'3
b - S0+ )39;1 (1+2°)

11. Etudier a l'infini, les fonctions suivantes

a) f(x) = +/x(1+x)e3/

r—3
r+1

b) flz)==

¢) flz)=1n(e*® —e® + 33 4% 4 1)



Corrigé

1. a) A l'infini, le limite de f est celle du rapport des termes de plus haut degré, donc

b) Lorsque = tend vers +o0, il n’y a pas de forme indéterminée, et I’on obtient immédiatement

lim f(z)=+o0.

T——+00

Par contre, en —oo, il y a une forme indéterminée, et on utilise la quantité conjuguée du numé-

rateur :
—x—2

o) = s

On met alors x en facteur, en remarquant que

Va2 =|zr|=—x

puisque x est négatif. Alors

2
-1-=
) = T
f(z) N —
1——+ 1——+—2
T T
Donc 1
lim f(z)=—=.
T——00 2

c¢) La fonction n’est définie que sur 'intervalle |1, +o00[. Lorsque x tend vers 400, on met /z

en facteur, donc
1 1
T+ =44 /1— =
x T

f(:E) = ) >
1+ ﬁ
d’ont

d) Lorsque z tend vers 400, on obtient, en mettant = en facteur

4
f@) = T 1 T
x 1+—+—2 1—|——+—2
T x T T
et donc
lim f(z)=1.
r—-+00



Lorsque z tend vers —oo, on obtient, en mettant = en facteur, et puisque Va2 = —z pour z < 0,

4
1+ =
fla) = - 1”5 =
I+-+—=
T
et donc
lim f(z)=-1
r——00
e) Quand z tend vers U'infini, on écrit
' 1
14—
x
f($) = D)
1- =
|z|
Donc
o FF) =1
f) En 400, on met e* en facteur, d’ou
1—z%e @
@)= T e
et comme la limite de 22~ est nulle, on en déduit
Jim fa)=1.
En —oo, on met 22 en facteur, d’ott
T
-1+ 6—2
f(l') - 6%‘ ’
1+ )
et comme la limite de e®/z? est nulle, on en déduit
lim f(z)=-1.

Tr——00

g) La fonction f est définie sur |1, +o00[. On écrit

B Inlnz Inz 1

fz) =

lnx z z



On sait que la fonction u — lnT“ admet pour limite 0 en +o00. Donc par composition des limites

Inlnzx

x — =% admet pour limite 0, et f également, comme produit de fonctions ayant pour limite 0.

h) La fonction f est définie sur ]0, +oo[. On écrit

25 /Inz\?
f(@) = 37 <7> ;
Inx

Et comme z — g—; et z — =% admettent pour limite 0 en 400, il en est de méme de la fonction f.

i) En développant, on obtient

z -z 2 2¢ _ —2x
fo) =2 (E55) S e

Et f admet pour limite —1 en 400 et +00 en —o0.

2. a)Sia=0,
f(a:):a:—\/x—i-l:x(l— l—k%),
r oz

et expression entre parenthéses admet pour limite 1. Donc f(z) ~ x, et f admet +oo comme
limite.

Si a # 0, on a, en divisant par x dans la fraction,

24+ 2
fle) = 5t - VT,
—+a

puis en mettant /2 en facteur

P S T
flz) =z | - +;+ﬁ2

—+a
x

L’expression entre parenthéses admet pour limite —1, donc est équivalente 4 la fonction constante
x+— —1. Alors f(x) ~ —y/z et f admet —oco comme limite.

b) Si a # —1, en mettant x en facteur

f(:n):$<1+a\/1+$> ,

et 'expression entre parenthéses admet pour limite a4+ 1, donc f(z) ~ (a+ 1)z, et f admet +o0
comme limite si a > —1, et —cosia < —1.



Si a = —1, on utilise la quantité conjuguée, puis on met = en facteur.
-1 -1

f‘””):ﬁm: ( 1>’
X 1+ 1+P

et 'expression entre parenthéses admet pour limite 2, donc

1

f(:E)N_%v

et f admet pour limite 0.

¢) Si n > 4, on met ™2 en facteur au numérateur

z =T /22 2+ on—4 + on

1 3
wm(m— 2+m+—n>
fla) = ——= S n/2_1< — ! 3).

Et Pexpression entre parenthéses admet pour limite —v/2, donc
f(x) ~ —v227/%71

La fonction f admet —oo comme limite.

Sin =4, on met 22 en facteur au numérateur

. F)
flx) = :3:<1— 3+3>.

zt
L’expression entre parenthéses admet pour limite 1 — /3, donc

fl@) ~ (1= V3)z,
et f admet —oo pour limite.

Si n < 4, on utilise la quantité conjuguée

B —2z" -3
z(22 + Vot + 22" +3)

puis on met ™ en facteur au numérateur et x> au dénominateur

x™ <—2 - %) —9_ 3
f(@) - =" L

= =X
2 3 2 3
l’3 <1+ 1+W+E> 1+ 1+1'4—_"+F

f(z)




L’expression entre parenthéses admet pour limite —1 donc
f(ﬂj‘) ~ _$n—3 ’

et f admet —oo pour limite sin >3, —1sin =3, et 0, sin < 3.

d) On met 23 Inx en facteur au dénominateur

z?sinz + lnx 1

fz) =

x3lnx 1
14—
+ 22lnx

La fonction x +— m admet pour limite zéro, donc

2?sinz + lnx

fx) ~

23 Inx
que I'on peut encore écrire, en divisant par =3
@) sinx 1
x) ~ —.
zlnz 23

Mais la fonction sinus est bornée sur R, et la fonction = — admet comme limite 0. Donc

rinx

sin x
la fonction x +— admet pour limite 0 & +00. On en déduit que f admet pour limite 0.
x

Remarque : on n’a pas I’équivalence

2

22sinz + Inx ~ 22

sinz,

sinon, il existerait un intervalle [a, +oo[ sur lequel les fonctions seraient simultanément nulles.
Or sinz s’annule pour tout multiple entier de 7, et pas z2sinz + In .

e) Remarquons que
exp((ln x)2) — elnx Inz — $1nx )

In

Mettons ™% en facteur

f($) — :Eln:(: (1 + x2—ln:c) )

L’expression entre parenthéses admet 1 pour limite, donc

f(l') ~ xlnm ,

et f admet 400 comme limite.

f) On écrit

Mais

(Inz)®> [ Inz b
vr o \zl/10) 7’



et cette expression admet comme limite 0. Donc

flx) ~ Ve,

et f admet comme limite +oo.

3. a) On part des d.l. de arctanx , e* et sinz a 'ordre 3 en zéro.

273 3
1—|—2arctanx:1—|—2:n—7—|—0(x ),

et

T o _ 2 x_g _ _x_g 3\ _ 2 x_g 3
2¢" —sinz = 2+2x+x+3 TG +0(a:)_2+x+a;+2+0(x).

On effectue le produit en tronquant a ’ordre 3.

7 3
(1 + arctan z)(2¢® — sinz) = 2 + 5z + 322 + % + o(z?).

b) On développe et on tronque a l'ordre 2.

(x+1)(x—2)(x—3)=6+x—42% +2° =6+ — 42 + o(2?).

¢) Le dénominateur de la fraction ne s’annulant pas en zéro, on effectue la division suivant les
puissances croissantes a l'ordre 4.

2 +z —x3/3 1 +x?/2 +ax1/24
—2 —x? —21/12 2 +xz  —2* —5x3/6 +5x1/12
r —1z* —2%/3 —x*/12
—x —x3/2
—a? —=hx?/6  —a'/12
72 +x1/2
—523 /6 +5x%/12
52%/6
T57/12
—5z4/12
0
Pone 1+ arctanz 5z% 5zt
2 1
T—2+$—l‘ —?—FE—FO(JE )

d) Le premier terme non nul du d.l. du dénominateur étant de degré 1, on part de ordre 4. On
a



Et donc

T 1

et —1 x  x2 23 ’
142 T 3
+2—|—6+24+0(:13)

On effectue la division suivant les puissances croissantes & l'ordre 3 suivante :

1 +z/2 +2%/6 +a23/24
—22)6 —23/24 1 —x/2 +2?/12

1
-1 —x/2
—x/2
x/2

—2?/6 —a®/24
+x? /4 +23/12

On a donc finalement

e) Le premier terme non
l'ordre 6.

et

Alors

f) On a tout d’abord

212 12524
—22/12 —2%/24

0

T ZT ZL'2

L 3y |
et —1 3 t g o)

nul du d.l. du dénominateur est de degré 3. On part donc de d.l. a

¢ LA
anxr —r = — —_— o\xr
3 15 ’

6

In(1+2%) = 23 — % + o(9).

2+COSZE:3—%+O($2),



Donc

V2 +cosz = \/3—%2—1—0@2):\/@ <1—%2—|—o(x2)>1/2 .

On utilise le d.l. de (1 + u)™ en zéro avec m = 1/2. Donc

m:\/g<1—%%2+o(az2)>:\/§<1—x—+o(az2)>.

g) En utilisant 1’exercice précédent

T V(- Ge) _ v (- o)

On utilise alors le d.l. de e* en zéro, d’ou

2
eV2+cosz _ V3 (1_ 3z >—|—o(a:2).

h) On écrit
<ln(1 + 295))
(1+22)/" =e x

Puisque l'on divise par z, on part d'un d.l. de In(1 4 2z) a l'ordre 3.

8 3
In(1 +2z) = 22 — 222 + % +o(z?).

On obtient

In(1+ 2x) 82 8.2
e(n xT T < xr

) _ 2 o)

On utilise alors le d.l. de e* & I'ordre 2 en zéro.
In(1 + 2z
<7( )) 21y (o 8N L (g, 8 2
e =e¢ -2z + — - -2+ —
3 2 3

x
i) Puisque l'on divise par z, on part d'un d.l. de In(1 + x) a l'ordre 3.

2 3
In(l+2)=7— — + 2 +o(z?.
2 3
Donc In( ) )
n(l+z) T T 9
lnT—ln<1 2—1-3—}-0(3:)).

x 2 3 2\ 2" 3 N

j) En partant du d.l. a 'ordre 3 en zéro de sinx, on a donc
23 1/3
\3/1+sinx:<1+x—€—|—o(x3)> .

10

4
fo(2?) = € <1 — 2z + Tx



On utilise le d.l. de (1 +u)'/3 a Pordre 3 en zéro :

2 3 2 3
()3 =14%42 <1 —1> “—+% <1 —1> (1 —2> Y o) = 14+ LD o

3 3\3 2 3 3 6
Alors
1 3\ 1 3 2
V1+sing = 1+§<$—%>—§<$—%> 8_51
1 a3 x? 53
= 14+-(o-=)-=4+== 3
+3<x 6> g T 5T Tl
X I‘z 1'3
oy 3
T35 g o)

k) On part du d.l. en zéro a l'ordre 2 de e”.

T :E2 2
e :1+x+7+0(x ).

Alors

2
cos(e”) = cos <1 +z+ % + o(acz)) .

On en déduit

2

2
cos(e”) = cos 1 cos <a: + % + O(a:2)> —sin1 sin <a: + % + o(x2)> .

En utilisant le d.l. en zéro a ’ordre 2 du cosinus et du sinus, on a

2

cos(e®) = cosl <1 — %2 + o(;p2)> —sinl (;,3 LT o(x2)>

cosl+sinl ,
—

= 1—xsinl —
cos 1 — xsin 5

1) On cherche un d.l. de la dérivée a l'ordre 1 :

1 1 1 V2 3z a2\ Y/
"(x) = =—2+3+2‘1/2=—<1 —+—> .
P = s ass 2 tsete) 1 5 "7
Donc
2 3
P =22 (1- % o)
Puis en calculant la primitive, qui vaut argsh 1 = In(1 +/2) en 0,
2 2
argshv/1+z = In(1 +v2) + %x — 33—\2_332 + o(z?).

4. On calcule les dérivées successives de la fonction x — arctan x.

11

2

+ o(z?).



1 —2x

F@)=170s, @)=

— 2\—2
1+$2’ ’ 2_(_2$)(1+$) )

(1+22)
puis
FO@) = —2(1 + 2372 + (—22)(-2)(2z) (1 + 2%) 3.
On en déduit
fQ)y=m/4, (1) =1/2, /(1) =-1/2, fO1)=1/2,

d’otu, en utilisant la formule de Taylor,

fa) = 0+ L0 oy T (o gy L2

on trouve

(=1 (-1 (z—-1)
J@ =3+ "1 *t 1

Partons d’un d.l. & ordre 2 de f’. En posant x = 1 + u, on obtient

+ o1 ((x — 1)3) .

Fla) = r 1 1 1
1422 24 2utu? 2 14utu?/2
Alors
1 2 2\ 2
flx) = 3 [1—<u+%>+<u+%> +01(u2)]
1 2
= 5 [1—<u+%>+u2+01(u2)]
1 2
= 5(1—u—|—%>+01(u)
1w u? 9
= p el
Alors, en intégrant terme & terme
2 3
U U U
= f(1)+—- — — 4+ —
f@) =) +5 -2+ o),

ce qui redonne le méme résultat.

5. a) On se rameéne & un d.l. en zéro en posant h = x — /3. On a alors

1
f(z) = cos (h—k%) =3 cos h — ? sinh,

f(:n):% (1-%)-? <h—%3>+o(h3),

d’ou

et finalement



b) On se rameéne a un d.l. en zéro en posant h =z + 1
f(x)=h(h+1)(h+2) = 2h + 3h? + h3 = 2h + 3h? + o(h?),

donc
f)=2(x+1)+3(x+1)?+o((x+1)?).

¢) On se rameéne a un d.l. en zéro en posant h = x — 3. On obtient alors

f@) = W@B+h) =3+ <1+g>

2
= ln3+g—% <g> + o(h?).
Donc )
fz) =3+ 2 g 3_ 183) +o((z — 3)2)

d) On se rameéne a un d.l. en zéro en posant h = x — w/4. On obtient alors

T
tanh—ktanz B 14 tanh

1—tanhtan% - 1—tanh’

T
tanx = tan (h—i— Z) =

Par ailleurs,

T 1 1
afer = tan (2 * ) tan(—2h) tan 2h
Donc 1/ tan2h
. i . 1+tanh N an . —g(h)
f(x)_f<h+4)_<l—tanh> — ’
ou

1 1+tanh
9(h) = tan 2h i <1 —tanh) '

Comme tan 2h s’annule en zéro, et que le premier terme non nul de son d.[. est de degré 1, il faut
donc commencer le calcul avec un d.l. d’ordre 4 en zéro de tanh :

h3
tanh:h+?—|—o(h4).

On a alors
h3
In(1+4tanh) = In(l+h+ 5+ o(h1))
= () Y e ) (0 ) e
= h+%3—%<h2 ?)%—%3—%4—1—0(114)



Alors en changeant h en —h,

h?  2n®  Th?
ln(l—tanh):—h—?—T—E—FO(h‘l),

et finalement

1+tanh A3 \
N — =In(1 +tanh) — In(1 — tan h) _2h+T+o(h ).
1+tanh

R : la fonction qui & h associe In ————
( cmarque a Ionction qui a assSocle In 1 T tan h

étant impaire, il est normal que son d.l. le

soit également).

Par ailleurs

h3
tan 2h = 2h + 87 + o(Rt).
On a alors
4h3
2h+ —+ o(hh)

g(h) = 3
2h + % + o(h*)

2h?
1+ 7 + O(h3)

2

4h
1+ 3 + O(hg)

= <1+ %) <1 - g) + o(h?)

= 1-— +o(h%).

Alors
f (h + E) — e—g(h)

e(—1 + %hz + o(h3)>

2
= e_l e<% " O(h3)>

Il ne reste plus qu’a utiliser le d.l. de e* en zéro pour obtenir

f(h+%>:e_1 <1+¥>+o(h3).

Finalement

14



6. a) Pour x > 0, on a la relation

1 T
arctan x + arctan — = —
z
Donc ; o
1
arctan 5= g — arctan 2% = g — x4 % - % + o(x'3).
b) On a
1 1 — —2/x?
th— =
22 14e 2
donc e
1 -9 —2/x
th— —1=—C
z? 14 e 2/
Alors e
1 _2 —n,—2/x
.Z'_n th —2 — 1 = —x € 5 .
X 1+ e 2/

b) En posant u = 2/x2,
x—ne—2/x2 — 2—n/2 e—uun/2

et cette expression admet pour limite 0 lorsque u tend vers +o0o donc lorsque x tend vers 0. Alors

lim =" <thi2 — 1> =0,
z—0 T

donc )
thP—l =o(z"),

et 'on a bien )
thﬁ =1+o(z").

7. Remarque : dans cet exercice on ne peut savoir a priori a quel ordre choisir les d.l. que 'on
utilise, les démonstrations sont données avec ’ordre nécessaire pour obtenir I’équivalent cherché.
En général, on choisit un ordre de départ, et, s’il est insuffisant pour conclure, on recommence
les calculs en augmentant l'ordre.

a) En effectuant un d.l. a Pordre 3,

2 3 3
x(2 — cosx) — arctanx = x <2— 1+% +O(m2)> — <m— T +o(m3)> _ 5 +o(z3) ~ =

15



b) En effectuant un d.l. a Uordre 4,

2 4
¢ T 4
1 -2 4=
oCOST e< 2 +24+O($ )>

De méme
2 2t 4
chz <1+7+ﬁ+o(a:)>
e = e
2 4
¢ 4
—+ o+ (x))
_ ee<2 24
2 4 2 4\ 2
T 1 T 4
= 1 Zo4 Sl (R
e +<2+24>+2<2—|—24> +O(3:)]
2 4
x
= e<1+—+€>+0(3§4)
Alors . .
ecosa:+ech:n_2e:%+o(x4)w%.

¢) Pour z tendant vers 07, on a

Vian z = \/a:+%3+0(x3) =z <1+%2+o(w2)>1/2 .

Donc, en utilisant le d.l. en zéro de (1 4 u)'/2,

m=ﬁ<1+%2+o(x2)> :

De méme,

1 1/4
\/4a:sina::il/x2—%+o(a:4):\/5<l—%+o(x2)> :

Donc, en utilisant le d.l. en zéro de (1 4 u)'/4,

\/taTx:\/E<1—§+o(x2)> :

Alors

2 5/2 5/2
Vianz — Vaosinz =z <52i4 +o(x2)> = 53;4 —|—o(x5/2) ~ 53:—

16



d) On part de d.l. a ordre 4.

2 4
Incosz = In (1 R O(:E4)>

2 24
N 2 24 2 2 24
x? ozt 4
7 )
De méme
2 4
x T
Inchz = In(1+>%+= 4
nchx n<+2+24+o(a:)>
x2+az4 1 x2+x4 2+ ()
= -+ = —| =+ = T
2 24 2\ 2 24
2 4
- _r 4
= 5 o)
Alors
2 4
T T 4
Inchz B 7_1_+O(x)
Incosz x? ozt 4
EERNTRAE
2
T
1= 2
o 6+O(w)
72
1+ = +o(z?)
2 2
- —(1—%) <1—%>+o(az2)
2
= —1—|—$——|—o(:172).
3
On en déduit donc
1 Inchz x2+ (22) x?
= — o\xr ~ —
Incosx 3 3

8. a) Le d.l. du dénominateur ayant son premier terme non nul de degré 3, on cherche un
d.l. d’ordre 3 du numérateur. Pour obtenir le d.l. d’arcsinz, on part du d.l. d’ordre 2 de la
dérivée.

o 1—a®) V2 =1+ z* + o(z?).

V1 — 22 2

Donc en intégrant, et puisque arcsin 0 = 0,

23
arcsinx =z + 5 + o(z?).

Alors
. . 23 X 23
sing —arcsing = —— +o(x°) ~ ——

3 9

17



et

sin?x ~ 2® ,
d’ou ) .
sinxz — arcsinx 1
S e Lo
. )
sin® z 3
et .
. x —arcsinx 1
llm f = — = .
z—0  sin°x 3

b) Comme sinz a un d.l. en zéro dont le premier terme non nul est de degré 1, et que 'on effectue
une division par z2, on partira de d.l. d’ordre 3. On a

3 3
sinx:x—g—ko(x?’) et sha::x—l—g—i—o(az?’),

donc
3
shx x+ 3 + o(x?’)
. = 3
sin z x—x——l—O(x?’)
6
22
1+ 3 + o(a;2)
= 2
1- % + o(z?)
2 2
= <1 + %) <1 + %) + o(2?)
2
= 1+ r + o(z?)
Alors . ) )
In 27 —1n <1 + Ty o(x2)> =L 1 o@@?)
sin
Puis ) L )
shx
il _ - 1
2 sinz 3 o)
Finalement ) L
shx
1/22 —1
sha Y _ e<x2 sina;)
sinx
tend vers el/3 |

rlna

c¢) On part du d.l. d’ordre 1 en zéro de o = e qui vaut 1 + zIna + o(x) . On a donc

57 =3 = (1+2lnb) — (1 +2ln3) + o(z) :a:lng +o(x) Na:lng,

et
4* -2 =(142zlnd) —(1+zln2)+o(x) =xn2+o(zx) ~z In2,
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donc

. 57 —3%  In(5/3)
I 3 = o

d) On pose tout d’abord h = x — e, et l'on cherche la limite lorsque h tend vers zéro de

(e 4 h)e _ ee—i—h

On cherche un d.l. d’ordre 2 du numérateur. Tout d’abord
h e
(h+e)=¢e° <1+g> .

On utilise le d.l. de (1 + z)® en zéro, pour a = e, et = h/e. Donc

. 2
(h+e)e — e° <1+€%—|— 6(62 1) <%> —I—O(h2))

—1
= € <1+h+e2e h2>+0(h2).

En utilisant le d.l. de 'exponentielle, on aura

2
ehte = efeh = ¢ <1 +h+ %) +o(h?).

D’ou ol
(h+e)° — ehte = —62 h? + o(h?).
Alors
. e _ ot - ee—l
z—e (x — e)? 2

e) Comme dans le calcul figure une division par z, on part de d.l. & 'ordre 1. On a tout d’abord

1+
1_2 —(1+2)1+z+o(x)=1+2z+o(z),
puis
1.1 1 1
I = a1+ 20+ of2)) = - (20 + o(z) =2+ o(1) .
Alors

1+z\Y? 1 14z
=exp |—In
1—=x r 1—=x

tend vers e? lorsque z tend vers zéro.
f) On écrit

1 1 1 2?2 —tan’z (2 +tanz)(z — tanx)
cotan2$——:—2——: 5 = 5 .
z?2  tan?z 22 22 tan® x? tan? x
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3 3 3
x—tan$:x—<x+%+o(x3)> :_x_+o($3)m_x_7

r+tanx =2z +o(z) ~ 2z,

et
xztan2x~x4.
Alors 5
T
20 | ——
L)
cotan“yx — — ~ ————2 = ——,
2 xt 3
Donc

I 9 1 - 2
xli% cotan :E—F ——g.

9. a) On écrit

_ nln(l4+z/n
uy, = enIn(iHa/m)

et en posant v = 1/n, on utilise le développement de In(1 + «) en 0. On a donc
z T 1
nln(l—l——) :n<——|—o<—>> =z+0o(1).
n n n

lim u, =¢€*.
n—-+4o0o

d’ott 'on déduit

b) Posons tout d’abord h = 1/n. On cherche donc la limite quand h tend vers zéro de

g(h) = <%(ah +bh)>1/h .

Comme dans le calcul figure une division par h, on part de d.l. a Pordre 1. Comme dans 8c) on a

1 1 1
g(ah—irbh) = S(I+hIna+1+hinb+o(h)) =1+ (na+mb)h+o(h) = 1+ hlnvVab+ o(h).

Donc

%m <%(ah +bh)> = % (hnVab+o(h)) = InVab +o(1),

et cette expression tend vers In v ab. Alors
1 1
g(h) = exp [ﬁ In <§(ah + bh)>]

tend vers eln\/% = v ab. Donc

n—00 2

lim <M> —Vab.
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10. a) On a

2 3
e_le—x+%—%—|—0(x3),

d’oul )
f(a:):—l—i-%—%—FO(xQ),

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur —1. L’équation de la tangente a la courbe en 0
est donnée par le d.l. d’ordre 1 :

X
=14+ =,
Y +2
Alors
L e e
2/ 6 6 -

Lorsque x tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente.

b) On a
2 3 4 2 4
_ 3y _ TN A B 4y _ o, 327 317 4
3In(1 + x) ln(1+33)—3<:17 2+3 4> x° +o(x”) =3z 5 1 +o(z"),
d’ou 5
_ 4T 3
fl)=1-% - Ty o)

La fonction f se prolonge en zéro par la valeur 1. L’équation de la tangente & la courbe en 0 est
donnée par le d.l. d’ordre 1 :

Alors

ZT $3 $3

f(x)_(l_i)z—Z—Fo(a:g)w—z_

Lorsque = tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente,
lorsque x tend vers 0~ la différence est positive et la courbe est au-dessus de sa tangente. La
courbe admet un point d’inflexion au point d’abscisse 0.
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11. a) En mettant 22 en facteur sous la racine, il vient

€T T
Posons h = 1/z, et faisons un d.l. de

1@ <1> = V1+heh?,
| h

On obtient

2 8 2 8

2 2
VIthedh? = <1+@—h—> <1+%—|—%>—|—o(h2)
2
= 1+2h+%+o(h2).

Donc, si x est positif

X

7 1
f(a;) :$+2+—x+0<—> 5
et si x est négatif

f(x):—x—2—£+o<%> .

La courbe admet la droite d’équation y = x + 2, comme asymptote & +00 et se trouve au-dessus
de 'asymptote car

f@) -+ =g +o(3)~ g

z) " 4
est du signe de 1/x donc positif.

Elle admet la droite d’équation y = —x — 2, comme asymptote & —oco et se trouve également
au-dessus de 'asymptote car

f($)+(x+2):_l+o<l>w_l

4z T 4z

est du signe de —1/z donc encore positif.
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b) Posons h = 1/z. On a alors

On effectue un d.l. a 'ordre 3.

1—-3h

TR = (1=3h)(1 —h+h?—h3+o(h®) =1 —4h + 4h? — 4h® 4+ o(h?).

Alors, en utilisant le développement en 0

u  u?r o owd 3
\/1+u—1+§—§+ﬁ+0(u )
on obtient
1—-3h 2 3 3\\1/2
T (1 — 4h + 4h? — 4h3 + o(h?))
1 1 1
= 1+ 5(-4h+ 4h? — 4h3) — é(—4h + 4h* — 4h3)% + 1—6(—4h +4h* — 4h3)3 4 o(h?)
= 1+ (=2h+2h% —213) — 2(h? — 2h3) — 4h> + o(h?)
= 1—2h—2h% +o(h%).
On a donc

La courbe admet & 00 I'asymptote d’équation y = x — 2. La différence

f@) == =-F o)~ -5

2 z

est négative. La courbe est en dessous de 'asymptote a +o0o et —oo.
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c) Lorsque x tend vers +oo le tétme prépondérant & l'intérieur du logarithme est €2*. On le met
en facteur. Alors '

fz)=In[e**(1—e®+3e 5 43 42 =224+ 1n(l —e 4 e 2 4+ 3% 4 3¢759),

xT

Posons alors e = h, cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. a 'ordre 1 en zéro

de
In(1—h+h*+h* +3h°%) =In(1 — h + o(h)) = —h + o(h),

donc
flz) =2z —e® +o(e™).

La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = 2z. Et la différence
f(2) = 20 = —e™ + o(¢™7) ~ —7,
est du signe de —e™*. La courbe est en dessous de son asymptote & +oo.

Lorsque z tend vers —oo le terme prépondérant a 'intérieur du logarithme est 3e73%. On le met
en facteur. Alors

1
f(z)=1In [36_3”3 (1 + = (e 4% — et + €5$)>:| = —3z+In3+In <1 +

3 1 (e2m +e3x _ 6432 +e5m)> .

3

Posons alors e* = h, cette quantité tend vers zéro. On peut effectuer un d.l. & 'ordre 3 en zéro

de
R? B3 Bt RP h? h?
n(l+—=4+———4+—)=h{l+—+400h?))=— 3.
n<+3+3 3+3> n<—|—3—|—0(h)> 3+o(h)
Donc ]
f(z) =—-3z+1In3+ gezx + o(e*?).
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = —3z + In 3. Et la différence

L 1
f(x) - (_31' + 1113) = §e2m + 0(621) ~ §e2x7

est du signe de €2 /3. La courbe est au-dessus de son asymptote & —oo.
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