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Chapitre 1

Compléments d’analyse

1.1 La droite réelle achevée

On ajoute deux points a R que 'on note —oo et +00. On définit ainsi la
droite réelle achevée R = R U {—o0; +00}. Notons 1(z) = atan x pour x réel

(+00) =7/2, Y(—00) = —7/2.

Homéomorphisme de (R, d) dans [—7/2,7/2]
1.5 .

0.5

-0.5 _

1t i

-1.5 ' '
-10 -9 0 3 10

Pour z,y dans R, on note d(z,y) = |[¢(z) — 1 (y)|. Il n’est pas trés difficile
de vérifier que pour tous , vy, 2 dans R, on a

o d(l’, Z) < d(l‘,y) + d(yv Z)

—d(z,y) =0 <= x =y

- d(z,y) = d(y, ).
On dit alors que (R, d) est un espace métrique.

Si (7,),>1 est une suite a valeurs dans R, on dit que (z,) converge vers
x si d(z, z,) tend vers 0.

On peut remarquer que v réalise un homéomorphisme croissant de (R, d)
dans [—7/2,7/2] (Phoméomorphisme réciproque est bien sr un prolonge-
ment de la fonction tangente).



2 CHAPITRE 1. COMPLEMENTS D’ANALYSE

Corollaire 1. De toute suite (a,) a valeurs dans (R, d), on peut extraire une
sous-suite convergente.

Démonstration. (a,) est a valeurs dans l'intervalle compact [—7/2,7/2],

donc, il existe une suite p(n) d’entiers strictement croissante et y € [—m /2, 7/2]

tel que ¥ (ay(m)) tend vers y. Par continuité de ™1, (ay() tend vers ¥ (y).
[l

Pour une suite (z,),>1 a valeurs dans R, on peut vérifier que (x,),>1
converge vers a dans R si et seulement si elle converge vers a dans R, que
(Zn)n>1 converge vers oo dans R si et seulement si elle tend vers +oo lorsque
n tend vers l'infini, que (2,),>1 converge vers —oo dans R si et seulement si
elle tend vers —oo lorsque n tend vers I'infini.

On peut prolonger la relation d’ordre < sur R, en disant que sont vraies
les relations “—oo < a” “a < 400” pour tout a € R ainsi que “—oo < +00”.

On peut alors énoncer le théoréme suivant
Théoréme 1. Toute suite monotone de R converge.

Démonstration. On va le prouver pour une suite croissante. Si la suite est
constante égale & —oo, elle converge. Sinon, & partir d’un certain rang, elle est
a valeurs dans | — o0, +00], donc on peut se ramener au cas ou elle est a valeurs
| — 00, +00]. Maintenant, si elle contient +o00, elle est constante a partir d’un
certain rang, donc elle converge. On s’est donc finalement ramené au cas ol
la suite est a valeurs réelles : si elle est croissante, majorée, elle converge dans
R, si elle est croissante non majorée, elle converge vers +oo. ]

1.2 Limite supérieure

La limite supérieure d’une suite (a,) a valeurs dans R est

lim a,= lim sup q.
n——+o00 n—+oo k2n
Cette limite existe bien car la suite (v,) définie par v, = 2111) aj est dé-
>n

croissante. De méme, la limite inférieure d’une suite (a,) a valeurs dans R
est

lim a,= lim inf q.
n——+oo n——+oo k>n
Cette limite existe bien car la suite (w,,) définie par w, = inf a; est crois-

k>n
sante.

Lemme 1. Soit (Tn)n>1 une suite a valeurs dans R, f une fonction croissante
continue de (R,d) dans (R,d). Alors, sup{f(x;);i > 1} = f(sup{z;;i > n}).

Démonstration. La suite max{z;;1 < i < k} converge vers sup{z;;i > 1}
lorsque & tend vers l'infini. Donc par continuité f(max{z;;1 < i < k})
converge vers f(sup{z;;i > 1}). Or f(max{z;;1 <i < k}) = max{f(z;);1 <
i < k}, qui elleeméme converge vers sup{f(z;);7 > 1} lorsque k tend vers
I'infini. Finalement sup{f(x;);i > 1} = f(sup{z;;i > n}). O



1.2. LIMITE SUPERIEURE 3

Théoréme 2. lim a, est la plus grande valeur d’adhérence de a, dans R.
n—-+o0o

Démonstration. Posons! = lim a,, et, comme précédemment v, = SUp ay.
n—+oo k>n

Commengons par montrer que toute valeur d’adhérence a de (a,,) vérifie a < L.

Soit @ = lim ag,(,) une valeur d’adhérence. Si @ = —oo ou [ = +o0, il n'y
n—+oo

a rien a montrer. Sinon, prenons € > 0. Il existe N tel que n > N entraine
v, <l +¢, et donc ay <1+ ¢ pour k> N. Comme ©(n) tend vers infini, il
existe M tel que n > M entraine p(n) > N. Finalement on a ay,) < l+¢
pour n > M, d’ott a < [ + . Comme ¢ est quelconque, on a a < [. Reste a
montrer que [ est valeur d’adhérence.

On pose p(1) = 1, puis

p(k+1) =inf {n > p(k) + L (V1) = Y(an) = ¥(vpm+1) — 1/k}

@(k + 1) est bien défini, car sup,,>, )11 V(@) = P(SUDP,> ()41 An), d’apres
le lemme (7 est un homéomorphisme, donc est continu). Pour £ > 1, on a

V(Vpky+1) = Y(Apie1)) = (Vpmy41) — 1/K,

ce qui montre que ¥ (ay ) tend vers (1), et donc, comme 1)~ " est continue,
que ap(x) tend vers [. n

De méme
Théoréme 3. lim a, est la plus petite valeur d’adhérence de a,, dans R.
n—4o0
Théoréme 4.

m a, =sup{z € R;{n > 1;a, > x} est infini.}

n—-+o0o

Démonstration. Supposons que x est tel que {n > 1;a, > =} est infini. On
peut donc en extraire une suite ¢(n) strictement croissante d’entiers telle que

Qp(n) CONVETgE VeIs 2 € R et Qp(n) > T pour tout n : comme @ a,, est
n——+oo

plus grand que toutes les valeurs d’adhérence, on a donc

hm Ap 2 z Z X
n—-+00

En prenant le sup sur tous les x tels que {n > 1;a,, > x} est infini, on obtient

lim a, >sup{z € R;{n > 1;a, > z} est infini.}

n——+o00

Maintenant raisonnons par ’absurde et supposons que

L= lim a,>S=sup{z € R;{n >1;a, > x} est infini.}
n—-+o0o
Soit € > 0 tel que L > S+¢e. Comme L est la plus grande valeur d’adhérence
de a,, L est la limite d’'une suite extraite a,(,). Pour n assez grand, on a
ay(n) > S +¢€, ce qui entraine que I'ensemble des n tels que a, dépasse S+ ¢
est infini, ce qui contredit la définition de S. O
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De méme

Théoréme 5.

lim a, =inf{z € R;{n > 1;a, < x} est infini.}

n—-+00

Théoréme 6. Une suite (a,) @ valeurs dans R converge si et seulement si

lim a,= lim an, qui est alors la limite.
n—-+00 n—4o00
Démonstration. Si  lim a, = lim a, = 400, alors pour tout = € R,
n——+00 n——+00

{n > 1;a, < z} est fini, ce qui montre que a, tend vers +o0o. De méme, si

lim a, = lim a, = —o0, alors pour tout x € R, {n > 1;a, > z} est
n—-+00 n——4oo

fini, ce qui montre que a, tend vers —oo. Passons au cas ou lim a, =
n——+0oo

lim a, =1 € R. Soit € > 0. Comme

n——+00
lim a, =sup{z € R;{n > 1;a, > v} est infini.} = € R,
n——+0oo
I’ensemble des n tels que a,, > [ + ¢ est fini. De méme, comme
lim a, =inf{z € R;{n > 1;a, < x} est infini.} = € R,
n——+00

I’ensemble des n tels que a,, <[ —¢ est fini. Finalement, ’ensemble des n tels
que |a, —I| > ¢ est fini . Ainsi, pour tout € > 0, a partir d’un certain rang,
la, —[| < € ce qui montrer que a,, tend vers [.

Réciproquement, si a, converge vers [ € R, lim a, et lim a, sont
n—+o00 n—-+00

égales a [ puisque ce sont des valeurs d’adhérence de (a,,). O
Théoréme 7. Soit (u,), u,, deuz suites avec u, < u,, pour tout n. On a

lim u, < lim u, et lim wu,< lim wu),
n——+o0o n—-+o0o n——+o0o n——+00

Démonstration. Pour tout n, §1>1p up < ilip uy, d’ou la premiére inéga-
Zn ~Zn

lité en faisant tendre n vers +oo. Pour tout n, inf w, < inf ), d’ou la
k>n k>n

deuxiéme inégalité en faisant tendre n vers +oo. O]

Corollaire 2. Soit [ € R. On suppose que pour tout € > 0,
lim w, >1—¢
n—-+oo
et
lim wu, <l+e.

n—400

Alors, u,, converge vers [.



1.3. EXERCICES SUR LES LIMITES SUPERIEURES ET INFERIEURESS

Démonstration. En faisant tendre € > 0 dans les deux inégalités, on obtient

lim w, >1
n—-+o0o

lim u, <.
n—-+0o00

Finalement

[< lim wu, < Tim u, <I,
n—-+00 n—+00

comme les termes extrémes sont égaux, ceci entraine que tous les termes sont
égaux. O

1.3 Exercices sur les limites supérieures et in-
férieures

Lo lm (-1)"(1+5) T (-1)"(1+3)

n—-+00 n—+00
lim cosn  lim cosn lim —f— [im
notoo n—1>I—j&Eloo n—+oo 1+cosn n—l>r—iloo 14cosn
2. Soit (a;, i € I) une famille non vide d’éléments de R.
(a) Démontrer que inf (a;, i € ) = —sup (—a;, i € I).
(b) Soit o un élément de R. Démontrer que
inf(a+a;,i€l)=a+inf(a;, i € I)
et en déduire que
sup(a+a;, i € I) =a+sup(a;, i € 1).
3. Démontrer que lim a, = — lim (—a,), pour toute suite (a,),>1

n—+oo n——+o0o
d’éléments de R.
4. Soit (an)n>1 et (bp)n>1 deux suites dans R.

(a) Démontrer que

lim (a,+b,)> lim a,+ Lm b,

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

et

lim (an+b,) < lim a,+ lim by.

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
Montrer que les inégalités peuvent étre strictes.

(b) On suppose que (a,),>1 converge dans R. Démontrer que

lim (a,+b,)= lim a,+ lm b,; lm (a,—b,)= lim a,—
n—-+oo n—+00 n—-+oo n—-+oo n—+00

n—-+o0 n—r+00 n—-+o0 n—-+o0 n—+o0

lim b,
n—4o00

lim b,
n——+0oo
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5. Suites sous-additives (lemme de Fekete)
Soit (uy),>1 une suite vérifiant

Vn,p 21 tpyp < up + uyp.

Le but de I'exercice est de montrer que “* converge vers inf =,
n>1

(a) Soit k un entier naturel non nul fixé, r un entier entre 0 et k& — 1.

Montrer que
Ukn+r Nnug Uy

nk +r _nk:+7“+nk+r‘

En déduire  Tim
n—-+oo
(b) Montrer que lim “= < infy>; 4.
n——+oo

(c) Conclure.

L _ Ayl o
(d) Application 1. Pour A € M, (R), on pose ||| A||| = yG]SRITLlE[O} e

Montrer que la suite |||A”|||'/" converge vers un réel positif.

(e) Application 2. Soit E une partie finie de R?. On note A, ’ensemble
des suites (uq, ... u,) qui vérifient
—u €K
— Uiy —u; € E pour tout 1 € {1,...,n—1}
— 1 — u; est injective

Montrer que la suite |A,|*/"

converge vers un réel positif.

6. Soit (an)n>1 €t (bn)n>1 deux suites de réels telles que, pour tout n > 1,

anp >0,b, >0et lim (a,)”=a>0, lim (b,)" =0b> 0. Soient

n—-+0o0o n—-+o0o

p,q > 0 avec p+ g = 1. Déterminer lim (pa, + ¢b,)".

n—-+00

7. Soit a > 1. Montrer qu’il existe une unique suite (uy)g>1 vérifiant pour
tout NV

Montrer que  lim u, < ((a)/* < Tim u,. Montrer que (uy)n>1
n——+0oo n—-+0o

converge vers une limite que 'on déterminera (cette derniére question
est plutot un défi, Pauteur de ces lignes ne connait pas la réponse).



Chapitre 2

Un peu de théorie de la mesure

La théorie des probabilités décrit les événements comme des sous-ensembles
d’un ensemble €) représentant tous les résultats possibles a priori — méme s’il
peut s’avérer ensuite que certains n’arrivent jamais. Remarquons bien qu’il
n’est pas possible de modéliser un phénomeéne aléatoire quelconque si I’on ne
connait pas les résultats possibles a priori.

Soit donc €2 un ensemble. Pour tout A C €2, on note A€ le complémentaire
de A dans 2 :
A={zx e Qrx ¢ A}

2.1 Tribus

2.1.1 Axiomes de base

On dit qu’une partie F C P(2) est une tribu si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. g€ F.
2. VAe F A°e F.

“+00
3. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de F, ,Ul A; € F.
1=

2.1.2 Propriétés

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des axiomes de base :

- Qe A
“+o0

— Pour toute suite (A;);en d’éléments de A, ﬂl A, e A
1=

n
— Pour toute suite (A;)1<i<, d’éléments de A, ,Ul A; e A
1=

n
— Pour toute suite (A;)1<i<, d’éléments de A, ﬂl A; e A.

1=
Une fois que 2 et A sont fixés, on appelle événement tout élément de A.
Exercice :

Montrer qu’une partie A C P(Q2) est une tribu si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. Q€ A.
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2. V(A,B)e Ax A (AC B)=> (B\A€ A.
3. V(A,B) € A2 AUBE€ A

+oo
4. Pour toute suite (A;);ey d’éléments de A deux a deux disjoints, 'U1 A; €
1=

A.

2.1.3 Sous-tribus

Si A est une tribu et que la partie B C A est une tribu, alors on dit que
B est une sous-tribu de A."T

2.1.4 Opérations sur les tribus
Intersection de tribus
Soit €2 un ensemble et 7" un ensemble de tribus sur €2. T" est supposé non

vide.? Il peut étre fini ou infini, voire méme infini non dénombrable. Alors

A= N A est une tribu.
AT

Démonstration. 1l suffit de vérifier les 3 axiomes de base des tribus.
-VAeT o€ A Donc @ € AﬁT.A:A.
€
— Soit A € A. On doit montrer que A¢ € A. Soit A € T. Comme les
A € A et que A est une tribu, A° € A. Comme ceci est vrai pour tout
AeT , onaAe N A=A
A€ET
— Soit (A;);er une famille dénombrable d’éléments de A. On doit montrer

que 'UI A; € A. Soit A € T. Comme les A; sont dans A et que A est
1€

une tribu, UI A; € A. Comme ceci est vrai pour tout A € T, on a
ic

AeT

el

Tribu engendrée par une famille de tribus

Soit (A;)icr une famille de tribus sur 2. L’ensemble des tribus contenant
des tribus contenant toutes les A; est non vide, puisque P(£2) est une telle
tribu. D’apreés le résultat énoncé ci-dessus, l'intersection de toutes ces tribus
est une tribu. Par construction, cette tribu est la plus petite tribu contenant
toutes les A;. On la note

N A

i€l

1. Une erreur classique a ne pas commettre : si B est une sous-tribu de A, que B C A
avec A € A, alors rien ne permet d’affirmer que B € B ni que B € A.
2. T est donc un ensemble d’ensembles d’ensembles, lol.
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Tribu engendrée par une famille d’ensembles

Soit (A;)ie; une famille de parties de €Q.
Pour tout i, la plus petite tribu contenant A; est la tribu A; = (&, A;, A, Q).
Ainsi, la plus petite tribu contenant les ensembles A; est

O(Ai;ie ])

On note cette tribu o(A4;;7 € I).

2.1.5 Tribu borélienne, fonctions mesurables

Soit (A, A) et (B, B) deux espaces mesurés. On dit qu’une application f
de A dans B est mesurable de (A, .A) dans (B, B) si quelque soit X € B, son
image réciproque f~}(X) est dans A.

Commencons par une remarque simple : si f de A dans B est (A4, A) —
(B, B) mesurable et que g de B dans C est (B, B) — (C,C) mesurable, alors
go fest (A, A) — (C,C) mesurable.

Théoréme 8 (Théoréme fondamental de la mesurabilité). Soit f une appli-
cation quelconque d’un ensemble Q0 dans un ensemble ). Alors

— Pour toute tribu T sur Y, f~Y(T) est une tribu sur €.

— Pour tout A € P(P(Y)), o(f1(A)) = f1(c(A))

Démonstration.  — Vérifions que f~*(T) vérifie les axiomes des tribus

~geftMNcaro=fY2)etodeT

~ Soit A € f7HT):ilexiste B€ T avec A = f~1(B). A°= (f~}(B))* =
f~YB); or B¢ €T donc A° € f~1(T)

— Soient (A;);>1 des éléments de f~(7) : pour tout 4, il existe B; € T
avec A; = 7Y B;). UsA; = Ui(fU(By)) = fH(U;By); or UiB; € T
donc UzAZ € f_l(T)

~ ACo(A), donc f~1(A) C f(o(A)), puis

o(fH(A) Ca(f(a(A) = f(o(A)),

ou I’égalité provient de la premiére partie du théoreme. Il reste a mon-

trer que f~!(c(A)) C o(f'(A)). Notons
C={X €o(A); fTH(X) €a(f(A)}

I1 n’est pas difficile de démontrer que C est une tribu (laissé en exercice).
Mais C contient A, donc C est égal & o(A) tout entier, ce qui montre
I'inclusion voulue.

]

Si il n’y a pas d’ambiguité sur la tribu B de I’espace d’arrivée, on note
o(f) la tribu f~1(B); c’est la plus petite tribu A sur A telle que f soit
une application mesurable de (A, A) dans (B, B). On dit que c’est la tribu
engendrée par l'application f.

Corollaire 3. Soit (A, A) et (B,B) deuz espaces mesurés. On suppose que
B = o(C). Une application f de A dans B est mesurable de (A, A) dans
(B, B) si quel que soit X € C, son image réciproque f~1(X) est dans A.
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Si A est un ensemble muni d’une topologie, on appelle tribu borélienne
de A et 'on note B(A) la tribu engendrée par les ouverts de A.

Lorsque I'ensemble d’arrivée d’une fonction est (R, B(R)), on parle fré-
quemment d’application mesurable sans préciser 1’espace d’arrivée.

Théoréme 9. La tribu borélienne de R? est également la tribu engendrée
par les pavés ouverts de RY dont les cotés ont des extrémités rationnelles ; les
ensembles de la forme Hle]ai, bi[, avec a; < b; et a;,b; dans Q.

Démonstration. Soit T la tribu engendrée par ces pavés : T C B(R?) car ces
pavés sont eux-mémes des ouverts de R?. Pour obtenir I'inclusion réciproque,
il suffit de montrer que chaque ouvert O de R est dans 7. Soit donc O
un ouvert de R% Soit € R? : il existe ¢ > 0 tel que x+] — ¢, +¢[¢C O.
Comme Q est dense dans R, on peut trouver des rationnels a;(x) et b;(z) avec
x; — e < a;(x) < x; < b(x) < x; + £. Posons alors U(z) = [[,Jas(x), bi(z)[.
On a
O= U U(x)
z€0
On peut définir une relation d’équivalence sur O par u ~ v si et seulement
si U(u) = U(v). Evidemment, Papplication U passe au quotient, et 'on peut
écrire
O= U U(x)
€0\~

Mais O\ ~ est au plus dénombrable car U est a valeur dans Q% qui est

dénombrable. Ainsi, O est réunion dénombrable d’éléments de T, donc O est
dans T. O

On peut en déduire aisément que la tribu borélienne de R est engendrée
par les ensembles de la forme | — oo, af, ou a décrit R. Ce résultat pourra
éventuellement étre traité en exercice.

Corollaire 4. Soit (A, A) un espace mesuré, f une application de A dans R.

Si pour tout a € R, l'ensemble f~1(]—o0, a[) est dans A, alors f est mesurable
de (A, A) dans (R, B(R)).

Corollaire 5. Soit A et B deux espaces topologiques. Toute application conti-
nue de (A, B(A)) dans (B, B(B)) est mesurable de (A, B(A)) dans (B, B(B)).

On note couramment V(A, A) 'ensemble des applications mesurables de
(A, A) dans (R, B(R)). De méme, on note V(A, A) I'ensemble des applications
mesurables de (A, A) dans (R, B(R)) et V, (A, A) 'ensemble des applications
mesurables de (A, A) dans (R, B(R,))

Tribu produit

Soit (€2, A) et (€', A’) deux espaces mesurés. On appelle tribu produit sur
Q x ¥ la tribu engendrée par les ensembles A x B € A x 5. On note A® B
cette tribu.

Commencons par une remarque simple : si 71 est Papplication de € x €
dans Q qui & (z,y) € Q x ' associe m(z,y) = z, alors m; (la projection
sur la premiére coordonnée) est une application (2 x ', A ® B) — (22, .A)
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mesurable. En effet, si A € A, 77(A) = AxQ € AxB C A® B. De
méme, si 7y est Papplication de © x Q' dans ' qui a (z,y) € Q x Q' associe
mo(z,y) = y, alors my (la projection sur la deuxiéme coordonnée) est une

application (2 x ', A® B) — (€, B) mesurable.

Théoréme 10. On suppose que A = 0((A;)ier) et B = o((B;)jes). Alors
A QB = O'((AZ X Bj)(i,j)GIXJ)-

Démonstration. Notons O la tribu engendrée par les (A; X Bj)(ivj)elx‘]. Pour
A C Q,onnote Cy = {B € B: Ax B € O}. On montre facilement
que pour tout A, C4 est une sous-tribu de B sur €. (le faire!) Supposons
maintenant qu’il existe ¢ avec A = A; : on voit alors que (Bj)ic; C Ca.
Alors, 0((Bj)jes) C 0(Ca), soit B C Cy4, d’'ott B = C4. Maintenant, notons
D ={A e A:Cy=B}. On peut montrer que D est une sous tribu de A. (le
faire!) Mais D contient les A; qui engendrent A, donc D = A, ce qui signifie
que pour tout (A, B) € Ax B,on a Ax B € O. En considérant les tribus
enendrées, on a A ® B C O. L’inclusion réciproque est évidente. O

Théoréme 11. Soient f une application de C' dans €2, g une application
de C' dans Q'.On définit une application F de C dans  x Q' par F(x) =
(f(x),g(x)). L’application F est (C,C) — (2 x @', A ® B) mesurable si et
seulement si f est (C,C) — (2, A) mesurable et g (C,C) — (', B) mesurable.

Démonstration. La condition est nécessaire car f = moF et g = mpo F : ainsi
lorsque F est (C,C) — (2 x ', A® B) mesurable, comme 75 est (2 x Q' A®
B) — (2, .A) mesurable, f est mesurable comme composée d’applications me-
surables. Pour les mémes raisons, g est mesurable. Supposons maintenant que
fest (C,C)—(£,.A) mesurable et g (C,C)— (€, B) mesurable et intéressons-
nous & F. Soit Ax BeE AxB: F Y AxB)=f"1A)ng'(B). Comme f
est g sont mesurables, f~!(A) et g~ }(B) sont dans C, donc leur intersection
aussi. Ainsi pour tout A x B € A x B, F7}(A x B) € C. Mais les ensembles
A x B € A x B engendrent A® B, donc F est bien (C,C) — (2 x Q, AR B)
mesurable. O

Théoréme 12. Soit (21, F1), (e, F2), (23, F3) trois espaces mesurés. L’ap-
plication U = ((2; X Q) x Q3) — U x (Qy x Q3) qui a ((x,y),2) asso-
cie (z,(y,z) est bi-mesurable de ((21 x Qo) x Q3),(F1 ® F2) @ F3) vers
(21 x (2 x Q3), F1 ® (Fo @ F3)). Ainsi les deuzx tribus (F; @ F2) @ Fy
et F1 ® (Fo ® F3) peuvent s’identifier et on notera simplement Fi @ Fo ® F3
cette tribu sur € X {1y x Q3.

Démonstration. En utilisant le théoréme [0, on voit que les ensembles (A; X
Ay) x Az et Ay X (Ag X A3) engendrent respectivement les deux tribus consi-
dérées. Le corollaire B permet alors de conclure. O

[’extension au produit d’un nombre quelconque d’espaces mesurés se fait
alors aisément par récurrence.

Théoréme 13. Pour tout entier d > 2, on a

B(R?) = B(R)*
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Démonstration. Tl suffit de montrer que pour tout d > 1, B(R4) = B(RY) ®
B(R), puis de conclure par récurrence. Or, d’aprés le théoréme A la tribu
B(R%) est la tribu engendrée par les ensembles A de la forme [],]a;, bi],
avec a; < b; et a;,b; dans Q, tandis que B(R) est la tribu engendrée par les
ensembles B de la forme |agy1,bgr1[, avec agi1 < bgi1 et agi1, bayr dans Q.
D’aprés le théoréme I, les produits A x B engendrent la tribu B(R?) @ B(R) ;
mais ces ensembles sont exactement les ensembles de la forme [ ]as, bil,

avec a; < b; et a;,b; dans Q, qui, toujours d’aprés le théoréme 8 engendrent
la tribu B(R4+1). O

Théoréme 14. Soit f, g deux applications mesurables de (C,C) dans (R, B(R))
et G une application mesurable de (R?, B(R?)) dans (R, B(R)). Alors H dé-
finie par H(x) = G(f(x),g(z)) est mesurable de (C,C) dans (R, B(R)).

En particulier les choiz G(z,y) = x+y et G(x,y) = xy nous disent que f+g
et fg sont mesurables de (C,C) dans (R, B(R)).

Démonstration. Avec les notations du Théoréeme I, H = G o F'. Pour le cas
particulier, notons que comme H est une application continue de R? dans R,
c’est une application (R? B(R?)) — (R, B(R)) mesurable, ou de maniére équi-
valente (R?, B(R) ® B(R)) — (R, B(R)) mesurable les applications continues
sont mesurables par rapport aux tribus boréliennes associées aux topologies
correspondantes. m

2.2 Mesures

2.2.1 Algébres

On dit qu’une partie A C P(£2) est une algebre si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. o e A

2.VAe A A°c A

3. Pour tous A et Bdans A, AUB€e A

Remarque : il n’est pas difficile de démontrer qu’une algébre est stable
par union finie ou intersection finie.

On voit tout de suite que la différence avec la définition d’une tribu est
que la stabilité par réunion dénombrable n’est pas requise. En fait, les tribus
sont parfois appelés o-algébres, la lettre o étant traditionnellement attachée
aux propriétés liées a des familles dénombrables.

Remarque : en anglais

— algébre se dit “field”, plus rarement algebra
— tribu (o-algebre) se dit “o-field”.

2.2.2 Espace mesuré

Soit A une algébre. On appelle mesure sur (£2,.4) toute application
p: A —0,400]

vérifiant les propriétés suivantes :



2.2. MESURES 13

1. u(@)=0.
2. Pour toute suite (A;);en d’éléments de A deux a deux disjoints et telle

“+o0o
que 'Ul A; € A, alors |
1=

1 +ij Ai) = i p(A;).

Dans le cas ou A est une tribu, le triplet (€2, .4, 1) est appelé espace
mesuré.

Etant donné un espace mesuré (Q, F), on dira qu’une propriété P(z) est
vraie p-presque partout ou encore pour p-presque tout x si il existe A € F
tel que

Vo € Q\A; P(x)
et u(A) =0.

Pour A et B dans F, on dira parfois que A et B sont égaux p presque
partout pour signifier que u(AAB) = 0.

Si u(Q2) < 400, on dit p est une mesure finie. Si il existe une suite A,
d’éléments de A avec u(A,) < +oo pour tout n et que Q = jtj: A;, on dit

que u est o-finie.
Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des définitions :

1. Pour toute suite (A;)1<i<, d’éléments de A deux & deux disjoints,

p( 9 A= 2 p(A).

VA, BeA (ANB=g)= (u(AUB)=u(A) + n(B))

V(A,E) € A*avec A C Fet u(A) < +ooona pu(E\A) = p(E)—u(A)
VA, Be A u(ANB) < +o0o = u(AUB) = u(A)+u(B) — p(ANB)
VA,Be A u(AUB) < pu(A) + pu(B)

VA, Be A (AC B)= (u(A) < u(B))

VA, Be A u(ANB) <min(pu(A), u(B))

VA, Be A u(AUB) > max(u(A), u(B))

© 0 NS Ot WD

+oo
Pour toute suite (A;);>1 d’éléments de A telle que ‘U1 A e A,
1=
oo
, H(Ay).
10. Si (A;)ien est une suite croissante d’événements de A (c’est a dire que

“+o00
Vn € N A, C A,p1)) telle que A = ‘91 A; € A, alors la suite

(1(An))nen est monotone, croissante, et converge vers fi(A).

+00 +
p( UoAp) <

= 1=

11. Si (A;)ien est une suite décroissante d’événements (c’est a dire que
+oo

VneN A, CA)), avec p(A;) < +o0o et que A = ﬂl A; € A,
1=

alors la suite (1(A,))nen est monotone, décroissante, et converge vers

1(A).

Démonstration. 1. 11 suffit de poser A; = @ pour i > n+ 1 et d’appliquer
I’axiome 2.
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2. 1l suffit d’appliquer la propriété 1 avec n =2, A; = A et Ay = B.

3. Il suffit ’appliquer la propriété 2 avec B = E\A : A et B sont disjoints
donc pu(A) + p(A) = p(AU A°) = p(E) .

4. Les ensembles A\B, B\A et AN B sont disjoints et leur réunion est
AU B, donc aprés la propriété 1, on a

w(AUB) = p(A\B) + u(B\A) + u(AN B)
wAUB) = (u(A\B) + p(ANB) + (W(B\A) + n(AN B)) — n(AN B)
— 1(A) + p(B) — (AN B)

car A\B AN B sont disjoints, de réunion A, tandis que B\A et AN B
sont disjoints, de réunion B.

5. 11 suffit d’appliquer la relation 4 en remarquant que (AN B) > 0

6. Si A C B, on a B est la réunion disjointe de A et de B\ A. Donc
1(B) = p(A) + u(B\A) = u(A).

7. (AN B) C A, donc d’aprés la propriété 6 (AN B) < u(A). De méme
(AN B) < u(B). Finalement pu(AN B) < min(u(A), u(B)).

8. A C (AU B), donc d’apreés la propriété 6 u(A) < pu(AU B). De méme
w(B) < u(A U B). Finalement max(u(A), u(B)) < (AU B).

n—1
9. Posons By = A; et, pour tout n > 2 B, = A,\( ‘U1 B;). Par construc-
1=

tion, les (By)k>1 sont deux a deux disjoints. De plus, on peut montrer
par récurrence sur n que

On en déduit

Donc

IN
g
=
=

10. Comme A,, C A, 41, 0n a u(A,) < u(An11), donc la suite est croissante.
Comme on a pour tout n : A, C A, la suite (u(A,))n>1 est majorée
par p(A). Posons By = A; et, pour tout n > 2 B, = A,\A4,, 1. On a :

Vn>1 A,= U B,

i=1

et
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Ainsi,
+o0
n(A) = pu( ¢L=J1 B;)

+oo

= Zl 1(B;)

= lim 1(B;)
n—+oo =1

n

=  lim pu( U B

n—-+oo i=1
= lim pu(A,)
n——+oo

11. On applique le résultat précédent a la suite croissante (A!)),>; définie
par Al = A\ A,.
O

2.2.3 Masse de Dirac

Soit (€2, F) un espace et une tribu. Soit x € Q. On appelle mesure de
Dirac en = et on note ¢, la mesure définie par

VAEF 6,(A)=1l4z).

Vérifions briévement que d, est une mesure : il est évident que ¢, est a valeurs
dans [0, +00]. Maintenant, soit (A, ),>1 une famille d’éléments de F deux a
deux disjoints. Si z n’est dans aucun des A;, il n’est pas dans leur réunion,
et donc on a
0a(Uiz14i) = 0= 0a(A).
i>1

Si x est dans un des A;, il est dans un unique A;, puisque les A; sont deux a
deux disjoints ; ainsi

D 0(A) =1 =6,(Uiz14)).

i>1

2.2.4 Mesure de comptage

Soit (£, F) un espace et une tribu. On appelle mesure de comptage sur
) la mesure C' définie par

VAeF C(A) =|A|

ou |A| est le cardinal de A (le nombre d’éléments de A si A est fini, +00
sinon). Vérifions briévement que C' est une mesure : il est évident que C est
a valeurs dans [0, +0c]. Maintenant, soit (A,),>; une famille d’éléments de F
deux & deux disjoints. Si un des A; est infini, il est évident que > .., C'(4;) =
+00 = C(Uj>1 4;). De méme si il y a une infinité de A; non vides U;>; A; est
infini et la somme > .., C(A;) a une infinité de termes qui dépasse 1 donc
encore une fois Y., C(A;) = +00 = C(U;>14;). Reste le cas ol aucun des
A, n’est infini et ot seul un nombre fini est non-vide : ¢’est donc une réunion
finie d’ensemble finis et alors la formule recherchée est bien connue.
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2.2.5 Opération simples

La somme de deux mesures est une mesure ; en multipliant une mesure
par une constante positive, on a encore une mesure.
La preuve est simple et est laissée en exercice.

2.2.6 Extension d’une mesure — mesure de Lebesgue

On va présenter maintenant un théoréme abstrait qui sera peu employé
dans ce cours, mais est important pour fonder les bases de la théorie de
I'intégration de Lebesgue.

Théoréme 15 (Théoréme de prolongement de Hahn). Etant donnée une
algebre F de parties d’un ensemble ) et une mesure p sur F, la fonction
d’ensemble i définie sur la tribu o(F) de parties de 2 engendrée par F par

) = if({ X pl(A): (A € F¥ et A T A,))

est une mesure sur o(F) qui prolonge p. Ce prolongement est unique si j est
une mesure est o-finie.

La preuve de ce théoréme est basée sur le concept de mesure extérieure,
développé notamment par Carathéodory.

Ce théoreme difficile est admis.

Le théoréme suivant ne sera pas utilisé dans ce cours, mais mérite d’étre
mentionné car il est trés pratique dans certains problémes théoriques que le
lecteur pourra rencontrer dans le futur.

Théoréme 16. Si i est une mesure finie sur F et A une algébre engendrant
F, alors pour tout A € F et tout € > 0, il existe A’ € A tel que p(AAA") < e.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 'ensemble 7 des A € F tels que
pour tout € > 0, il existe A" € A tel que u(AAA") < e, est une tribu. Comme
AAA = A°AA°, la stabilité par passage au complémentaire est évidente.
Soit (Ay)n>1 une suite d’éléments de 7. On pose A = U,,>1 A, et on se donne
e > 0. Pour tout n, soit A;, € A tel que pu(A,AA}) < 5. Soit n tel que

p( A\ kLiJl Ag) <e/2.0n a

° <
ok+1 S €.

AN O AL < p(AA U A)+p( O ALA kﬁl A <e/2+Y
- - k=1

O
Passons au théoréeme d’existence de la mesure de Lebesgue.

Théoréme 17. I existe une unique mesure A sur (R, B(R)) telle que quels
que sotent les réels a et b avec a < b, on ait

- AM] = 00,a]) = A(] — 00, a]) = A([b, +00]) = A(]b, +00]) = +0

- Ma, b)) = A(Ja, 0) = Ala, b]) = A([a, b]) = b — a.

- M{a}) =0.



2.3. CONVERGENCE ET MESURABILITE 17

Cette mesure est appelée mesure de Lebesque sur R.

Démonstration. Idée de preuve : on définit A pour les réunions dénombrables
d’intervalles (bornés ou pas), puis on applique le théoréme de prolongement
de Hahn. ]

Notons que comme un ensemble dénombrable est réunion dénombrable
de singletons, tout ensemble dénombrable est de mesure de Lebesgue nulle.
Par exemple, 'ensemble des rationnels est de mesure nulle.

2.2.7 Mesure image

Soit (€2, F, 1) un espace mesuré, f une application de 2 dans . On pose
G(F, f)={AecP); f (A e F}.

On appelle mesure image de p par f et on note py la mesure définie sur

a(F, f) par

pp(A) = u(f~(A)).
Si f est une application qui est mesurable comme application de (2, ) dans
(€Y,G), ps est évidemment définie sur G, puisque G est une sous-tribu de

o(F, f).

2.3 Convergence et mesurabilité

2.3.1 Tribu borélienne de R

Rappelons briévement quelques notions de base de la topologie de R. On
aR =RU{+0c0}U{—co}. On définit o sur [-7/2,7/2], par ¢(z) = tanz si
x €| —m/2,m/2],

On définit une métrique sur R par d(z,y) = |~ (x) — ¢~ (y)|. Une boule
ouverte pour d n’est rien d’autre que 'image par ¢ d’une boule ouverte de
[—7/2,7/2], ainsi la tribu borélienne sur R n’est autre que la tribu image
de la tribu borélienne de [—m/2,7/2] par I'application . En particulier, il
s’ensuit que la tribu borélienne de R est engendrée par les ensembles de la
forme |z, +00]. D’autre part, les boréliens de R ainsi que les singletons {+oc}

et {—oo} sont dans la tribu borélienne de R.

2.3.2 Importance de la séparabilité de R

R est un espace séparable, c’est a dire qu’il posséde (au moins) une partie
dénombrable dense : en effet, on sait bien que I’ensemble QQ des rationnels
est dense dans R Cette propriété est trés souvent utilisée en théorie de la
mesure, par exemple dans le résultat suivant, qui met en oeuvre une technique
classique a connaitre.

Théoréme 18. Soit f, g deux applications mesurables de (2, F) dans (R, B(R)).
Alors

{f>9} ={weflw)>gw}erF



18

CHAPITRE 2. UN PEU DE THEORIE DE LA MESURE

Démonstration.

{f>g9r = qg@{f>q>g}
- qgQ{f>q}ﬂ{Q>g}

— qLGJQ g, +o0]) N g~ ([—00, q)

Comme f est mesurable de (€, F) dans (R, B(R)) et que ]g, +00] € B(R),
f (g, +o<]) € F. De méme g~*([—o0,q]) € F, leur intersection est encore
dans F, et une union dénombrable d’éléments de F est dans F, ce qui donne
le résultat voulu. [l

2.3.3 Convergence et mesurabilité

Théoréme 19. Soit (f,)n>1 une suite d’applications mesurables de (€2, F)
dans (R, B(R)). Alors les applications suivantes et les événements suivants
sont mesurables :

su
L nzg jh
2. inf f,
n>1
3. lim fa
n—+00
4. lm f,
n——+00
5. {fn converge vers + oo}
6. {fn converge vers — oo}
. {f. converge dans R}
8. {fn converge dans R}
Démonstration. 1. Posons f = Slill) fn. On a
F oo = U £ (e, o))
ou, en adoptant le formalisme probabiliste :
F>a}= U {fi>2)
2. On peut simplement remarquer que inf f, = — sup (—fn), et appli-
n>1 n>
quer le point précédent, sachant que ’opposé d’une fonction mesurable
est mesurable (par exemple car —f = (z +— —z)o f .
3. lim f.= inf g,, avec g, = sup fr. La mesurabilité des (g,) pro-
n>1 >n

n——+00
vient du point 1; on applique alors le point 2.
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4. Preuve analogue, ou lim f,=— Tim (—/f.)
n——+oo n——+oo

5. {fn converge vers + oo} est 'image réciproque de {+o00} par I'appli-
cation mesurable lim f,.
n——+00
6. {f. converge vers — oo} est 'image réciproque de {—oo} par I'appli-

cation mesurable lim f,.
n——+00

7. On a vu dans les points 3. et 4. que les fonctions  lim fp,et lim f,
n——4oo n—+oo

étaient (Q, F) — (R, B(R)) mesurables.

Or {f, converge dans R} est le complémentaire de { lLim f, < Tim
n—-+00 n—-+00

qui est dans JF d’aprés le paragraphe sur la séparabilité.

8. C’est une conséquence immédiate des trois points précédents.

2.4 Exercices de théorie de la mesure

1. (a) Soient f et g deux applications quelconques de © dans R qui
vérifient

VeeR {f<z}={g<z}

Montrer que f = g sur ). Que peut-on dire si la condition ci-
dessus n’est vérifiée que pour tout z rationnel ?

(b) On suppose maintenant que f et g sont mesurables de l'espace
mesuré (2, F) dans (R, B(R)). Montrer que si pour tout z réel
{f <z} = {9 < x} p-presque partout, alors f = g u-presque
partout.

2. On pose
2n 1
n= —0p.
H ;k k

Dites briévement pourquoi p, est une mesure et calculer us([0,7]).
Etudier le comportement asymptotique de g, ([n, +00[).

3. Soit a un réel et 7, : R — R la translation définie par 7,(z) = = +
a. Montrer que la famille A, = {A € P(R);7,(A) = A} des parties
invariantes par 7, est une tribu sur R.

Plus généralement, si f est une application de R dans R, donner une
condition suffisante sur f pour que la famille A = {A € P(R); f(A) =
A} soit une tribu.

4. Soient A et B deux tribus sur un ensemble 2. Montrer que la tribu
engendrée par A et B coincide avec la tribu engendrée par les ensembles
de la forme AN B, ou (A, B) décrit A x B.

5. On rappelle que la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les
ensembles de la forme ]a, b[; (a,b)? € Q. Montrer que la tribu borélienne
est également la tribu engendrée par les familles
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{] - OO,CL[;CL € @}

{] = 00,a];a € Q}.
= Haa b[; (a7 b)2 € Q}
- F= {[CL, b]7 <a7 b)2 S Q}

-C
- D
- &

. Pour n entier strictement positif, on note A, = nN*. Notons P I’en-

semble des nombres premiers positifs et 7 la sous-tribu de (N*, B(N*))
engendrée par les (A,)yep.

(a) Montrer que I'ensemble C' des entiers qui sont premiers avec 2000
est T-mesurable.

(b) Montrer que I'ensemble B = {2*: k € N*} des puissances de deux
est 7 -mesurable.

. Soit (F,d) un espace métrique. Montrer que la tribu borélienne B(E)

engendrée par les ouverts de £ est aussi la plus petite tribu rendant
mesurables toutes les applications continues de (£, d) dans R (muni de
la tribu borélienne et de la topologie usuelle).

. Lemme de Doob

Soit f et g deux applications mesurables de (£2,.4) dans (R, B(R)).
Montrer que g est o(f)-mesurable si et seulement si il existe une appli-
cation mesurable u de (R, B(R)) dans lui-méme telle que g = uo f.

. Support d’une mesure sur R?

(a) Soit u une mesure sur (R% B(R?)). On appelle support de u 1'en-
semble des z € R? tels que tout ouvert contenant x est de mesure
positive. Montrer que le support de p est fermé.

(b) Soit O un ouvert de R%. Montrer qu’il existe un ensemble dénom-
brable D, des familles (2,,)necp, (Tn)nep avec x, € Q% et 1, € QF

et O = U B(z,,m,).
nebD

(¢) Soit g une mesure sur (R, B(R?)). Montrer qu’il existe un ouvert
O maximal (pour Iinclusion) de mesure nulle, puis que R\ O est
le support de pu.

On notera que la définition donnée a la premiére question est encore
valide dans tout espace topologique muni de sa tribu borélienne. La
caractérisation donnée dans la derniére question est encore vraie si
I'espace est & base dénombrable (c’est le cas, comme ici, des espaces
métriques séparables (avec une partie dénombrable dense)) ou si u est
une mesure finie.



Chapitre 3

Espace probabilisé

Voyons maintenant la définition d’une probabilité sur (€2, F).

3.1 Espace probabilisé

On appelle

— probabilité

— ou mesure de probabilité
— ou loi

sur (2, F) toute application

P: F —10,1]

vérifiant les propriétés suivantes :
1. P(@)=0,P(Q)=1.
2. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de F deux a deux disjoints,

+00 T
(U 4)= % P(A)
i= =

Alors, le triplet (€2, F,P) est appelé espace probabilisé.

On remarque qu’un espace probabilisé est trés exactement un espace me-
suré associé a une mesure positive de masse totale 1.
Remarque sur le vocabulaire : I'image P(A) d'un événemement A par
I’application P est appelée probabilité de cet événement. Ainsi le mot “pro-
babilité” peut-il désigner a la fois une application et la valeur de cette appli-
cation en un point. Le contexte doit permettre de lever toute ambiguité.

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des définitions :

1. Pour toute suite (A4;)1<i<, d’éléments de F deux a deux disjoints,

P( U A)= 3 P(A).

2.VA,Be F (ANB=0)= (P(AUB) =P(A4)+P(B))
3. VAe F P(A°) =1-P(A)

4. VA, B F P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB)

5. VA,Be F P(AUB)<P(A)+P(B)

6. VA, Be F (ACB)= (P(4) <P(B))

21
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7. VA,Be F P(ANB) <min(P(A),P(B))
8. VA,Be F P(AUB) > max(P(A),P(B))
9. Pour toute suite (4;);>1 d’éléments de F,

00 +o0
P(U 4)< 3 P(4).
i= =1

10. Si (A;)ien est une suite croissante d’événements
(c’est a dire que Yn e N A, C A,11))

“+o0o
et que 'on pose A = U A, alors la suite (P(A,))nen est monotone,

i=1

croissante, et converge vers P(A).
11. Si (A;)ien est une suite décroissante d’événements
(cest a dire que Vn € N A, C A,))
+oo
et que 'on pose A = ‘ﬂl A;, alors la suite (P(A,,))nen est monotone,
1=

décroissante, et converge vers P(A).

Démonstration. 1l suffit de particuliser aux cas d’une mesure de masse 1 les
propriétés des mesures démontrées au chapitre précédent. O

3.2 Partitions et probabilités

Le théoréme trés simple qui suit est trés fréequemment utilisé. Il traduit
le fait que pour calculer une probabilité, il faut parfois diviser les cas.

Théoréme 20. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble d’in-
dex fini ou dénombrable et (£2;)icr une partition de Q2. Alors on a

VA€ F P(A) =) P(ANQ,).
iel
Démonstration. Comme la famille (€2;);c; une partition de €, la famille (AN

Q;)icr est une partition de A. A est donc réunion disjointe des (A N €2;)er,
donc P(A) = >, ., P(ANQ,). O

3.3 Probabilité conditionnelle

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et B un événement observable
de probabilité non nulle. On appelle probabilité conditionnelle sachant B
I’application

P(B):F —» R
A e P(A|B):%

P(A|B) se lit "Probabilité de A sachant B".
On a évidemment

P(AN B) = P(B)P(A|B). (3.1)

Remarque : L’application "probabilité conditionnelle" est une probabi-
lité. Elle vérifie donc toutes les propriétés énoncées précédemment.
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3.3.1 Conditionnements en chaine

Si A, B sont deux événements observables avec A C B et P(B) # 0, la
formule (B0) devient

P(A) = P(B)P(A|B). (3.2)
On a la généralisation suivante :

Théoréme 21. Soient n > 2 et Ey, ..., E, des événements observables vé-
rifiant
E,CE,C---CE

et P(E,_1) > 0. Alors on a
P(E,) = P(Ep|En1)P(En1|En_s) . .. P(Es| E1)P(E)

Démonstration. La formule se montre par récurrence sur n. Pour n = 2,
c’est une conséquence immédiate de (B2). Pour n > 2, on applique d’abord
la formule pour n = 2 aux événements F, et F,_1 :

P(E,) =P(E,|E,1)P(E,_1),
puis on applique la propriété de récurrence au rang n — 1. O

Exemple : (d’aprés André Franquin) Chez les papous, il y a les papous
a poux et les papous pas a poux. La probabilité pour qu'un papou ait des
poux vaut 0.1. De plus, chez les papous, il y a les papous papas et les papous
pas papas. La probabilité pour qu'un papou a poux soit papa vaut 0.6. Or,
chez les poux, il y a les poux papas et les poux pas papas : la probabilité
pour qu'un papou a poux posséde au moins un pou papa est de 0.8.

Question : on tire au hasard un papou. Quelle est la probabilité pour que
ce soit un papa papou a poux papa ? Réponse : 0.8 x 0.6 x 0.1 = 0.048.

Ce théoréme est parfois énoncé sous la forme plus compliquée — mais
équivalente — suivante.

Théoréme 22. Soient n > 2 et Ay, ..., A, des événements observables avec

P(A;NAsn---NA, 1) >0. Alors

n—1

P(A,NAsN---NA) = ( T] P(AiNAsN- N Apia| AN AsN- -0 AL P(A)

k=1

i
Démonstration. 1l suffit de poser, pour 1 <i < n, E; = kﬂ Ay et d’appli-
=1

quer le théoréme précédent. O

3.3.2 Conditionnement par tous les cas possibles

Ceci est I'expression en termes de probabilités conditionnelles du principe
de partition.
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Théoréme 23. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble d’in-
dex fini ou dénombrable et (£2;);cr une partition de Q. Alors on a

VA F P(A) =) P(AQ)P(),

Démonstration. D’aprés le théoréme B1, on a
P(A) = > P(ANQ)
iel
= > PANQ)+ > PAND)
1€eJ i€I\J
= ) PANQ)
ieJ

= ZP(A|QZ)P(Q’L>

ieJ

3.3.3 Formule de Bayes

Théoréme 24. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble d’in-
dex fini ou dénombrable et (£2;);er une partition de §) telle que pour tout i € I,
P(€2;) soit non nul. Soit A un élément de probabilité non nulle.

Alors on a, pour tout j € I, la formule

P(A|2;)P($2;)

P(Q;|A) = )
Z,EZI P(A|€)P(S)
Démonstration.
PO = T
_ P(AIQ)P(y)
B P(A)

et on applique le théoréme précédent.

Exemple :

— 60% des étudiants qui vont en T.D. obtiennent I’examen.

— 10% des étudiants qui ne vont pas en T.D. obtiennent I’examen.

— 70% des étudiants vont en T.D.
Quelle proportion des lauréats a séché les cours? On note A I'événement
"étre assidu en cours". On a P(A) = 0.7, et donc P(A¢) = 0.3. On note L
I'événement "obtenir 'examen" : on a P(L|A¢) = 0.1 et P(L|A) = 0.6. On a
alors

P(L|A%)P(A°) 0.1 x0.3 3 1

P(A°|L) = - ==
(A1) P(L|A°)P(A°) + P(LIA)P(A)  0.1x03+06x0.7 45 15
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3.4 Indépendance

3.4.1 Evénements indépendants

On dit que deux événements observables A et B sont indépendants si on

P(AN B) =P(A)P(B).
Soit (A;)ieq une partie d’éléments de F indexés par un ensemble G. On

dit que les événements constituant la famille (A;);c¢ sont globalement indé-
pendants si 'on a pour tout ensemble fini [ C G :

P( N A)= [] P(A).

el il

3.4.2 Tribus indépendantes

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé; A et B deux sous-tribus de F. On
dit que les tribus A et B sont indépendantes sous P si

VAec A VBeB P(ANB)=P(A)P(B).

Plus généralement, si (A;);c; est une famille de sous-tribus de F, on dit
que cette famille est indépendante sous P si pour tout ensemble fini J C I,
on a

V(Aiies € I A P( N Ay = [T P(A).
1€eJ i€ 1€J
Remarque : Si [ est fini et que (A;);c; est une famille de sous-tribus de
F, cette famille est indépendante sous P si et seulement si on a

V(A)ier € 11 A P( N A) = ][ P(A).
= el =

11 suffit en effet de poser A; = €2 pour i € I\ J pour exprimer une intersection
indexée par J en une intersection indexée par I.

Exercice : Soient A, B € F. Montrer que A est indépendant de B si et
seulement si la tribu o(A) est indépendante de la tribu o(B).

Remarque utile : Si les tribus A et B sont indépendantes sous P, que
A’ est une sous-tribu de A et B’ est une sous-tribu de B, alors les tribus A’
et B’ sont indépendantes sous P.

3.4.3 Indépendance et tribus engendrées
Définition On dit qu’une famille C de parties de {2 est un w-systéme si

V(A,B)eCxC ANBeC.

On donne maintenant un résultat général de théorie de la mesure treés
utile. Sa preuve, basée sur le théoréme A\ — 7 de Dynkin, est admise ici. ™

1. Le lecteur intéressé pourra se référer a la derniére section de ce chapitre ainsi qu’a la
section 3.3 de 'ouvrage de Patrick Billingsley : Probability and measure, précisément aux
théorémes 3.2 et 3.3.
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Proposition 1 (Critére d’identitification d’une probabilité). Soit P et Q
deuz probabilités sur lespace mesuré (2, F). On suppose qu’il existe un -
systeme C qui engendre F (o(C) = F) et sur lequels P et Q coincident, c’est
a dire que

VAeC P(A) =Q(A).
Alors P = Q).

Théoréme 25. Soit C et D deux familles de parties mesurables de (2, F).
On suppose que C et D sont des m-systémes et que pour tout (A, B) € C x D,
on a P(AN B) = P(A)P(B). Alors, les tribus A = o(C) et B = o(D) sont
indépendantes.
Démonstration. Pour A € A, on pose Ty = {B € B,P(ANB) =P(A)P(B)}.
Regardons d’abord le cas ot A € C. Si P(A) = 0, alors A est indépendant
de tout, donc T4 = B. Si P(A) # 0, on peut définir sur B la probabilité
conditionnelle P4 par

P(AN B)

VB EB Pu(B)= A

Les probabilités P et P4 coincident sur D. Comme D est un m-systéme qui
engendre B, P et P4 coincident sur B. On en déduit que lorsque A € C, on
aTs=B.

On a donc montré que si C et D sont des 7-systémes, alors
V(A,B)eCxD P(ANB)=P(A)P(B)
— V(A,B)eCxo(D) P(ANnB)=P(A)P(B).
Mais, B = (D) est lui-méme un m-systéme. Le résultat que 'on vient de

démontrer s’applique cette fois avec (B,C) a la place de (C, D), et on obtient
que

V(A,B) eCxD P(AN B) =P(A)P(B)
— V(A,B) € 0(C) x o(D) P(AN B) = P(A)P(B),

ce qui était notre objectif

Théoréme 26. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Les tribus (A;)ier sont indépendantes
2. Pour tout j € I, la tribu A; est indépendante de la tribu o(A;;i €

NG}

Démonstration. — Preuve de 1 = 2 : Soit 7 € . On considére le 7-
systéme C défini par

C= U { N AsVeeF A, A}
FCI\{j} = =z€F
(Ici, F' C I signifie que F' est une partie finie de I.) Il est facile de
voir que C est un 7m-systéme qui engendre o(A;;i € I\{j}) et que
V(A,B) € A; xC P(ANB) =P(A)P(B). Le théoréme 23 permet de

conclure.
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— Preuve de 2 —1:
On montre par récurrence sur n la proposition P,

Po: H=n=V ][] A€ [[ A P( N A,)= [] P(A.)

zel xel zel zel

Il est clair que Py et Py sont vraies. Montrons P, = P, 1. Soit I un
ensemble de cardinal n + 1. On peut écrire I = J U {zo} avec |J| = n. Soit
Ey= J] As € ][] As- On a E; = A,, N Es, avec By = ﬂJ A,. Comme

re

zel zel
Ay, € Ay et By € o(A;;i € I\{xo}), 'hypothése 2 implique P(E;) =
P(A,,)P(Es). Mais d’aprés P, on a

P(Ey) =P( N Ap) = [ P(Ag),

zeJ zeJ
d’ou
P(Ey) = P(As )P(E2) = 11 P(4a),
ce qui achéve la preuve. O

3.5 Théoréme \ — © de Dynkin (*)

Cette section peut étre omise en premiére lecture.

On dit que £ C P(2) est un A-systéme si on a
-Qel
~-VABelL ACB=B\AecL

— Pour toute suite croissante (A, ),>1 d’éléments de L, L>J1 A, el
n

On peut déja remarquer que si A C P(2) est a la fois un /\tsystéme et un
m-systéme, alors A est une tribu. En effet, soit (A,,),>1 une suite d’éléments

n n
de A. Si on pose A], = kU1 A, = Q\( kr‘ll Af), on a A, € A (on utilise la
stabilité par intersection finie et par complémentation). Donc, comme A C
P(2) est un A-systétme A = U A, = U A € A d’aprés le troisiéme

n>1 n>1
axiome d’'un A-systéme.

Théoréme 27 (Théoréme A — 7). Si P est un w-systéme et L est un -
systéme, alors P C L entraine o(P) C L.

Démonstration. Voir par exemple Billingsley, théoréme 3.2 [
Preuve de la proposition 1 :

Démonstration. Si on regarde I'ensemble £ des parties de A de la tribu en-
gendrée par le m-systéme qui sont telles que P(A) = Q(A), il n’est pas difficile
(en utilisant notamment le théoréme de continuité séquentielle croissante) de
voir que L est un A-systéme; il suffit alors d’appliquer le théoréme A — 7. [
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3.6 Premiers exercices de probabilité

1. Soient Aq,..., A, des événements indépendants. Montrer que les évé-
nements Af, ..., A sont indépendants.

2. Soit (A,)n>1 une suite d’événements indépendants, tous de probabilité

non nulle. On pose

+
A= N A,

et
o0
B= lm A,= U kﬂ Ay

n——+o0o n=1
Montrer que P(A) = 0 si et seulement si P(B) =0

3. Le but de cette exercice est de montrer qu’il est impossible de construire
un espace probabilisé (€2, F,P) et une variable aléatoire X a valeurs
entiéres sur cet espace tels que

1
Vn>1 P(n divise X) = —.
n

On note py,...,Pn, ... la suite des nombres premiers.

(a) Posons F = lim {p, ne divise pas X}. Montrer E = Q.

n—-+o0o

(b) On pose D,, = ’ﬁl {pk, ne divise pas X}. Montrer

—
S

n

=
S
3
N~—
Ti
S| =

=1

+oo
(¢) En déduire que P(D) = 0, otton a posé D = kfjl {pr ne divise pas X}.
(d) Conclure.

(e) Montrer que la série de terme général I% diverge.

4. Une enquéte effectuée parmi les nouveaux adhérents du parti socialiste
francais en 2002 a montré que les femmes représentaient 40, 55% des
nouveaux adhérents. 20, 4% des nouvelles militantes socialistes sont en-
seignantes, tandis que seulement 12, 81% des nouveaux militants de sexe
masculin sont enseignants. Parmi les enseignants qui militent nouvel-
lement au parti socialiste, quelle est la proportion de femmes ?

5. On s’intéresse au probléeme des dérangements : n mathématiciens dé-
posent leurs chapeaux au vestiaire au début d’un congres et, a la fin
du congres, en reprennent un au hasard par distraction. On s’intéresse
a la probabilité p, qu’aucun ne retrouve son chapeau.

(a) Proposez un espace €2 convenable et une probabilité associée. En
déduire que 'on doit avoir p,, = %, ou d, est le nombre de per-
mutations de §,, sans point fixe :

d,=Card{c e S,;Viel,....n o(i) #i}).

(On pose dy = 1.)
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(b)

(e)

Pour 0 < k£ < n, on note A} I'ensemble des permutations de S,
ayant exactement k£ points fixes :

Ay ={o e S,;Card({i € 1,...,d | o(i)=1})=k}.

Montrer Card(A}) = (7)dn—k. En déduire

k=0

Soit @ I’endomorphisme de R,,[X] défini par ®(P) = P(X + 1) —
on rappelle que R, [X] désigne I'ensemble des polynomes réels de
degré inférieur ou égal a n. Déterminer la matrice M de ¢ dans
la base (1, X,..., X™). Calculer M.

Montrer (do, dy,...,d,).M = (0!,1!,... n!). En déduire
d, < (=1

Montrer lim,,_,o p, = % Montrer que pour n > 2, d, est 'entier
le plus proche de ”;'

6. Calcul probabiliste de la formule de l'indicatrice d’Euler
On note €, I'ensemble des entiers de 1 & n. On note n = [[,pi" la
décomposition de n en produits de facteurs premiers. Le but de cet
exercice est de déterminer le nombre p(n) qui est le cardinal de 1’en-
semble (G,, des d’entiers entre 1 et n qui sont premiers avec n. On note
PP la loi uniforme sur €2,,.

()
(b)

(c)
(d)

Pour d divisant n, on note Ay = {k € Q,,;d|k}. Calculer P(A,).

Soit di,...,d, des diviseurs de n premiers entre eux. Calculer
P(mgzlAdi>'

Montrer que P(G,,) = 1 —P(U;A4,,).

En déduire que p(n)/n =[[,(1 —1/p;).

7. On mélange n(n > 6) paires de chaussetttes et l'on tire au hasard 6
chaussettes. On considére les événements suivants : E; = { obtenir trois
paires }, Fs = { obtenir au moins une paire }, F3 = { obtenir une seule
paire }. En supposant que tous les ensembles de 6 chaussettes ont la
méme probabilité d’étre tirés, calculer P(E)), P(Es), P(E3).

8. On choisit au hasard, successivement et sans remise trois nombres parmi

(.

.,n}. Calculer la probabilité que le troisiéme nombre tiré se trouve

entre les deux premiers.

9. Une élection a lieu entre deux candidats A et B. Le premier candidat
A obtient a voix et le second B obtient b voix avec a > b.

(a) Représenter le dépouillement des bulletins & I’aide d’un chemin

dans R? partant de (0,0) arrivant & (a,b) constitué uniquement de
segments de longueur 1, paralléles a 'axe Ox ou Oy, orientés dans
le sens croissant. En déduire un modéele équiprobable concernant
le dépouillement.



30 CHAPITRE 3. ESPACE PROBABILISE

(b) Quelle est la probabilité pour qu’au cours du dépouillement,
— le premier bulletin soit en faveur de B ?
— A et B se retrouvent a un instant a égalité ? (indic. : distinguer
suivant le premier bulletin)
— A ait toujours strictement plus de voix que B?

10. Donner un exemple de trois événements A;, Ay, A3 qui ne sont pas
indépendants et pour lesquels

P(A; N Ay N A3) = P(A;) P(As) P(A3) .

11. Valeurs d’adhérence de la suite p(n)/n

(a) Montrer que pour toute série divergente positive dont le terme

général (u,) tend vers 0, et pour tout ¢ > 0, on peut extraire une
+o0o

sous-série (up, ) telle que Zunk =/
k=1
(b) On note ¢(n) l'indicatrice d’Euler. Montrer que I’ensemble des
valeurs d’adhérences de la suite (¢(n)/n),>1 est U'intervalle [0, 1]
tout entier.



Chapitre 4

Intégrales

Jusqu’ici, on n’a parlé que de mesures et nullement d’intégrales. Le présent
chapitre va pleinement compenser cela !

On va commencer par donner la définition de 'intégrale dite “de Lebesgue”
et en énoncer les propriétés fondamentales. Vu le volume horaire du cours,
certains résultats seront admis afin de se concentrer sur la pratique.

4.1 Définition de I'intégrale et propriétés de base

4.1.1 Définition

Soit (€2, F, i) un espace mesuré. Pour toute fonction positive f, on définit
Iintégrale de f, notée [ f du ou encore [ f(z) du(z) par

/ f =50 Y i ()i € Qh(),

ou le sup porte sur toutes les partitions finies de €2.
Lorsque f prend des valeurs négatives, on écrit f comme différence de
deux fonctions positives :

f=1"=f ou fH(w) = max(f(w),0) et f~(w) = max(—f(w),0)

Lorsque [ f* du et [ f~ dp sont simultanément finies, on dit que f est
intégrable et on peut définir

/fduz/ﬁdu—/fdu-

Lorsque [ f* dp et [ f~ du sont, P'un fini, autre infini, on s’autorise
toutefois a écrire

~ [ fdu=+ocosi [ fTdu=+occet [f~ du< +oo.

— [fdu=—ocosi [ fTdu<+occet [~ du=+oc.

4.1.2 Propriétés de base de l’'intégrale

Définition : on dit qu’une propriété P relative aux points de € est vérifiée
p-presque partout si il existe £ mesurable avec pu(E) = 0 tel que pour tout
x € Q\E P(x) est vérifié.

31
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On donne d’emblée sans démonstration les propriétés de base de l'inté-
grale :

— Lien avec la mesure : Pour tout ensemble A mesurable, on a f]lA dp =

p(A).

— Positivité : Si f et g sont intégrables avec f < g p-presque partout,
alors [ f du < [ g dpu, avec égalité si et seulement si f = g p-presque
partout. En particularité, si f > 0 p-presque partout et [ f dp = 0,
alors f = 0 u-presque partout.

— Linéarité : Si f et g sont intégrables, o et 3 des réels, alors [af +
Bdu=a[f+p[gdp

— Convergence monotone (ou théoréme de Beppo Levi®) : Si
(fn)n>1 est une suite croissante de fonctions mesurables positives conver-
geant presque partout vers f, alors la suite [ f,, du converge vers [ f dpu.
(la limite peut étre infinie)

L’objectif prioritaire du lecteur est, nous semble-t’il, d’acquérir une bonne
familiarité des propriétés de cette nouvelle intégrale. Aussi, afin de ne pas
lasser par des preuves un peu techniques qui arriveraient avant que l'intérét
de 'outil soit réellement compris, nous rapportons les preuves a une section
ultérieure qui viendra en fin de chapitre.

4.1.3 Conséquences importantes

Théoréme 28 (Lemme de Fatou). Pour toute suite (f,)n>1 de fonctions
mesurables positives, on a

/ lm fydp< Gm [ f, dy

n—-+00 n—-+00

Démonstration. 11 suffit de poser g, = infy>, fx. (gn) est une suite croissante,
dont la limite est, par définition, lim g, = limf,,. On a pour tout n

fo = 9n
/fndu > /gndu

D’ou

lim fodp > lim Gn dp

n—-+oo n——+oo

Mais d’aprés le théoréme de convergence monotone [ g, du converge vers
[ g du, ce qui est le résultat voulu. O

Théoréme 29 (Convergence dominée). Si (f,)n>1 est une suite de fonctions
mesurables convergeant presque partout vers f, et telle qu’il existe une fonc-
tion g intégrable vérifiant pour tout n, | f,| < g alors la suite [ f, du converge

vers [ f dp.

1. Beppo Levi (1875-1961) est un mathématicien italien. Pas de trait d’union donc
entre Beppo et Levi!
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Démonstration. Les f, sont intégrables car dominées par g : par suite les
fonctions g+ f,, et g— f,, sont intégrables et positives : on peut leur appliquer
le lemme de Fatou :

/ lim (g+ fo) dp < lim [ (g+ f) du

n—+o00 n—+00
et
/ lim (¢—fu)dp< lim /(g—fn) dp
n—+00 n—+o0o
soit
/gdu+/fdu§/gdu+ lim fn dp
n——+0o
et

/gdu—/fdﬂé/gdu— lim [ fodp
n—-+o0o

En simplifiant, on obtient

[rans mm [

n——+00
et
[ hodn <[5
n—+o0o
ce qui montre bien le résultat voulu. O]

4.2 Intégration sur un ensemble

Pour tout ensemble mesurable A et toute fonction intégrable (ou positive)

f, on note
/A fdp = / flly dp.

Théoréme 30. Si [ est intégrable et que (A,)n>1 est une partition dénom-

brable de §2, alors
+oo
[ran=3[ ran
k=1 Ak

Démonstration. On pose f, = f X Tun_ 4, = [ X (>"r_,14,) et on applique
le théoréme de convergence dominée. O]

4.3 Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Soit (£2, F, ;) un espace mesuré et f une fonction de © dans C. On dit
que que f est mesurable sur (€, F, u) si ses parties réelles le sont. On dit
que que f est intégrable sur (€2, F, u) si ses parties réelles le sont. Ainsi si f
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s’écrit f = a+1ib ol a et b sont des fonctions & valeurs réelles mesurables, on
peut définir [, f du par

/Qfdu:(/ﬂad,u)+i(/ﬂbdy).

Il n’est alors pas tres difficile de voir que les fonctions intégrables sur
(Q, F,p) a valeurs dans C forment un C-espace vectoriel et que l'intégrale
ainsi définie est C-linéaire : quelque soient les fonctions complexes intégrables
sur (9, F, 1) et quelque soit a € C, on a

/Q(Oéf+g)du=oz/ﬂfdu+/ﬂgdﬂ.

Si 'on sait que f est mesurable (c’est a dire que la partie réelle a et la
partie réelle b de f le sont), alors comme

jal + 1]
2
alors f sera intégrable si et seulement si |f| Iest.

Enfin, il sera souvent utile de connaitre le résultat suivant : si a et b sont
des nombres réels avec a < b et z un nombre complexe non nul, on a

< [fl < lal + 8],

bz _ Laz
/ et d\(x) = £ e
[a.b] o

Dans la suite, la plupart des théorémes seront énoncés pour des fonctions
a valeurs réelles, mais dans le cas de fonctions & valeurs complexes, on pourra
souvent démontrer un résultat analogue en considérant séparément les parties
réelle et imaginaire.

Par exemple, on peut énoncer :

Théoréme 31 (Convergence dominée pour des fonctions complexes). Si
(fu)n>1 est une suite de fonctions mesurables complezes convergeant presque
partout vers f, et telle qu’il existe une fonction g intégrable vérifiant pour
tout n, | fu| < g alors la suite [ f, du converge vers [ f du.

Démonstration. Comme |[Re f,,| < |f.| < g, on peut appliquer le théoréme

de convergence dominée a (Re f,)n>1. Idem pour (Im f,),>1. O

4.4 Quelques cas particuliers importants

4.4.1 Intégration par rapport a une masse de Dirac

Théoréme 32. Soit (2, F) un espace mesuré. On suppose que le singleton
{z} est dans F. Alors, pour toute fonction f mesurable, on a

/Q f ds, = f(x)
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Démonstration. Par linéarité, comme f = f* — f~, il suffit de traiter le cas
ou f est positive. Soit (£2;);c; une partition mesurable finie. Posons p = d,.
Pour tout i € I, on a

1(S2:) 1£f f < u(§) f(x)
En effet, si x & €);, les deux membres de 1’égalité sont nuls, sinon 'inégalité
inf f < f(z) est conséquence de x € ;. En faisant la somme sur ¢ € I, on
ols)]'éient

> ) inf f < (3 u(@)f (@) = fla),

iel il
d’ou en passant au sup sur toutes les partitions [ f du < f(x). Cependant,
si Pon prend I = {1,2}, QO = {z} et Qs = {2}, on a

S ) inf f = f(a)
icl ¢

d’ou I'égalité voulue. O

4.4.2 Intégration par rapport a la mesure de comptage

Théoréme 33. Soit (2 un ensemble dénombrable. On note C' la mesure de
comptage sur (Q,P(Q)). Toute fonction définie sur 2 est mesurable. Pour
toute fonction [ positive, on a

/Q fw) dCw) = 5 f(k).

ke

Dans le cas général, f est intégrable si et seulement si |f(k)] < +o0
keQ

et dans ce cas, on a encore l’égalité ci-dessus.

Démonstration. Soit f positive et (£2;);c; une partition de 2

@)t f = % (m(k) nf f)

D’oll en sommant sur /

icl i el ke
Cependant
> 2 W (Rf) = 3 (Zh(@f(@)
= f (k)
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d’ou en passant au sup

keQ

/Q fw) dCw) < 5 F(k).

Réciproquement soit F' une partie finie de 2. On considére la partition
de cardinal |F'| + 1, formée des |F| singletons de F et de F : elle donne lieu
a une somme

D [+ inf f>3 f(k)

keF keF
On en déduit

[ 1) dce) = 3 5w

keF

En prenant la borne supérieure sur toutes les parties finies de €2, on obtient
/ fw) dCw) > 3 f(k
ke

d’ou I’égalité voulue. Dans le cas ou f est de signe quelconque, la formule
précédente appliquée a | f| donne

[ 17l dce) = X 15k

ke

Dans le cas ot la derniére somme est finie, en appliquant cette fois la formule

aftetf,ona
[ 1w ac) =3 1

et
/Q (@) dCw) = 3 £~ (k)

Ces deux quantités sont finies car f* < |f| et f~ < |f| : en faisant la
différence, on obtient alors par linéarité

[ 1) de) = 3 1w

ke

4.4.3 Fonctions simples (ou fonctions étagées)

On appelle fonction simple (ou fonction étagée) toute combinaison linéaire
d’indicatrices d’ensembles mesurables.

On peut dire aussi qu’une fonction simple est une fonction mesurable qui
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs.

Lemme 2. Toute fonction mesurable positive f (éventuellement infinie) peut
s’écrire comme limite simple d’une suite croissante de fonctions simples (f,).
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Démonstration. On définit sur [0, +o0o] une fonction ¢,, par

on(x) = 27" Int(2"2 ),y (z) pour x < +00 et ¢, (+oc) = n. Evidemment
la suite (¢,(00))n>n1 tend en croissant vers +oo. Soit x > 0. Evidemment
Lo 417 (2) > Lo py(x) Posons y = 2"2z. On a y > Int(y), donc 2y > 2Int(y).
Mais 2 Int(y) est entier, donc Int(2y) > 2 Int(y), ce qui nous donne finalement
Ynt1(x) > pp(z). D’autre part pour n >z, on a z — 27" < p,(z) < z, donc
on(x) tend vers x. Il suffit alors de poser f,(x) = @, (f(z)). O

4.4.4 Intégration par rapport & une somme de deux me-
sures

Théoréme 34. Soit (2, F) un espace mesuré, | et v deur mesures sur

(Q, F). Soit f une fonction (Q, F)-(R, B(R)) mesurable positive. On a

/Qf d(,u+u):/gfdu+/gfdz/. (4.1)

Dans le cas ot f est de signe quelconque, si [, |f| du et [ |f] dv sont finis,
f est intégrable par rapport a p+ v et on a encore (f1).

Démonstration. Dans le cas ou f est 'indicatrice d’un élément de F, 'iden-
tité (D) découle de la définition de la mesure somme de deux mesures et
de la valeur de l'intégrale d’une indicatrice. Par linéarité, la formule (Z71)
est encore vraie si f est une combinaison linéaire d’indicatrices d’éléments
de F, autrement dit une fonction simple. En utilisant le lemme B et le théo-
réme de convergence monotone, il s’ensuit que l'identité (E) est vraie pour
toute fonction mesurable positive. Comme précédemment, le cas général s’en
déduit en séparant partie positive et partie négative. O]

4.5 Lien avec l'intégrale de Riemann

Théoréme 35. Soit [ une fonction continue par morceauz sur un intervalle
compact [a,b]. Alors

x) d\z) = dt.
1@ ()‘Af@)t

Démonstration. Avec la relation de Chasles et la linéarité de 'intégrale de
Lebesgue, on peut se ramener au cas ot f est continue sur [a, b]. Posons

n(z — a) b—a>‘

n(T) = Ent

o) = f (o B 2

Comme f est continue sur [a,b], elle y est uniformément bornée par une
constante M. Comme [ est continue sur [a,b], f,(x) y converge partout vers
f(x). Comme |f,| < M), le théoréme de convergence dominée assure que
f[a y fn(@) dA(z) converge vers f[a y f(x) dA(z). Cependant

n

fo(z) dA(z) = - ¢ if(a LRy

[a,b]
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On reconnait une somme de Riemann qui converge vers fab f(z) dx. Finale-
ment, f[aﬂ f(z) d\(z) = fff(t) dt. O

Théoréme 36. Soit f une fonction positive continue par morceaus sur un in-
tervalle ouvert [a, b (b peut valoir +00). Alors lintégrale impropre fabf(t) dt
est convergente si et seulement si f[a o f(z) d\(z) < 4+00. Dans ce cas

b
x) d\xz) = dt.
@ / £(t) dt

Démonstration. Soit b, une suite de réels de [a,b] tendant vers b. fl,p,
converge en croissant vers fl,;, donc d’aprés le théoréme de convergence
monotone [, f(z) dA(z) < +oo est la limite de [, | f(z) dA(z) < +oc.

Par définition d’une intégrale impropre, fab f(t) dt est la limite de fab" f(t) dt,
si elle est finie. Comme f[a bu] f(z) d\(z) = ff” f(t) dt,le résultat s’ensuit. [

Théoréme 37. Soit [ une fonction continue par morceaur sur un intervalle
ouvert [a, b (b peut valoir +00). Alors f est intégrable sur [a,b] par rapport &
la mesure de Lebesque si et seulement si l'intégrale impropre f; |f(t)] dt est
convergente. Dans ce cas

x) d\xz) = dt.
@ aw / £(t) di

Démonstration. Dire que f est intégrable sur [a, b[ par rapport a la mesure de
Lebesgue, c’est dire que f[a,b[ |f(z)] d\(x) < +o0. Le premier point découle
donc du théoréme précédent. Soit b, une suite de réels de [a, b] tendant vers
b. fligp,) converge vers fli, et |fligp. 1| < |f], donc d’aprés le théoréme de
convergence dominée f[%b[ f(x) d\(x) est la limite de f[a,bn] f(z) d\(z), c’est &

dire la limite de fab" f(z) dz, qui est fab f(z) dx, par définition d’une intégrale
impropre. 0

Il est important de remarquer que la convergence de I'intégrale impropre
fab f(x) dx n’entraine PAS Dintégrabilité de f. .

Ainsi, on verra en exercice que l'intégrale de 0 a +00 de *2£ est une inté-
grale de Riemann impropre convergente ; cependant *2 n’est pas intégrable
sur R, pour la mesure de Lebesgue.

Pour terminer, quelques remarques élémentaires : I'intérét de l'intégrale
de Riemann, c’est que I'on sait la calculer!

En particulier grace au théoréme fondamental de I'analyse : si F' est une
primitive de f sur [a,b] (c’est & dire si F' = f), alors

b
F(b) — Fla) = / (@) da.
a
En particulier, si ¢ est une fonction monotone strictement croissante, la

dérivée de F o ¢ est ¢'.(f o p), ce qui nous dit que F o ¢ est une primitive
de ¢'.(f o), et donc

b w(b)
[ e @G de = Fioe) ~ o) = [ 1) ae

C’est la formule dite “de changement de variable”.
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4.6 Applications aux intégrales a paramétre

4.6.1 Continuité d’une intégrale dépendant d’un para-
metre

Théoréme 38. Soit (2, F, 1) un espace mesuré. Soit f(x,t) une fonction de
deuz variables définie sur 2 x T, ou T est un espace métrique. On suppose
que pour tout t € T, la fonction x — f(x,t) est mesurable par rapport a F.
On suppose qu’il existe une fonction g intégrable par rapport a p telle que
pour tout t € T

|f(z,t)| < g(x) p—p.p.

On suppose enfin que pour p-presque tout x t — f(x,t) est continue..
Alors

F(t) = [ flat) duto)
Q
définit une fonction continue sur T

Démonstration. Que F soit bien définie découle de 'inégalité | f(z,t)| < g(x)
et de l'intégrabilité de g. Soit ¢ € T. Pour montrer que F' est continue en
t € T, il suffit de montrer que pour toute suite (t,),>; d’éléments de T
convergeant vers t, F'(t,) tend vers F(t). Pour cela, il suffit d’appliquer le
théoréme de convergence dominée & la suite f,, définie par f,(z) = f(xz,t,) :
pour p-presque tout z, f,(z) converge vers f(x,t) grace a la continuité de
t — f(x,t) et on a la domination |f,| < g. O

4.6.2 Dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un para-
metre

Théoréme 39. Soit (0, F, 1) un espace mesuré. Soit f(z,t) une fonction
de deuz variables définie sur Q x T, ou T est un intervalle de R. On suppose
que pour tout t € T, la fonction x — f(z,t) est mesurable par rapport a
F et intégrable par rapport a p. On suppose enfin que pour p-presque tout
x t — f(x,t) est dérivable par rapport a t, et qu’il existe une fonction g
intégrable par rapport a p telle que pour toutt € T.

0
1 )1 < 9(a) o

Alors
ﬂﬂzéﬂ%ﬂ@@)

définit une fonction dérivable sur T', avec

szégwwwm

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour toute suite ¢, de points de T’
tendant vers t,
F(tn) _ F(t) _ 6f

nEIJIrlootn——t =/, 5(1’%) dp(x).



40 CHAPITRE 4. INTEGRALES

Posons f,(x) = —f(w’t;):f(z’t).

La suite de fonctions mesurables (fn)n>1 converge p presque partout vers
9f 57 (z,1), ce qui assure la mesurabilité de z ~— Z-(2,t). De plus, d’aprés
llnegahte des accroissements finis, on a |f,(x)| < g(z) p presque partout.
Ainsi d’aprés le théoréme de convergence dominée, fQ fn du(z) converge vers

Q 8t L(z,t) du(z), cependant Jo fo du(z) = w, ce qui donne donc le

résultat voulu. O

Remarque importante : lorsque I'on veut démontrer la continuité (ou la
dérivabilité) de F'(t) défini comme précédemment sur un intervalle 7" non
compact, il est rare que I'on trouve une fonction majorante g qui convienne
pour toutes les valeurs de 7. Cependant, comme la continuité (ou la déri-
vabilité) est une propriété locale, il suffit de montrer que pour tout t € T,
il existe un voisinage V' de t tel 'on ait une majoration uniforme pour les

teV.

4.7 Mesures a densité

Soit (€2, F, p) un espace mesuré Soit f une fonction positive mesurable
de (2, F) dans (R, B(R). On peut définir une application v de (€2, F) dans

[0, +00] par
:/fdu.
A

Il n’est pas difficile de démontrer que v est une mesure (exercice laissé au
lecteur)

On dit que v est une mesure qui admet une densité par rapport a u et
que cette densité est f.

En réalité il y a ici au moins un abus de langage : en effet, une méme
mesure ne peut elle admettre plusieurs densités par rapport a p?

Proposition 2. Soit f et g deux fonctions mesurables étant toutes deux des
densités de v par rapport a pu. Alors f = g pu presque partout.

Démonstration. Posons Ay = {w : f(w) > g(w)} 0 = v(A) — v(A) =
fA+fd,u—fA+gd,u fA+ —g dp. De méme si 'on pose A = {w
flw) < g} 0=v(A)—v(A) = [, fdu— [, gdu= [, (f—9) du-
Cependant |f —g| = (f — 9)11/4+ — (f —g)la_, donc

/If—gl dp = /(f—g)ﬂ,au du—/(f—g)ﬂA dp
~ [ G- [ -9
Ay A_
= 0-0=0
Ce qui implique que f = g pu presque partout. O]

Théoréme 40. On suppose que v est une mesure qui admet une densité f
par rapport & p. Alors, pour toute fonction mesurable g
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/|g| dv=/|g|f dp. (4.2)

Si cette quantité est finie, on a alors

/g iy = /gf . (4.3)

Démonstration. Si g =14 avec A € F (E23) est immeédiat. Par linéarité, (223)
est également vérifié lorsque g est une fonction simple positive. En utilisant
le lemme B et le théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que (E=3) est
vraie pour toute fonction mesurable positive, donc en particulier (E=2) est
vraie pour toute fonction mesurable g. Supposons maintenant que [ |g| dv =
[ lglf dp < +00 : on peut alors écrire g = g — g— avec [ g, dv < 400 et
[ g— dv < +oo. Comme g, et g_ sont des fonctions mesurables positives, on
a [gydv= [gifduet [g- dv= [g_f du. En faisant la différence, on
obtient donc [(g4+ —¢-) dv = [(g9+ — g-)[f du, soit (E=3). O

4.8 Intégration par rapport & une mesure image

Théoréme 41. Soit (2, F, ) un espace mesuré, T une application mesurable
de (U, F) dans (U, F'). Soit f une application mesurable de (', F') dans
(R, B(R)). Alors f est intégrable par rapport a pr si et seulement si foT est
intégrable par rapport a p. Dans ce cas, on a

£(y) durly) = / (f o T)(x) du(x) (4.4)
Q Q

Démonstration. Prenons d’abord le cas ou f est I'indicatrice d'un ensemble
AeF :ona [, fdur = [l dur = pr(A) = p(T7'(A)). Dun autre coté
IyoT =1Tp-1(ay, donc [, foT du = [ lp-10ay dpu = p(T~'(A)).L'égalité (23)
est donc vérifiée lorsque lorsque f est I'indicatrice d’un ensemble A € F'. Par
linéarité, elle est donc vérifiée pour toute fonction étagée mesurable.

Soit maintenant f une application mesurable positive de (£, F’) dans
(R, B(R)). 11 existe une suite croissante d’applications étagées (f,) conver-
geant ponctuellement vers f. Pour tout n, on a

[ 1) durl) = [ (o T)e) o)

En appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient a la limite
Jor f) dur(y) = [,(f oT)(z) du(z). En particulier, pour toute application
mesurable de (', ') dans (R, B(R)), on a [, |f| dur = [ |f| o T du(z), ce
qui montre que bien f est intégrable par rapport a pr si et seulement si fol’
est intégrable par rapport a u. Dans ce cas, fT et f~ sont intégrables, posi-
tives, et en soustrayant l'identité fQ/ f~dur = fQ f~oT du(z) de lidentité
Joy fT dpr = [ ft o T du(z), on obtient bien le résultat voulu. O
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4.9 Mesure produit

On suppose que (X, X, p) et (Y, ), ) sont des espaces mesurés. On rap-
pelle que X ® ) est la tribu engendrée par les ensembles de type X X Y, ou
(X,Y) décrit X x V.

4.9.1 Construction de la mesure produit

Lemme 3. Pour tout Ac XY, x€ X ety €Y, on note
Ay(r) ={yeY : (z,y) € A}

et
Ap(y) ={z € X : (z,y) € A}.

Alors Ay(x) € Y et Ay(y) € X. De plus, si une fonction f est mesurable de la
tribu X @ Y wvers la tribu C, alors pour chaque x fixé la fonction y — f(z,y)
est mesurable par rapport a la tribu ), et de méme pour chaque y fixé la
fonction x — f(x,y) est mesurable par rapport a la tribu X.

Démonstration. On va commencer par montrer la deuxiéme proposition.
Fixons x € X et montrons que f} : y — f(x,y) est (Y, ))—(C,C) mesurable.
Notons 7} : Y — X XY qui a y associe (x,y). 7} est (Y, V) — (X XY, X x )
mesurable car chacune des composantes est mesurable. Maintenant, I'iden-
tité f1 = fonl donne la mesurabilité voulue, par composition d’applications
mesurables.

Revenons a la premiére proposition : la section verticale de niveau x :
A x) = {y € Y : (z,y) € A} peut s'écrire A,(z) = (f1)~1({1}), avec
i y) = 1a(z,y). Or Papplication de X XY dans R qui & (z,y) associe 4 (z, y)
est (X XY, X x V) — (R, B(R)) mesurable, donc d’aprés ce qui précéde, f!
est (Y,Y) — (R, B(R)) mesurable, d’ou A,(z) € V.

On traite de la méme maniére A,(y) et f7 -z — f(z,y). O

Théoréme 42. Soit (X, X, pu) et (Y,YV,v) deux espaces mesurés dont les
mesures et v sont o-finies. Il existe une unique mesure m sur (X xY, X®))
telles que pour tous X € X et Y € Y, on ait

m(X xY) = u(X)vY).

On notera dans la suite u @ v cette mesure. De plus, pour tout E € X ® ),
les fonctions x — v(E,(x)) et y — p(E.(y)) sont mesurables et l'on a

B duta) = [ w(Bul) dot) = (0o 0)(E).
Démonstration. Supposons d’abord que p et v sont finies. Soit £ dans X®)Y ;
d’apreés le lemme précédent la fonction x +— v(E,(x)) est bien définie. Notons
T’ la famille des ensembles £ € X ® Y tels que cette fonction soit mesurable
de X dans B(R). Il n’est pas difficile de voir que T’ est un A-systéme (voir la
derniére section du chapitre 3). Mais 7" contient tous les pavés (les éléments
de X x ) : en effet, soit prenons £ = A x B, avec A€ X et B€ ) :ona
E,(x) ={y € B(z,y) € A x B}. Ainsi E,(z) = B si x € A et & sinon, et
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donc v(Ey(z)) = v(B) si x € A et 0 sinon. Ainsi v(E,(z)) = v(B)la(x), et
x +— v(B)ll4(z) est bien une fonction mesurable de X dans B(R). 7" est donc
un A-systéme qui contient un 7-systéme qui engendre X ® Y. Ainsi, d’aprés
le théoréme A\-m, 7' est X ® ) tout entier. Finalement, pour tout E dans
X ® )Y, on peut définir

ma(E) = /X v(E,(x)) dp(x);

et de méme on pourrait définir

ma(E) = /Y w(E(y)) du(y).

Prenons a nouveau £ = A x B : E (z) = {y € B(x,y) € A x B}. Ainsi
Ey()_BswneAetzsmon et donc v(E,(z)) = v(B) siz € Aet 0
sinon. Ainsi my(E) = [ 1av(B) du = p(A)v(B). En procédant de la méme
maniére, on obtient my(E) = [, 1pp(A) dv = p(A)v(B). my et my sont donc
des mesures finies qui coincident sur les pavés : elles sont donc égales.
Passons maintenant au cas ou p et v sont o-finies : on peut partitionner
X (et Y) en une famille dénombrable d’ensembles de mesure finie : X =
Uz A; et Y = U2, B;. On peut alors noter m® la mesure associée comme
précédemment aux mesures traces V|4, et jp;. En d’autres termes

wE) = [ VB ) duis, @) = [ g, (Buo) di )
Alors, il n’est pas difficile de voir que la mesure m =), Zj m®. On a alors
m(Ax B) = szw‘(A x BN (4; x By))
= sz (AN A;) x (BN By))
= Z Z (AN A)v(B N By)
= Zu (AN A) (Y n(BNB)))
i J

= wAv(B)

O

Remarque : il n’est pas difficile de voir que si p, v sont des mesures o-
finies, a et b des réels, alors (ap) ® (bv) = (ab)(p ® v) — utiliser la partie
unicité du théoréme.

Exemple : soit (X, X, i) un espace mesuré avec p o-finie, f une applica-
tion mesurable de (X, X) dans (R, B(R)). On note T I'application de X x R
dans lui-méme qui a (z,y) associe (z,y + f(z)). Alors, T est une application
mesurable qui laisse invariante la mesure p ® A.



44 CHAPITRE 4. INTEGRALES

Démonstration. T est mesurable car ses composantes sont mesurables. No-
tons m = pu ® . Il suffit de montrer que pour tout A € X et tout borélien
de R B, lensemble E = A x B vérifie m(E) = m(T~'(E)). On a

m(E) = [ B, () duta) et m(T1B) = [ M@ B (a) )

X

Comme on 'a déja vu, E,(z) = Bsixz € A, &, sinon, de sorte que A\(E,(x)) =
A(B)lLs(x). Cependant,

(TH(E))y(x) ={y € R; (z,y) e TH(E)} = {y € Ri(w,y + f(2)) € B},

qui est donc égal & B — f(x) si & € A, zéro sinon. Ainsi, A\(T1(E)),(z)) =
A(B — f(x))la(x). Maisi on sait que la mesure de Lebesgue est invariante par
translation : A(B — f(z)) = A(B). Il n’y a plus qu’a intégrer et on a 1’égalité
voulue. O

4.9.2 Théorémes de Fubini et Tonelli

Théoréme 43 (Tonelli). Soit (X, X, u) et (Y,V,v) deux espaces mesurés
dont les mesures p et v sont o-finies et f € V(X XY, X ® Y).

_ Pour tout x € X, la fonction y — f(x,y) est mesurable de (Y,Y) dans
(R4, B(Ry)) et la fonction

- /Y f(x.y) dv(y)

est dans V, (X, X).
De méme pour tout y € Y, la fonction x — f(x,y) est mesurable de (X, X)
dans (Ry, B(R4))

Y /Xf(x,y) dp(x)

est dans V. (Y,)).
Enfin, on a les égalités

[ tawsr= [ ([ 0 dw) duo

et

ey = // ( /X f(z,y) du<x>) du(y)

Démonstration. La mesurabilité de y — f(x,y) est une conséquence immé-
diate du lemme 3.

Supposons que f s’écrive comme 'indicatrice d’un ensemble A € X @ Y :
on a alors

/Y f(x,y) dv(y) = v(4,)
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D’aprés la deuxiéme partie du Théoreme B2, 'application z — [, f(x,y) dv(y)
est donc mesurable et ’'on a

| [ e dvt) duto) = [ vl duto)
= pu®evA)

= fdp®uv.
XxY

Le résultat s’étend aisément a la classe des fonctions simples par linéarité,
puis & f € V(X XY, X ® ) en utilisant le lemme B et le théoréme de
convergence monotone. m

Théoréme 44 (Fubini). Soit (X, X, pu) et (Y,YV,v) deux espaces mesurés
dont les mesures |1 et v sont o-finies et f € V(X x Y, X ® V). On suppose
que

/ |f] dp ® v < 4o0.
XxY

Alors, il existe X' € X et Y' € Y avec p(X\X') =v(Y\Y') =0 et

7 d“®”=/X, (/Y f(z,y) df/(y)) dp(z)

/Xxyf dp@v = / (/X f(z,y) du(:r)) dv(y)

Démonstration. On va juste montrer la premiére égalité. D’aprés le théoréme
de Tonelli,

/)((/Y|f(x,y)!dl/(y)) du(m):/xxym A ® v < 400

Il s’ensuit que si 'on pose

et

X' = {zeX; /Y ()] dly) < +oo},

on a pu(X\X’) =0.

Par suite p @ v(X x Y\X'xY) = u(X\X")v(Y) = 0. (On rappelle que dans
Ry, 0.00 =0.)

Ainsi, comme P'hypothése [, . |f] du ® v < 400 entraine l'existence de
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fXxY f dp ® v, on peut écrire

fdu®@v = / fdu®v
X/xY

XxXY

- / (F =) duw
X'xY

_ /)(/(/fﬂx,y)dy(y)) du(x /X(/f .) dily )du(:p)
_ /,</f+xy ) duly ) (/f 2,y) dv(y )du(x)
= [ ([ s i) duto

4.9.3 Associativité de la mesure produit

Soient (X, X, u), (Y, Y, v),(Z, Z,x) trois espaces mesurés o-finis. Comme
précédemment, on note X ® J ® Z la tribu engendrée par les ensembles de
la forme A x B x C, ou (A, B,C) décrit X x Y x Z.

On note ¢ 'application de (X xXY)xZ — X XY xZ: ((z,y), 2) — (2,9, 2)
et ¢ Papplication de X X (Y x Z) - X xY x Z : (x,(y,2)) — (x,y, 2).
Alors la mesure image m; de (1 ® ) ® x par ¢ et la mesure image M, de
1 ® (r® x) par ¥ sont égales : on note simplement cette mesure p ® v ® x.

Démonstration.

mi(Ax BxC) = (p@v)® x(p _1(A><B><C))
=( v) ® x((Ax B) x C)
= (AXB)()
= M( Jv(B)x(C)

me(Ax BxC) = p

Ainsi, les mesures coincident. n
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4.9.4 Convolution de mesures

Soit u et v deux mesures o-finies sur (R%, B(R?)). On appelle convolée de
[ et v et on note pxr la mesure image de p®v par Uapplication (x,y) — x+y.

On se contente pour l'instant dénoncer quelques propriétés simples : si p,
v sont des mesures o-finies, a et b des réels, alors

~ (ap) * b(v) = (ab) (s * v).
—pux0=0xpu=0.

Démonstration. Soit f: (x,y) — =+ y.
(ap) * b()(A) = ((ap) @ b(v))(f~(A))

— ab(n @ v)(f(A))
— ab(u*v)(A)

px0(A) = (1@0)(f~(A)) = 0 et de meme 0 u(A) = (0@ u)(f1(A)) =
0 L]

4.10 Les théorémes généraux et la mesure de
comptage

Un certain nombre de théorémes généraux donnent des résultats trés pra-
tiques lorsqu’ils sont utilisé avec la mesure de comptage. On va juste en
donner deux, mais le lecteur aura intérét a relire chaque théoréme en se de-
mandant quel résultat on obtient lorsqu’on prend pour une (ou toutes) les
mesures en jeu la mesure de comptage. Bien sir, il retrouvera parfois des
résultats connus.

Théoréme 45. Soit donnée une famille de nombres réels a(k,n) pour k >
1,n > 1 entiers. On suppose qu’il existe une suite de nombres réels positifs
(ck)k>1 avec les propriétés :

400
V(n,k) e N* x N* a(k,n)| < ¢k Y. cp < 400.
=1

On suppose que pour tout k > 1, la limite suivante existe :

lim a(k,n) = a(k, o).

n—+oo
+o0 +o0o
Montrer que les deuz séries s, = Y. a(k,n) et s= > a(k,00) convergent
k=1 k=1

absolument et que l'on a lim s, = s, soit

n—-+00
+oo +0o0
nl_lgloo a(k,n) = Za(k,oo).
k=1 k=1

Démonstration. Ici, il s’agit d’appliquer le théoréme de convergence dominée
a la mesure de comptage. O]
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Théoréme 46. Soit (2, F, 1) un espace mesuré, (fn)n>1 une suite de fonc-
tions mesurables positives de (0, F, i) dans (R4, B(R,)). On pose f = >

n=1"
Alors
+oo
fdp= / fn dp.
fra=%]

Démonstration. On peut, au choix, appliquer le théoréme de Tonelli & f(n,x) =
fn(x) en intégrant sur N* x Q, ou encore appliquer le théoréme de convergence
monotone aux sommes partielles. O

Remarque : une conséquence de ce théoréme, c’est que si la série de terme
général fQ fn dp converge, alors f est intégrable et en particulier f(w) est fini
pour p-presque tout w. En particulier, pour une suite f, de fonctions mesu-
rables de signe quelconque, si la série de terme général fQ | fn| di converge,
la série de terme général f,(w) converge (absolument) pour p-presque tout
w.

4.11 La mesure de Lebesgue sur RY.

On appelle mesure de Lebesgue sur R? la mesure A*?. On la note parfois
M parfois méme A lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (mais ce n’est
pas une trés bonne idée quand on débute).

4.11.1 Transformations affines

Théoréme 47. Soit y € RY. La translation x — x + y laisse invariant la
mesure de Lebesque sur R

Démonstration. 1l suffit de vérifier 'invariance pour un pavé, ce qui est im-
médiat. O]

Théoréme 48. Soit M € SLy(R) (c’est a dire que det M = 1). L’application
x — Mz laisse invariant la mesure de Lebesque sur RY,

Démonstration. Un théoréme d’algébre linéaire dit que tout élément de SLg(R)
peut s’écrire comme produit de matrices de transvections, c’est a dire de ma-
trices de la forme

1 O
1 A

: = I, + AE;; avec ¢ # j,
O 1

1

ot E;; est la matrice donc tous les coefficients sont nul, sauf celui en (7, j) qui
vaut 1. Ainsi, il suffit de montrer le résultat pour une matrice de transvection.
Mais dans ce cas, ¢’est un cas particulier de ’exemple vu plus haut. [

Théoréme 49. Soit M € My(R). Pour tout borélien A, on a \(A) =
| det M|X4(A).
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Démonstration. Dans le cas ou M = diag(\, 1,...,1), on vérifie facilement
la formule lorsque A est un pavé : on a deux mesures qui coincident sur un
m-systéme qui engendre la tribu, elles sont donc égales. Passons au cas ou M
est inversible : on peut écrire M = diag(det M,1,...,1)N, et N € SLy(R).
Ainsi

M(MA) = M(diag(det M, 1,...,1)NA) = | det M|A\*(NA)
| det MIANY(N"HNA)) = | det M|A\Y(A).

Reste le cas ou M est non-inversible, dans ce cas det M = 0, donc il faut
montrer que A\?(MA) = 0, pour cela il suffit de montrer que A?(Im M) = 0.
Or Im M est un espace vectoriel de dimension n — 1, il existe donc une
application inversible qui envoie Im M dans R?"! x {0}. Comme R""* x {0}
est de mesure nulle, Im M aussi. O

Corollaire 6. Si M est inversible, la mesure image de A par x — Mz + b

1 d
est Tdet 3] detM|)\ .

Corollaire 7. Soit M inversible et b € R%. On pose T(x) = Mx + b.

Soit maintenant j1 une mesure positive sur R? admettant une densité f,
par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY. Alors, la mesure image de ji
par T admet comme densité par rapport & la mesure de Lebesque sur RY la
fonction foy définie par

1

= |det—]\/[|f1(T_l(y))'

fz(y)

Démonstration. Soit g une fonction mesurable positive sur O,. Notons us la
mesure image de p; par T'. D’aprés le théoréme de transfert,

/ gdps =
Rd

(goT) du

(goT)fr dX
(goT)(froT toT) d\
(gx froT ™Y oT d\*

(g x froT™) dXg

1
Tt d\
L9 e T ) rada

ce qui donne le résultat voulu. ]

Les théoréemes qui précédent correspondent a des transformations affines,
ou si 'on préfére, a des changement de variables affines. On va maintenant
voir le cas général.



20 CHAPITRE 4. INTEGRALES

4.11.2 Changement de variables C*

Théoréme 50. Soit U, U’ deuz ouverts de R?, ¢ un C*-difféomorphisme de
U dans U'. Soit f une application mesurable sur U'. f est intégrable sur U’
si et seulement si f o @(.) X |det D. | est intégrable sur U et dans ce cas

[ ) x0) = [ S(e@) x [det D, o] dG),

Ce théoréme est admis

Corollaire 8. Soit O, et Oy deuz ouverts de R4, d > 1. On suppose que T
est un Cl-difféomorphisme de Oy dans Oy. Soit maintenant 1, une mesure
positive sur RY telle que p1(RTN\O1) = 0 et admettant une densité fi par
rapport ¢ la mesure de Lebesgue sur R, Alors, la mesure image de ju; par T
admet comme densité par rapport & la mesure de Lebesque sur R? la fonction

fo définie par

| AT H(y))| det DTy_1| siy € Oy

Démonstration. Soit g une fonction mesurable positive sur O,. Notons us la
mesure image de p; par 7. D’aprés le théoréme de transfert,

/gduz = /(goT)dul
Oq 01

- /ofg"T)fl i

= /O (goT)fi |det Dpy. T || det D, T| dX
= / (gx (fioT™") x|det DT ') o T |det D,T| dX
O1

= / gx (fioT™') x |det DT dX
O3
ce qui donne le résultat voulu. O

4.12 Premiers exercices d’intégration

1. Soit C, 'ensemble des fonctions continues bornées sur R. Soient p et v
deux mesures finies sur (R, B(R)). Montrer que si pour toute f € C,

fRf dp = fRf dv, alors p = v.
2. Soit p une mesure finie sur (2, F) et f une application finie p-presque
partout. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est intégrable par rapport a p.
(b) Jifi>m || du tend vers 0 quand n tend vers I'infini

)
(©) oy nialn < || < n+1) < +o0.
(d) Yoo i(lf] > n) < +oc.
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Indication : montrer ¢ <= b,a <= c¢,d = ¢, (c&b) = d.

3. Soit p une mesure sur (€2, F) et f intégrable par rapport a . Montrer

que la fonction
+oo 1

g= nZl — sy

est intégrable par rapport a p.

4. Le but de cet exercice est de montrer le théoréme du retour de Poincaré.
Soit (€2, F, ;) un espace mesuré et 17" une transformation, c’est a dire
une application mesurable de (€2, F) dans lui-méme. On suppose que
1 est une mesure finie et qu’elle est invariante sous ’action de 7', c’est
a dire que la mesure image de p par 'application T est p elle-méme.
Alors, le théoréme du retour dit que pour tout ensemble mesurable A
de mesure non nulle, la suite des itérées (7" (z)),>0 passe une infinité
de fois dans A pour presque tout x appartenant a A.

(a) On pose N
2 = S 1T (@)

ainsi que Y (z) = exp(—N(x)), avec la convention exp(—(+00)) =
0. Montrer que Y est une application mesurable intégrable par
rapport a p.

(b) On pose Z( ) Y( T). Montrer que Y(z) = e 4@ Z(2), puis
que [Y(x) = [Z(z)
(c¢) Conclure.

5. Intégration par rapport ¢ une somme de mesures.
Soit (f4;)ien une suite de mesure définies sur un espace (€, F).

(a) Montrer que jt =) .\ it; est une mesure sur (£, F).

(b) Montrer que pour f mesurable positive, puis pour f intégrable,

on a
/Qfdu /fdm

6. Soit (fn)n>0 une suite croissante d’applications p-intégrables conver-
geant p presque partout vers f. On suppose qu’il existe une constante
K telle que

ieN

Vn >0 /fndugK.

Montrer que f est p-intégrable et que [ |f, — f| dp tend vers 0 lorsque
n tend vers I'infini.

7. Soit (fn)n>0 une suite décroissante d’applications p-mesurables posi-
tives. On suppose que fi est p-intégrable. Montrer que (f,) converge
simplement vers une fonction mesurable f, que f est p-intégrable et
que [ |f, — f| dp tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

8. Soit f une fonction réelle intégrable sur (€2, F, u). Montrer quesi [, f du =
0 pour tout A € F, alors f = 0 presque partout.

9. Etudier la limite, lorsque n tend vers I'infini de
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+00 log(z+n) e~

(a) J, cosx dx
(b) Jo 55w da
(c) [ e da
10. (a) Calculer I, = fo 2" Inz dxr pour n € N
(b) En déduire la valeur de fo 2 gz, sachant que > 1% n~% = 72/6.

1
(c) En calculant de deux maniéres différentes 'intégrale / (1—z)" In(x) dz,

montrer que pour n > 0, on a

“/n\ (=) H,, "1
— VH, =S
Z(k)(kJrl)? nt 1 o0 K

k=0

11. Démontrer que

+oo

/0(6 ~ 1)(logz + )d)\() S ("2+”“

n(n+1)(n+ 1)1

1
1 1"
12. Calculer/0 e dz. En déduire Z 2n+)1
+° sinax = a
13. Démontrer que /0 o 1 dr = ; 2+ a2z

) ! (zlogz)® — (="
14. Démontrer que /0 T2 dxr = 2% m
15. Fonction T’
On définit la fonction I" sur ]0, +oo] par

[(x) = /O+°° e AN ().

Montrer que cette fonction est bien définie et qu’elle vérifie, pour tout
réel a > 0, légalité I'(a+1) = a-T'(a). En particulier, vérifier que pour
tout entier n > 0, on a :

1 1, (2n)!

L(n+1)=n! et D(nt+5)=T(5) 5

16. Intégrales de Wallis
(a) On pose

W, = / cos™ 0 db.
0

Montrer que W,, = %Wn,g. En déduire que la suite (nW, W,,_1),>1
est constante.
(b) Montrer W, W, 1 < W2 < W,W,_1; en déduire I'équivalent

W~ VE.
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17. Calcul de l'intégrale de Gauss

(a) Onpose J,, = foﬁ(l—%)” dt. Montrer que lim J, = +°O et dt.

n—-+o0o

(b) Exprimer J,, en fonction d’une intégrale de Wallis. En déduire la
valeur de l'intégrale de Gauss :

oo 1
/ eit/thIQ\/Qﬂ'.
0

18. Calcul de T'(1/2)
Connaissant la valeur de 'intégrale de Gauss, montrer que

T(1/2) = V.

19. Formule de Stirling
(a) Montrer que [, a"e~* dx = o(I'(n +1)).
(b) Montrer que —FD f‘f A nemuVn dy,

) —nnn+1/2 \/ﬁ
(c) Montrer que pour tout z €] — 1,1[, on a In(1 + z) — 2 < —%.
(d) On rappelle que f+°° /2t = $V/2m. Montrer que

(n+1) \/_6 n n+1/2

20. Fonction I' (suite)

(a) Démontrer que la fonction I' est de classe C* sur |0, +o00[ et que
pour tout entier n > 1,

+oo
™ (z) = / e f(logt)"t" L dA(t).
0

+o00
(b) Pour tous réels a,s > 0, exprimer / 5 temd\(t) a laide

0
de la fonction I', , puis démontrer que pour tout réel s > 1,

“+00 ts—l ~+00 F(S)
/O 1d)\(t):Z—S<+oo.

et — n

n=1

+oo I'(n+ 2
(c) Démontrer que pour tout entier n > 0, / o=t d\(t) = %
0

+oo 2
(d) Démontrer que / e~ cos (at) dA(t) = g exp (—az), pour
0

tout réel a.

21. (a) Montrer que l'intégrale f0+°° Sl ¢ est convergente, mais que la

fonction ant n’est pas intégrable par rapport a la mesure de Le-
besgue sur R, .
(b) On pose, pour x > 0, F(x f;oo siite=et d¢. Montrer que F est

définie sur R, derlvable sur |0, +oo[, avec F'(z) =

(c) Calculer F et en déduire la valeur de fﬁo sint -t

1+:v2
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22.

23.

24.
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Calcul d’intégrales liées aux intégrales de Fresnel
Le but de cet exercice est le calcul des intégrales

too
/ e du, 0<a<l1
0

et d’intégrales liées.

(a) On pose, pour A > 0,

+oo
o(A) = / e eyl du.
0

Montrer que ¢ définit une fonction continue sur [0, +o00].

(b) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et vérifie ’équation dif-

[0

ferentielle ¢'(A) = -*¢(A). En déduire que pour tout A > 0, on

. -
1

p(A) = @(O)W

exp(—ai atan \).

(c) Montrer que pour tout A > 0, on a

+o00
90(0) = (]_ + A_Q)OL/Q eXp(Oﬂ/ atan )\) / e—xeigxa—l dl’
0

(d) En déduire
+oo T
/ ey du = exp(iaa)F(a),
0

en particulier, comme T'(1/2) = /7,

T cosu T sinu T
du = du=4/—.
o Vu o Vu 2

(e) Calculer les intégrales de Fresnel

+o0o +oo
/ cos(u?) du et / sin(u?) du.
0 0

Calcul de l'intégrale de Dirichlet
Soit a > 0. Montrer que la fonction, f : (x,y) — e *sinz, est in-

tégrable sur [0,a] x [0, +o00[. On pose I, = / f(z,y) dzdy.
[0,a] % [0,+00]
Déterminer la limite de I, quand a tend vers +o00. En déduire la valeur

+0oo o3
sin x
de / dx.
0

T

Rappelons que la fonction Gamma I' : RY — R est définie pour tout
x> 0par'(x) = 0+°° t*“te~' dt et la fonction Beta : R} x RY — R
est définie pour tous z > 0, y > 0 par (z,y) = fol N1 —t)yvtdt.
Pour tous = > 0, y > 0, vérifier I'existence de f(x,y) puis montrer que :

By) = w0
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25. Pour > 0, on pose R(z) = [~ S04 dy. Le but de 'exercice est de

X
démontrer 'identité
+oo R((ﬂ)

oV

(a) Montrer que R(x) est bien défini pour > 0 et qu’on a en 'infini
R(x) = O(1/z). En déduire que R est bornée.

—2r.

(b) If}? est-elle intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R, 7

(c) Pour A >0, On pose Ry(z) = f+°° sinu,—Mu g,

X u
i. Justifier existence de Ry(x), puis montrer que pour tout x >
0 et tout A > 0, on a

U ()

2

1 —e
|Rx(z) — R(z)| < |cosx\T +/ du,

u

ot on a posé¢ ¥(z) =le *(1+x)—1].

ii. Montrer qu'il existe M < +o0 telle que ¥(x) < M pour tout
x > 0. En déduire que pour tout x > 0, limy_,o Rx(x) = R(z).

iii. Montrer qu’il existe L > 0 tel que ¥(x) < Lz? pour tout
x > 0. Etablir les inégalités

14+2M
VA0 Va2l [Ryr) - Rl)| <

VA>0 Vo<1 |Ry(z)— R(z)] <X+ LM\+2M.

iv. Montrer que pour tout A > 0, R\*/@ est intégrable par rapport

a la mesure de Lebesgue sur R, , puis que

(d) Montrer que pour tout A > 0, on a

/+°° Ry(z) :2/+°° sinue_m .
o VT o Vu

(e) Montrer finalement que

—+00 smu T
(On rappelle que [, L du = /T.)

26. Calcul de ), -, 75 avec Fubmz.
Calculer de deux facons différentes :

1 1 1
J:/ / — —dxdy.
-1 _11+2xy+y2 y
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27. (a) Soit ¢ une application de N dans R, Montrer que I'on a

+oo

/Rd p(Ent(|lz]o)) dX(x) =) ((2n+2)" = (20)7) p(n).
n=0
(b) Soit @ > 0. A quelle condition la fonction x m est elle inté-

grable sur le complémentaire de la boule unité ?

(c) Montrer que I’application

frx—

T
]2

réalise un C! diffeomorphisme de {z € R%0 < |||z < 1} sur
{x € R%: 1 < ||z|2} et que sa différentielle est

2p

[Ed[E;

(d) Soit @ > 0. A quelle condition la fonction z m est elle inté-
grable sur la boule unité?

28. Montrer que pour tout z € C, (1 4 z/n)" tend vers exp(z) lorsque n
tend vers l'infini.



Chapitre 5

Lois des variables et des vecteurs
aléatoires

Rappel : si X est un espace topologique (par exemple un espace métrique),
on appelle tribu borélienne de X et on note B(X) la tribu engendrée par la
famille des ouverts de X.

5.1 Définition

Si (Q, F,P) est un espace probabilis¢, on appelle variable aléatoire toute
application mesurable de (€2, F,P) dans (R, B(R)), ou B(R) est la tribu bo-
rélienne de R. De méme, on appelle vecteur aléatoire toute application me-
surable de (Q, F,P) dans (RY, B(R%)), ott B(R?) est la tribu borélienne de
R,

On appelle loi d’une variable aléatoire X definie sur (€2, F,P) la loi image
de P par X. Cette loi est notée Px Rappelons que cette loi image est une
mesure de probabilité sur (R, B(R)) définie par

VA€ B(R) Px(A)=P(X 1(A))

Par définition, X 1(A) = {w € Q; X (w) € A}. Afin de simplifier les écri-
tures, on écrit toujours {X € A} a la place de X '(A). Ainsi, on écrira le
plus souvent P({X € A}) et méme P(X € A) pour désigner Py (A).

Exemple : Soit P la mesure sur (R, B(R)) définie par P = £6_1+550+ 1.
P est une mesure positive, de masse totale 1 : c’est donc une probabilité.
Considérons l'application X : R — R définie par Vw € R X(w) = |w|.
Comme X est une application mesurable, X est une variable aléatoire. Pour
P-presque tout w, X (w) € {0,1}. Ainsi, la loi de X sous P est

Py = P(X=0)5+P(X=1)§
= P({0})do + P({-1,1})d:
1 1
= —0g+ =0
%0 T 3%
Exemple : L’exemple qui suit ne paie pas de mine mais est cependant

trés instructif. Soit P la mesure sur (R, B(R)) définie par P = $0_1+ 300+ ¢ 61
On a vu que P était une probabilité. Considérons I'application ¥ : R — R

57
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définie par Vw € R Y (w) = w. Comme Y est une application mesurable
(1), Y est une variable aléatoire. Il est facile de voir que la loi de Y sous P
est tout simplement P. Ainsi, on voit que le probléme de l'existence d’une
variable aléatoire suivant une certaine loi se raméne a celui de 'existence de
cette loi et reléve donc des théories de la mesure.

5.1.1 Fonction de répartition

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R? On appelle fonction de
répartition de X et on note Fx la fonction définie sur R? par

Vt=(t1,...,ta) €RT Fx(t) = Px(] — o0, t1]x] — 00, 1] x] — 00, t4)
= P(X; <t1,Xo<ty...,Xqg < tg)

Théoréme 51. Si deux variables (ou vecteurs) aléatoires ont la méme fonc-
tion de répartition,alors elles ont méme loi.

Démonstration. Si X et Y sont tels que Fx = Fy, cela veut dire que Px et
Py coincident sur les ensembles de la forme | — 0o, 1] x| — 00, to] X] — 00, t4].
Or ces ensembles forment un 7-systéme qui engendre B(R?), donc Py et Py
sont égales. O]

(C’est surtout en dimension 1 que la fonction de répartition est utile, car
en dimension supérieure, ses propriétés sont plus difficiles & exprimer et les
calculs sont souvent compliqués, voire infaisables. Nous allons juste nous
contenter de donner quelques propriétés de la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire.

Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle

Théoréme 52. La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire vérifie
les propriétés suivantes

— Fx est a valeurs dans [0, 1]

— Fx est croissante sur R.

t——o00
t—+o00

— En tout point, Fx est continue a droite.
— En tout point, Fx admet une limite a gauche.

Démonstration. — Le premier point découle du fait que Fx(t) est la pro-
babilité d’un événement.
— Sis<t,onal—o0,s C|]—o00,t], dou

Fx(s) = P(] — o0, s]) <P(] —00,1]) = Fx(1).

— Posons pour n > 1, A, =] —o00,—n|, on a A, C A, et CII A, =0,
n>

d'on  lim Px(A,) =Px(&)=0. Soit ¢ > 0 : d’aprés ce qui précéde,

n—-+4o0o
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il existe n tel que Px(A4,) < e. Comme Fx est croissante et positive,
on a

t<-n =0<Fx(t)<Fx(—n)<e¢,

ce qui prouve que lim Fy(t) = 0.
t——o00

— Posons pour n > 1, A, =] —oo,n|, on a A, C A, et L>Jl A, =R,
n_

d’'on  lim Px(A,) =Px(R) = 1. Soit € > 0 : d’aprés ce qui précéde,

n—-+0o
il existe n tel que Px(A,) > 1 —e. Comme Fx est croissante et majorée

par 1, on a

t>n :>12Fx(t)2FX(n)21—€,

ce qui prouve que lim Fy(t) = 1.
t—+o00

— Soit t € R, (t,)n>1 une suite décroissante convergeant vers t. Posons

pourn > 1, A, =] —o0,t,],ona A,,1 C A, et gl A, =|—o0,t], dou
lim Fx(t,) = lim Px(A,) = Px(] — oo,t]) = Fx(t). Comme
n—+oo n—+oo

cette égalité est obtenue pour toute suite décroissante convergeant vers
t, ceci prouve que la limite a droite de F'x au point ¢ est F'x (¢) (critére de
continuité séquentiel). Remarquons qu’on aurait pu également utiliser
des critéres analogues pour les preuves des deux propriétés précédentes
et éviter ainsi ’emploi de €.
— Toute fonction croissante admet une limite & gauche en tout point de
I'intérieur de I’ensemble de définition.
O

5.1.2 Tribu engendrée par une ou plusieurs variables
aléatoires

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire (ou un vec-
teur aléatoire) sur cette espace. On note

o(X) ={X"(A); A € B(R)}.

Cette famille est une tribu. On dit que c’est la tribu engendrée par une
variable aléatoire X.

De la méme maniére, on appelle tribu engendrée par une famille de va-
riables (X;);cr et on note o((X;):er) la tribu

A o(X5).

iel

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.
Alors, I’événement {X = Y} est o(X, Y )-mesurable.
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Démonstration. On a
{(X=Y} = U {X=Y}n{X=k}
kEN

= U X =k}n{y =k}

Par définition de o(X), 'événement {X = k} est o(X)-mesurable. Comme
o(X,Y) contient o(X), 'événement {X = k} est o(X,Y)-mesurable. De
méme, 'événement {Y = k} est o(X,Y)-mesurable. Comme o(X,Y) est une
tribu, on en conclut que pour tout k, 'événement {X = k} N {Y = k} est
o(X,Y)-mesurable, puis que I'événement {X = Y} est o(X, Y )-mesurable.
[

5.2 Indépendance des variables aléatoires

Définition : On dit que des variables aléatoires (X;);c; sont indépen-
dantes si les tribus (o(X;));erqu’elles engendrent sont indépendantes.

Exemple : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors
pour tout couple de boréliens A et B, on a

P({X € AAn{Y € B} =P(X € A)P(Y € B).

Théoréme 53. Soient (X;);e; une collection de vecteurs aléatoires aléatoires
indépendants. On suppose que X; est a valeurs dans R™. Soient (f;)icr une
famille d’applications telles que pour tout i, f; soit une application mesurable
de R™ dans RPi. Alors, si on pose Y; = [i(X;) les variables aléatoires (Y;)ier
sont indépendantes.

Démonstration. L’indépendance des variables aléatoires est en fait l'indé-
pendance des tribus engendrées. Soit B € B(RP!) un borélien. On a {Y; €
B} = {X; € f7(B)}. Comme f; est borélienne, f;*(B) € B(R™), et donc
{Y; € B} est o(X;)-mesurable. Ceci prouve que o(Y;) est une sous-tribu
de o(X;). Comme les tribus (o(X;));es sont indépendantes, leur sous-tribus
(0(Y;))ier le sont aussi. O

Exemple : Si X,Y et Z sont indépendantes, alors ch X,Y? et Z3 sont
indépendantes.

La, nous restons un peu sur notre faim. En effet, nous voudrions pouvoir
dire aussi que ch X + Y? est indépendante de Z2. Pour cela, il faudrait que
nous sachions que (X,Y) est indépendant de Z, auquel cas nous pourrions
appliquer les fonctions f(x,y) = chx + 3% et g(z) = 2.

Par chance (!), ceci est vrai. En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 54. Soient (A;)icr une famille de sous-tribus de (2, F) indépen-
dantes sous P. Soient J C I et K C I disjoints.

Alors les tribus N Aj et A Ay sont indépendantes.
jeJ keK
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Démonstration. On considére le m-systéme C défini par

C= U { N A ;VeeF A, e A}

FCJ TzeF

ainsi que le m-systéme D défini par

D= U { N A ;VeeF A,e A}
FCK = z€F
Si By € C, By peut s’écrire sous la forme By = ﬂF A, ou ' C Jet
S
ouVex € ' A, € A,. De méme, si By € D, By peut s’écrire sous la forme
By,= N A,onl"CJetouVeeF A,ec A, Ainsi

zeF’

P(BiNB,) = P( N A)

zE€(FUF")

= I P(A)

z€(FUF")

= (1T P(A))( IT P(A))

zeF zeF’

= P(B1)P(B)

Comme C est un 7m-systéme qui engendre ‘/\J A; et D un m-systéme qui
je

engendre ; é\K A;, le théoréme 23 permet de conclure.
O
Théoréme 55. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et Xy, ..., X, n vecteurs
aléatoires. Les deux propositions suivantes sont équivalentes
1. Xq,..., X, sont indépendantes.
2. Px,.. x,=Px, ® - ®Px,

Démonstration. ~ Preuve de 1 = 2. On pose C = [] B(R™). Soit
A=A x---xA,€C.0na

Px, .x,(A) = P(Xy,...,X,) €A

ﬂ {X; € A;})

(
= P(

|
:]:

P(X; € A;)

.
I
i

I
s
=
X
=

1
—

= (PXI ® - ®Px,)(A4)

Ainsi Py, . x, et Px, ® --- ® Py, coincident sur un m-systéme qui

.....

n
engendre ® B(R™). Il s’ensuit que ces deux mesures sont égales.
i=1
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— Preuve de 2 = 1 Soient By, ... B, quelconques tels que pour tout %
B; soit o(X;)-mesurable : alors, pour tout ¢, il existe un borélien A; tel
que B; = {X; € A;}. On pose A=A, x---x A, €C.

P(N B) = P( N {XieA})

I
=1
™
E< R
m
=

@
I
K

I
=
=
Sy

s
Il
—

ce qui prouve I'indépendance des tribus.
m

Corollaire 9. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et X, ..., X, n vecteurs
aléatoires. On suppose qu’il existe des mesures de probabilités iy, . . ., ., telles
X, =M @ . Alors

-----

1. Xq,..., X, sont indépendantes.
2. Pour tout i, la loi de X; sous P est ;. (Px, = ;)

Démonstration. Soit B un borélien.

Py, (B) = P(X; € B)
= P((X1,...,X,) €QXx - xQxBxQ...Q)
= P, x)(Qx--xQxBxQ...Q)
= (@ - Quy)(Q2x - xQAXxBxQ...0Q)
= Q) X - X i1 () X pi(B) X piga () . p1n ()
= pi(B)
Ainsi Px, = p;. L'identité Px,  x, = (1 ®- - Q. peut se réécrire Py, x, =

Px, ® --- ® Px,, et il suffit alors d’appliquer le théoréme précédent. O

5.2.1 Application : loi 0 — 1 de Kolmogorov

Théoréme 56. Soit S un ensemble infini et (A;)ics une famille de tribus
indépendantes sous la lot P. On pose

T= N A A

ACS  keS\A

T est appelée tribu de queue de la famille (A;)ien. Alors

VAeT P(A) e {01}
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Démonstration. Posons I = S U {oo} et A = T. Montrons que les tribus
(A;)ier sont indépendantes. Soit J C I, et pour tout ¢ € J, A; € A;. Si
{oo} ¢ J, I'indépendance des tribus (A;);cs assure que

P N-A) = 1T P(A).

icJ icJ
Sinon, par définition de la tribu 7, on a A € . /k;\J Ay
€

Comme n A € A A, le théoréme B4 implique que A, et
i€J\{oo} keJ\{oo}

M Ag sont indépendants. Il s’ensuit que
keJ\{oco}

P( N A) = P(Awn N A)

ieJ ieJ\{oo}

- PUR(_ {1, 4)

— P(A) P(A;)

1€J\{oo}

= ]I P(A).

Ainsi, les tribus (\A4;);cr sont indépendantes. En particulier, la tribu A, =T
est indépendante de la tribu k/\S Ai.. Mais T est une sous-tribu de k/\S Ay,
(S €

donc T est indépendante d’elle méme. Soit donc A € T : on a
0=P@)=PANA°) =P(A)P(A°) =P(A)(1 — P(A)),

donc P(A) € {0,1}. O

5.2.2 Variables aléatoires indépendantes et convolutions

Théoréme 57. Si deur variables aléatoires X et'Y sont indépendantes sous
P, alors Px x Py = Px,y.

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes, alors Pxy) = Px ® Py.
Px * Py est donc la loi image de P(x yy par (x,y) — « + y. Mais la loi image
de Pixy) par (z,y) — = +y, ce n’est rien d’autre que Py y. ]

Théoréme 58. Soit 1, v et x trois mesures finies sur (R4, B(RY)). On a
UHV =V% [

et
(pxv) o« x = px (v *x).
Démonstration. Si une des trois mesures de la deuxiéme formule est nulle,

chacun des produits est nulle car la mesure nulle est absorbante pour le pro-
duit de convolution. Idem pour la premiére formule si 'une des deux est nulle
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Sinon, posons Notons P = y(nléd) ® H(ﬁéd) ® X(ﬁléd). [P est une mesure de probabi-
lité. X,Y, Z Définissons sur (RY)3 : X (z,y,2) = ;Y (v,y,2) = y; Z(x,y,2) =
2,8 =X+Y,;T=Y + Z. Daprés 'associativité de I'indépendance, X et T
sont indépendantes, de méme S et Z sont indépendantes. On a donc

Px Py = Pxyr = Psyz = Py x Py.

Maintenant, il est facile de voir que Pr = WV x*x et que Pg =
M(Rd)l,/(Rd)/JJ * U, d’ou (,U, * V) X = Uk (V * X) De méme PX * Py = ]Px+y =
v+x = Py *x Py permet de montrer la premiére formule. ]

Ainsi I’ensemble des mesures finies munies de (+,*) forme un anneau
commutatif.

5.3 Variables aléatoires discrétes

On dit qu’une loi p est discréte s’il existe un ensemble D fini ou dénom-
brable inclus dans R? tel que u(D) = 1.
De méme, on dit qu'une variable aléatoire X définie sur un espace pro-
babilisé (2, F,P) est discréte si sa loi Px est discréte.
Ainsi, si D est un ensemble dénombrable tel que P(X € D) =Py (D) =1
et 'on pose
Vie D p,=P(X =1)

La famille (p;);ep est une famille de réels positifs vérifiant

La connaissance de D et des p; permet de reconstituer la loi de X. En
effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme 59. Soit X une variable aléatoire discréte, et D un ensemble D
fini ou dénombrable inclus dans R tel que X(2) = D. Pour i € D, on pose
pi =P(X =1). Alors,

1. pour tout A € B(R), on a

PX(A): Z Di-

1€DNA

ieh
3. Px admet comme densité par rapport & la mesure de comptage sur D
la fonction f(x) définie par

_JDpa six e D
f<x)_{08i:(]¢D
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Démonstration. On note m la mesure de comptage sur D Soit A un borélien.
{X € AN D} est réunion dénombrable disjointe des événements {X = i}, ou
1 décrit AN D. On peut donc écrire

Px(A) = P(X € A)
= P(XeA\D)+P(X € AnD)
0+P(X € AN D)

1€AND

1€AND

Posons u = > p;d;.

= > pillali)

ich
On a d’une part
u(A) = ZD plla(i)
= > plla(@i)+ Z; pilla(i)
A 1€D\A
= >, pit0
i€DNA

Comme A est quelconque, on en déduit que p = Px. D’autre part

pA) = 3 pilla(i)

€D

= gpillA(z') dm(i)
= [ FOL() dm(i)

= J J(a) dm(a),

ce qui signifie que p (c’est a dire Px) admet f comme densité par rapport a
la mesure de comptage.
m

On a la réciproque suivante :
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Théoréme 60. Soit D un ensemble fini ou dénombrable, (p;)icp une famille
de réels positifs vérifiant

Alors, on peut construire un espace probabilisé (2, F,IP) et une variable aléa-
toire X sur cet espace telle que

VieD p;=P(X =)

Démonstration. Comme on 'a déja remarqué, le probléme d’existence d’une
variable aléatoire se raméne souvent a I’existence d’une loi. Ici,on peut prendre

Q=D F=P(Q) et X(w)=w avec

P= Z Pi0;-

€D

5.3.1 Fonction d’une variable aléatoire discréte

Théoréme 61. La loi image py d’une loi discréte p par une application
mesurable f est une loi discréte.

Démonstration. Soit D un ensemble fini ou dénombrable tel que p(D) = 1.
f(D) est un ensemble fini ou dénombrable. Il est donc mesurable par rapport
a la mesure de Lebesgue. On a us(f(D)) = u(f~*(f(D)) > p(D) =1 car
f~Yf(D) D D. 1l s’ensuit que f(D) est un ensemble fini ou dénombrable
dont la mesure sous jis est 1. O

Corollaire 10. Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace
probabilisé (2, F,P) et f une fonction quelconque définie sur X (). Alors,
la fonction Y définie par

YVwe YV =f(X(w))
est une variable aléatoire discréte sur (2, F,P).

De maniére plus concise, on écrit Y = f(X).

Exemple : Soit X une variable aléatoire vérifiant X(Q) = {—1;0;1},
avec P(X = —1) =P(X =0) =P(X =1) = 3.

On pose Y = X2
On a Y(Q) = {0;1}, avec

Y =0} ={x=0

et
Y =1} = {X =1}Uu{x = -1},
d’ou
IP’(Y:O):IP’(X:O):%
et
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5.4 Variables et vecteurs aléatoires a densité

On dit qu’une loi p est & densité (sous-entendu par rapport a la mesure
de Lebesgue) s’il existe une fonction mesurable f qui soit une densité de p
par rapport a la mesure de Lebesgue.

Ainsi, si f est une densité de la loi i, on a pour tout borélien A

MM=AﬂMMW)

Exercice : Montrer que si f est la densité d’une loi, alors A\(f < 0) = 0.
Evidemment, si f est la densité d’une loi, on a

1= R = [ f@)arw)

Réciproquement, si f est une fonction mesurable, positive A presque par-
tout et d’intégrale 1, u = f.\ est une mesure de probabilité admettant f
pour densité.

Ainsi, on dit qu’une variable (ou un vecteur) aléatoire X est a densité si
sa loi Py est & densité.

5.4.1 Premiéres propriétés

Soit X une variable aléatoire de densité f. f a les propriétés suivantes :

-~ Va,beR a<b= Pa<X<bh)=Pa<X<b)=Pla<X<

b)=Pla< X <b) = f[mb] f(z) d\(z).

~VYaeR Pla<X)=Pla<X)= f[a+oo[f(x) d\(z).

- VaeR Pla>X)=Pla>X)= f]_ooa] f(z) d\(z).

— Jo f(@) dX\(z) = 1.

Remarquons que pour montrer qu’'une fonction f positive est une densité
de la variable aléatoire X il suffit de montrer que pour tout ¢ réel, on a

m@=%°ﬂmwwm.

En effet, en faisant tendre ¢ vers Uinfini, on obtient que 1 = [, f(x) dA(z),
et donc f est la densité d’une variable aléatoire Y. Mais X et Y ont méme
fonction de répartition, donc méme loi, f est la densité de la loi de Y, c’est
donc aussi la densité de la loi de X.

5.4.2 Densités et lois marginales

Théoréme 62. Soit (2, F,u) et (U, F' 1) deux espaces mesurés. On sup-
pose que la loi v sur (Q x Q' F @ F') admet une densité h par rapport
w@ . Alors la loi image v, de v par application
T:OxQ = Q
(v,2') —=x

admet comme densité par rapport & p la fonction [ définie par f(z) =
Joy P, 2")dp! ().
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Démonstration. Soit B € F
v.(B) = v

ce qui prouve le résultat. O

Théoréme 63. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur
aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (Q, F,P).
Si h(x,y) est une densité de (X,Y) par mpport a la mesure de Lebesque sur
R alors X admet la denszte f(x pr x,y)dNP(y), tandis que

Y admet la densité g(y fR” z,y)dA\"(z).

Démonstration. Le diagramme commutatif ci-dessous traduit que

X =70 (X,Y).

(X,Y)
Q,FP) — (R*"xRP,BR") @ B(R?),Pxy))
XNy I

(R, B(R"), Px)

Il s’ensuit que Px est la mesure image de P(xy) par 7. Comme h(z,y)
est la densité de (X Y) par rapport & A" @ ¥ = AP la densité de X est

bien f(x) = [o, h(z,y)dX(y), On procéde de méme pour calculer la densité
de Y. O]

5.4.3 Indépendance et densités

Théoréme 64. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur
aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (Q, F,P).
On suppose que X admet une densité f et Y une densité g. Si X et Y sont
indépendants, alors le vecteur aléatoire (X,Y) admet la fonction h(x,y) =
f(x)g(y) comme densité.

Démonstration. Comme X et Y sont indépendantes, sous PP, on a Pxy =
Py ® Py. Ainsi
Pxy = Px®Py
= fA"®gA\
((z,y) = f(x)g(y)) A" @ N
= h\"TP

ce qui montre bien que (la loi de) (X,Y) admet h comme densité. O
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Théoréme 65. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un
vecteur aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé
(Q, F,P). On suppose que (X,Y) admet une densité hy qui s’écrive sous la
forme hi(x,y) = f1(x)g1(y), ot [ et g sont des fonctions positives. Alors, X
et Y sont indépendantes; X admet comme densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R™ la fonction

fi(x)

f(l’) - J‘Rn f1($/> d)\n(l’/)

et Y admet comme densité par rapport a la mesure de Lebesque sur R"™ la
fonction

N 91(y)

S (y) A (y)

9(y)

Démonstration. Posons A =[5, fi(z)d\"(z) et B = [5, g1(y)d(A?)(y). Comme
f1 et fo sont positives, on a A > 0 et B > 0. Comme h est une densité, on a

1 = /R" RP h(z,y)d(A" @ A")(, y)
N /R 7o fl(@)g(y)d(A" @ N)(z, y)

= ([ @i amam)
= AB

On en peut donc dire que A et B sont tous deux strictement positifs. Ainsi les
fonctions f et g sont bien définies. Elles sont positives, et, par construction,
chacune d’entre elle admet 1 comme intégrale par rapport a la mesure de
Lebesgue. Ainsi u = fA" et v = gAP sont des mesures de probabilité.

Comme dans le théoréme précédent, la densité de p ® v = est h(x,y) =
F(2)g(y). Donc hlz,y) = f(z)gly) = LD 00 — KR _ b (5.

On en déduit P(xy) = p ® v.

11 suffit d’appliquer le corollaire B pour conclure.

5.5 Variables et lois discrétes classiques

5.5.1 Indicatrice d’un évévenement

On rappelle que pour A C Q, I'application 4 (appelée indicatrice de A)
est définie sur €2 par

lsize A

nA(x)I{OsixgéA

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}.
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5.5.2 Masse de Dirac

On appelle masse de Dirac en un point z € ) la mesure §, définie par

lsiz e A

5I(A):{Osix¢A

C’est bien une loi car elle est positive et ,(€2) = 1.
Remarque : Si {2 est un groupe abélien 0,4, = 0, * 0, = 0y, * J,.

5.5.3 Loi de Bernoulli

On appelle loi de Bernoulli de paramétre p la loi = (1 — p)do + pd;.
Ainsi, on dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de para-
métre psionaP(X =1)=pet P(X =0)=1—p.
Remarques importantes :
— Pour tout événement A, 14 suit la loi de Bernoulli de paramétre P(A).
— Réciproquement, si une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli,
elle vérifie X = Ix_;.(Reéfléchir un peu...)
Ainsi les variables aléatoires qui suivent des lois de Bernoulli sont exactement
les indicatrices d’événements.

5.5.4 Loi uniforme sur un ensemble

Soit £/ C €2 un ensemble fini. On appelle loi uniforme sur E la loi définie
sur P(Q2) par

PQ) — [0,1]
AN E|
E|

A

Ainsi, une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur F si 'on a

1

Exemple : La variable aléatoire X représentant le résultat du lancer
d’un dé non truqué suit la loi uniforme sur Pensemble {1,2,3,4,5,6}.

5.5.5 Loi binomiale

On appelle loi binomiale de paramétres n et p et on note B(n, p) la loi de
la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme probabilité p.
Ainsi B(n,p) = (Ber(p))*".

Théoréme 66. B(n,p) charge les entiers {0, ..., n}. Plus précisément, on a

Vk€{0,...,n} Bn,p)({k}) = <Z)pk(1 — )k,
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Démonstration. Posons p = B(n,p). On a

pw = (Ber(p))™
= ((1=p)do + (p61)™

Comme I'ensemble des mesures positives munie de (+,*) est un anneau com-
mutatif, la formule du bindbme de Newton s’applique et I'on a

po= ((1—=p)do+pdr)™

I
by T B
NgERN I l
o (=) [e=)

e
Il
o

B
Il
o

]

Corollaire 11. Soit Ay, ..., A, n événements indépendants de méme proba-

bilité p. On pose
X =l
k=1

Alors X suit la loi binomiale de parameétres n et p .

Remarque : X est le nombre de Aj qui sont réalisés.
Exemple : On lance n fois une piéce de monnaie équilibrée. Le nombre
X de "pile" obtenus suit une loi binomiale de paramétres n et %

5.5.6 Loi géométrique

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre
psil’on a
Vke N* P(X =k)=p(1l—p)t

Théoréme 67. Soit (A;)ien+ une suite d’événements indépendants de méme
probabilité p > 0. On pose

X(w)=inf{k e N* we A}
Alors X suit la loi géométrique de parametre p . De plus

VkeN Fy(k)=1-(1-p).
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Démonstration.

Comme les A; sont dans F, les A{ le sont aussi, et donc comme on peut
Iécrire comme intersection finie d’éléments de F,{X > k} est dans F, et
donc, par passage au complémentaire

{X <k} eF.
En utilisant P'indépendance des (A;), on obtient
P(X > k)= (1-p)F

Comime
— = N
(X =400} = 0 {X >4},

on obtient, par continuité séquentielle décroissante

P(X = +00) = lim P({X >k})= lim (1—p)*=0.

k—+00 i
Ainsi X est bien une variable aléatoire, et 'on a
VkeN* P(X =k)=P(X >k-1)-P(X > k) = (1-p)" ' —(1-p)F = (1-p)*'p
De plus
VekeN Fx(k)=PX<k)=1-PX>k) =1-(1-pF

]

Exemple : On lance une piéce de monnaie équilibrée jusqu’a obtention
de "pile". Le nombre de lancers effectués suit une loi géométrique de para-
métre %

5.5.7 Loi de Poisson

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre
A>0silona

/\k
vhEN P(X =k)=e 0

La construction de telles variables est bien possible car e’”k—]; >0et
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5.5.8 Loi hypergéométrique

La loi hypergéométrique H (N, n, k) modélise le phénoméne suivant : on
tire au hasard k individus dans une population de N individus, et I’on compte
le nombre d’individus possédant une certaine particularité, sachant qu’il y
a exactement n personnes dans la population totale qui possédaient cette
particularité.

De maniére théorique, la loi hypergéométrique est la loi image de la loi
uniforme sur @ = B(N, k) par 'application

X:B(N,E) — N
w — Xw)=[L,...,n})Nuw|
Ainsi pour i € {0,...,min(n,k)}, on a
() (%)
(%)

Démonstration. Notons [P la loi uniforme sur 2. On a

H(N,n, k) (i) =

H(N,n, k)(i) =P(w € S),
ou S ={w e B(N,k); {1,...,n} Nw| = 1. L’application

B({1,....,n}N,i) x B{n+1,...,N},k—i) — S
(A,B)— AUB

est une bijection, donc
N —
S| = |B({1,...,n}N, i) x B{n+1,...,N} k—i)| = C)(k—@n)

Comme P est la loi uniforme sur €2, et que |Q] = (]Z), le résultat s’ensuit. [J

5.6 Lois & densité usuelles

5.6.1 Loi uniforme sur un compact de R?

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur un compact K
de R? [a, b] si elle admet la densité

5.6.2 Loi uniforme sur un intervalle

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I'intervalle
[a, 0] si elle admet la densité

1
= —TI,
T ()
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5.6.3 Loi gaussienne de paramétres m et o>

Soit m € R et ¢ > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi
gaussienne N'(m, %) de paramétres m et o2 si elle admet la densité

1 (z —m)?

exXpl—————).

X —

On emploie également parfois le mot "normale" & la place de "gaussienne" :
ces deux mots signifient exactement la méme chose. gamma On dit qu’une
variable gaussienne est centrée lorsque m = 0.

On dit qu’une variable gaussienne est réduite lorsque o2 = 1.

Quelques résultats qui seront prouvés ultérieurement : si X ~ N'(m,o?),
alors aX + b ~ N(am + b,a*0?). En particulier, si X ~ N(m,c?), alors
Xom L N(0,1); et si X ~N(0,1), alors 0X +m ~ N(m,o?).

Densité de la loi normale N(0,1)
0-4 T T T

7= exp(—%5)
0.35

0.3 _

0.25

0.2 i

0.15

0.1 i

0.05

5.6.4 Loi exponentielle de paramétres a

Soit @ > 0. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de
parameétres a si elle admet la densité

x — aexp(—az)lg+(x).
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Densité de la loi exponentielle de paramétre 1
]_ T T T T

5.6.5 Lois de Cauchy

Soient @ € R,b > 0. La loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

1 b

m|_>;(x—a)2—|—l)2'

Densité de la loi de Cauchy C(0,1)
0-35 T T T 1 1 T

T 1422

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

5.6.6 Lois Gamma

Soient a et A des réels strictement positifs. On appelle loi Gamma I'(a, \)
la loi dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est
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)\CL

Mo ¢ Mol

T +—r

ou I'(a) est la valeur au point a de la fonction I', définie par

['(a) :/ % e da.
R+

On dit parfois que a est le paramétre de forme et A le paramétre d’échelle
de la loi. En effet, on montrera plus loin que si X ~ I'(a, \), alors pour tout
i>0,0na /%X ~ T'(a, \p).

On rappelle quelques propriétés classiques de la fonction I' qui seront
utiles dans la suite :

- Ya>0 T[(a+1)=al(a).

-VYneN I'(n+1)=n!

La preuve de ces deux propriétés sera vue en exercice.

Densité de la loi Gamma I'(2,1)
0-4 T T T T

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

5.7 Loi 0-1 de Hewitt et Savage (*)

Cette section peut étre omise en premiére lecture.

Dans cette section, on note X; la projection canonique de RY qui & w =
(wi)i>0 associe X;(w) = w;.

Pour p une probabilité quelconque sur R, on admet l'existence d’une
mesure de probabilité P sur B = o((X,,)n>0) telle que sous la probabilité P,
les X; sont des variables indépendantes de loi . On note pu®N cette loi.

Soit ¢ une permutation de N. On appelle support de o ’ensemble des
i € N tels que (i) # i. On note X* I'ensemble des permutations a support
fini.

Pour ¢ permutation a support fini, on note 7, Iapplication de RY dans
lui méme qui a x associe x o 0.

On définit
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Is ={AeB;Voex* T,'(A) = A}.

(e

Théoréme 68. Soit ;1 une probabilité quelconque sur R et P = u®N. Pour
tout A € Iy, on a P(A) =0 ou 1.

Démonstration. Soit A € Iys,. Soit € > 0. D’aprés le théoréme de Hahn, il
existe une suite (A, ),>1 de parties vérifiant pour tout n A, € o(Xo,..., X,—1)

et telle tel que A C A = gl A, et P(A) < P(A) +¢. Notons o, la permuta-

tion définie par 0,(i) = 2n — 1 —isi 0 <i < 2n et 0,(i) = i pour i > 2n. 11
est aisé de voir que T, préserve P et que A, et Tg_nl(An) sont indépendants :
on a

P(A, (1T, (An)) = BAP(T, A (A,)) = P(4,)"

Ona A C A, done T, Y(A) C T, }(A), soit A C T, '(A). Finalement A C
ANT;HA), don
P(A) <P(AN T,! (A)) = supP(4, N T, '(A,)) = supP(4,)* < (P(A) +¢)*.

n>1 n>1

Comme € peut étre pris arbitrairement petit, cela donne P(A) < P(A)?, d’'ou
P(A) € {0,1}. O

Remarque : il est possible d’utiliser le théoréeme G a la place du théoréme
de prolongement de Hahn.

Corollaire 12. Soient (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées de loi p. On pose pour tout k, S, = Xo +

X4+ +Xp et Q= n 0((Si)isn). Alors pour tout A € Q, P(A) =0 ou
P(A) = 1. )

Démonstration. Soit A € Q et o € ¥*. Soit n tel que le support de o est
inclus dans {0,...n}. On a S, (T,(w)) = S,(w) (les termes de la somme sont
juste permutés), d’ou S(7,(w)) = Sk(w) pour k > n. Soit k > n. Tout
élément B de o(Sy) s'écrit S; '(B’), out B’ est un borélien de R. Comme
SpoT, =S5 ona
T, (B) =T, (S, (B) = (Sko T,)"(B) = S, '(B') = B,

ce qui montre que pour k > n, o(Sy) est inclue dans la tribu des événements
invariants par T,,. Par suite o((Sk)g>n) est inclue dans la tribu des événements
invariants par T,. Comme A € o((Sk)k>n), A est donc invariant par T,.
Comme on a pris o quelconque, on a A € Zy,, ce qui montre que P(A) € {0,1}
d’aprés la loi 0-1 de Hewitt et Savage. [

5.8 Exercices sur les lois des variables aléatoires

1. Soit s > 1. On dit que X suit une loi ( de paramétre si I'on a

1 1

VneN* P(X =n)= Ts)%’
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ou l'on a posé
+o00 1
C(s) = v
n=1

Soit donc X suivant une loi ¢ de paramétre s. On tire Y au hasard —
c’est a dire avec équiprobabilité — entre 1 et X.
(a) Pour n,k € N* calculer P(Y = k|X = n).

(b) On pose Z = % Montrer que la fonction de répartition F; est
strictement croissante sur [0, 1].

(c) Soient p,q deux entiers positifs premiers entre eux, avec p < g.
Calculer P(Z = £).

(d) On rappelle que ¢(n) désigne le nombre d’entiers entre 1 et n
qui sont premiers avec n. Déduire de ce qui précéde une preuve
probabiliste de I'identité

+oo
p(n)
Cls+1) ) —7 =)

ns+1
n=1

(e) Montrer
+00 1 +00

(B ED A ~ [

n=1 n=1

(On pourra admettre que 5¢(4) = 2((2)?.)

2. Donner un exemple de familles d’événements C et D telles que
-VAeC VBeD PANB)=PAPDB).
— les tribus ¢(C) et o(D) ne sont pas indépendantes.

3. Donner un exemple de deux lois distinctes sur (§2, F) coincidant sur un
systéme C engendrant F.

4. On choisit de maniére uniforme sur [0, 1] un réel Y. Quelle est la pro-
babilité pour que le polynome

p(r)=2*+z+Y

ait des racines réelles 7 des racines distinctes ?

5. Dans le segment [AB] de longueur 1, on choisit au hasard un point M.
Quelle est la probabilité pour que I'on ait AM.MB > 27

6. Soient X1,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 1]. On pose M,, = max(Xy,...,X,). Déterminer la
fonction de répartition de M,,. Montrer que M, admet une densité que
I’on déterminera.

7. Soient Xi,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur [0,1]. On pose M, = max(Xi,...,X,) et m, =
min(Xy,...,X,). Montrer que M,, et 1 —m,, ont méme loi.

8. Soit X une variable aléatoire suivant la loi B(2n,1/2). On pose Y =
| X — n|. Déterminer la loi de Y.
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9. Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme sur le rectangle
[—1,2] x [-1,1]. Montrer que

1
P(1-Y 22|X]) = 5.

10. Pour n entier strictement positif, on note A, = nN*. Notons P l'en-
semble des nombres premiers positifs et 7 la sous-tribu de (N*, B(N*))
engendrée par les (A,),ep. Pour w € N*, on pose

F(w) =
pEP;d divise w
(a) Montrer que T = o(X).
(b) Déterminer le plus petit ensemble T-mesurable contenant 1980.

(c) Montrer que A, est T-mesurable si et seulement si n n’est divisible
par aucun carré.

(d) On munit (N*; B(N*)) de la mesure de probabilité  de paramétre
s, c’est a dire que

1 1
Vn e N P({n}) = ——,
() = oy
ou l'on a posé
+o0 1
C(s)=) —.
n:ln

Montrer que P(A4,) = %. A quelle condition les événements A, et
A,, sont-ils indépendants sous la loi P?

(e) Soit N' = {w € N*; Agest T — mesurable} Montrer que N =

ﬂp As,, puis que 0 < P(N).
peE

11. (a) Soit (A,)n>1 une suite de tribus indépendantes. Montrer que la

“+00
tribu Q = kﬂl o(A;;i > k) est triviale.

(b) Soit (Ap)n>1 une suite d’événements indépendants. Soit A I'évé-
nement “ une infinité de A; se produisent. Montrer que P(A) ne
peut valoir que 0 ou 1

12. Démontrer les propriétés de la fonction I' laissées en exercice :
- Va>0 T(a+1)=al(a).
~-VneN I'(n+1)=n!

13. Queue de la gaussienne

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (0,1). On pose
U(z) =P(X >z) =1— Fx(x). Montrer 1’équivalent en I'infini
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14. La tradition veut que 'Epiphanie soit 'occasion de « tirer les rois » :
une féve est cachée dans une galette, découpée entre les convives et la
personne qui obtient cette féve devient le roi de la journée. Lorsque le
premier coup de couteau est porté sur la féve, c¢’est la consternation!
Qu’elle est la probabilité de cette malheureuse issue ?

Hypotheéses et simplifications : on admet que la galette est circulaire,

de rayon unité, et que la féve est aussi circulaire, le rayon r. Enfin, on

suppose que

— la position du centre de la féve suit la loi uniforme sur le disque de
rayon 1 — 7 ayant le méme centre que la galette

— le coup de couteau est un rayon du disque représentant la galette

Application numeérique avec une une féve de 2,7 centimeétres de diamétre

dans une galette de 23 centimeétres de diamétre achetée ce matin.

15. Soient (X7i,...X,) des variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout i entre 1 et n X; suit la loi exponentielle £(\;). On note
=inf(Xy,..., X,) et N =inf{i > 1; X; = m}.
(a) Montrer que P(3(i,j) e N? 1<i<j<mX;=X;)=0.

(b) Montrer que pour tout ¢ entre 1 et n

IED(1ﬂ’>t7]\[:,l):]P)<1<]<n {t<X <X}>
J#i

N R Ty poof () 1<5<n B, 400 (25) H e N AN (21, - ., )
n ]¢Z :

(c) On pose A = Zl ;. Montrer que P(T > ¢, N = i) = 5t exp(—\t).
J:
(d) Montrer que 7" et N sont indépendantes et préciser leurs lois.

16. Soit n un entier naturel. On considére X une variable aléatoire expo-
nentielle de paramétre 1 et Y une binomiale B(n, %) On suppose que
X et Y sont indépendantes
Montrer que Z = Y_+1 est une variable a densité et déterminer sa den-
sité.



Chapitre 6

Espérances et calculs

6.1 Quelques rappels sur la construction de I’es-
pérance

Définition Si X est une variable aléatoire intégrable définie sur (€2, F,P),
on appelle espérance de X et on note EX le réel défini par

EX = /QX(w) dP(w).

Remarque : En toute rigueur, il faudrait écrire Ep X.
Définition On note £'((Q2, F,P)) I'ensemble des variables aléatoires inté-
grables sur (2, F,P).
Définition Si X = (Xi,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les
composantes sont intégrables, on note EX le vecteur (EX, ..., EX,).

6.2 Quelques propriétés

— L' est un espace vectoriel.

S VX,YeL£! E(X+Y)=EX +EY.

- VX el VaeR FEaX =aEX.

- VAeF E(,) =P(A).

— La variable aléatoire X est intégrable si et seulement si |X| est inté-

grable.
-vVXel! PX>0)=1=EX>0
- VX el P(X<a)=1=EX <a.
~VX el P(X>b)=1=EX >0
~-VX el P(X=a)=1=EX =a.

- vX e/l P(|X|<a)=1=E|X|<a.
— Soient X,Y deux variables aléatoires vérifiant 0 < X < Y. Si Y est
intégrable, alors X est intégrable.
- VX, Ye/l! P(X<Y)=1= EX <FEY.
Vocabulaire : on dit qu’'une variable aléatoire X est centrée si EX = 0.
On définit de méme ce qu’est un vecteur aléatoire centré.

81
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6.3 Application : Formule de Poincaré et inéga-
lités de Bonferroni

La formule de Poincaré est ’analogue de la formule du méme nom du
cours de dénombrement. On peut considérer que c’en est une généralisation.

Théoréme 69 (Formule de Poincaré). Pour tous événements Ay, As, ..., A,
sous la probabilité P

P(O 4) = Y (-)"PP(Nepd)) (6.1)
= BeP({1,..n})\@

= Y P(A)— > P(A,NA,)+-- (6.2)
i=1 1<i1<ia<n

o (=1)RH > P(A;, N---NA;,) +--{6.3)
1<41 <i2<...<1p <n

A (=DMP(AL NN A). (6.4)
Exemple : Pour n = 3, on a

P(AyUAUA3) = P(A)) +P(Ay) + P(A3)
—P(A; N Ay) —P(A2 N A3) —P(A; N A3)
+P(A; N Ay N A3).

Pour prouver la formule de Poincaré, on va utiliser un lemme qui va nous
permettre d’obtenir des encadrements de la probabilité d’une réunion.

Lemme 4. Soit (2, F,P) un espace probabilisé ; (Ay)er des événements.
Pourn > 1, on pose

Vn = PH(Z]]‘AI - 1>]]‘Um€IA17
zel
0t (Pg)k>0 est la suile de polynomes définie par
Ph=1

P1:X

Py = X()g—l)

Pk; _ X(X—l).;g.!(X—k-l—l)

Ainsi pour n >k Pi(n) = (Z) tandis que Pi(n) =0 pour 0 < n < k.
Alors

VneN P( U A4,)= ki (1) S P( N A)+(—1)"EV, (6.5)

z€l JEBL(I) xeJ

Démonstration. 11 suffit de montrer

VneN" 1 = (=D S T L, + (=1)"V, (6.6)
U A, k=1 JEBL(I) z€J
zel
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Soit w € €. Siw ¢ UgerA,, les deux membres de 1’égalité sont nuls. Sinon,
posons N =3 Iy (w) =|{z € [;w € A}

Ona ] La, =1 siet seulement si J C {z € [;w € A,}.
xeJ

Ainsi = > [] 14, = Pe(NV)
JeB(I) zeJ
On doit donc montrer

= (DMPN) + (1) Pu(N = 1),
k=1
ce qui est équivalent a

D (=DFPUN) = (=1)"Py(N — 1),
k=0

Pour conclure, deux preuves possibles :

Méthode 1 : On va montrer par récurrence sur n :

Y (FDFR(X) = ()" Pu(X — 1)
k=0
Pour n = 0, c’est vérifié. Pour passer den an+ 1, on a

n+1 n
D (EDFR(X) = Y (=D)FR(X) + ()" P (X)
k=0 k=0

= (—1)"Pu(X = 1)+ (=1)" Pppr (X)

= ()P (X) = Pa(X 1)
= (CDM S XP (X — 1) = PafX 1)
= (=1 (X = (n+1))P(X —1)

n+1
= (-D)"" P (X —1)

Meéthode 2 : De maniére équivalente, il faut montrer que

n

> (=1)"FPy(N) = Py(N - 1).

k=0

Mais on reconnait en Y ,_,(—1)""*P,(N) le coefficient en 2" de la série

entiére sur B(0,1) :
(m *) (o)
- (50))

= (1+a)

1+:c
= (1+a)"
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dont le coefficient en =" est précisément P,(N — 1), d’ou l'identification des
termes. [l

Ensuite, il suffit d’intégrer (68) pour obtenir (63).

Démonstration. En prenant I = J = {1,...,n} dans le lemme précédent, on
obtient .
I
P( U A,)= —1)F*! P( N A,),
( zel ) k;l ( ) JgBZk(]) ( zeJ )
car V,, est identiquement nulle. Cela démontre la formule de Poincaré. O

Théoréme 70 (Inégalités de Bonferroni). Soit (2, F,P) un espace probabi-
lisé ; (Ap)zer des événements. Soit n € N*,
Alors,

— Sin est impair, on a

P( U A,)< kil (D" Y P( N A4,) (6.7)

zel JeB(I) zeJ

— Sin est pair, on a

P(U A,)> kil (D" Y P( N A4,) (6.8)

zel JeB(I) zeJ

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le lemme B en remarquant que V,, est
une variable aléatoire positive, et que donc son espérance 1’est aussi. O

6.3.1 Application aux probléme des dérangements

On reprend le probléme des dérangements, qui avait été étudié en exercice
au chapitre B par des méthodes d’algébre linéaire. On note 2 = §,, 'ensemble

des permutations de I = {1,...,n}, que 'on munit de la loi uniforme. On

cherche donc a calculer p,, = %, ou d,, est le nombre de permutations de S,

sans point fixe :
d, =Card{ceS,;Viel,....n o(i)#i}).

(On pose dy = 1.) Pour i entre 1 et n, posons A; = {o(i) = i}. Ce que nous
cherchons, c’est

po=P( N A9 =1-P( U 4),
d’ou, avec la formule de Poincaré

pn=1-) (1" > P( N A,).

P JeBy(I) zeJ

Mais il est facile de déterminer ﬂj A, : ce sont les permutations de I qui
Te

fixent les points de J et qui permutent les points de I\J : ce sous-ensemble
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de permutations de S,, est en bijection avec S(I\J); il est donc de cardi-

nal (n — k)L, d’on, avec Phypothése d’équiprobabilite, P( 1 A;) = (n=k)t
xre

n!

Finalement,

Pn = 1_2(_1)k+1 Z

6.4 Théorémes de transfert

Théoréme 71. Soit X une variable aléatoire dont la loi Px admet une den-
sité f par rapport a la mesure m. Soit g une fonction mesurable.
Alors, g(X) est intégrable si et seulement si

{% lg(2)|f(z) dm(zx) < +o0.
St cette intégrale est finie, on a alors
Elg(X)] = % lg(z)|f () dm(z) < +o0.
Démonstration. D’aprés le théoréme de transfert
[lsx@piare) = [ lo@) s
Q R
= [ la@If@) dna)

De méme, si cette quantité est finie, le théoréme de transfert nous dit encore
que

/Q 9(X () dP(w) = / o(z) dPx ()
_ / o(2) () dm(x)

]

6.4.1 Calcul de I’espérance d’une variable aléatoire dis-
créete

Théoréme 72. Soit X wune variable aléatoire discréte, et D un ensemble
fini ou dénombrable inclus dans R tel que X(2) = D. Soit g une fonction
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quelconque de D dans R. Alors, la variable aléatoire Y = g(X) est intégrable
st et seulement si

5 J9li)lp: < +ox.

ic
ot lon a posé p; = P(X =1i). Si cette somme est finie, on a alors
EY = Eg(X) = > 9(i)pi.
1€D
Démonstration. D’aprés nos hypothéses, Px admet une densité par rapport

a la mesure de comptage de support D : c’est la fonction ¢ — p;. Il suffit
donc d’appliquer le théoréme 71 en prenant pour m la mesure de comptage

sur D et pour f :
) e sixeD
f(a:)_{OSixgéD

On a alors

/R 9() £ (2) dm(z) = 3 |g(x) £(),

xzeD
et, si cette somme est finie :

/R g(@) f(x) dm(z) = g(x)f(x).

zeD

]

Corollaire 13. Soit X une variable aléatoire discréte, et D un ensemble fini
ou dénombrable inclus dans R tel que X () = D. Alors, X est intégrable si
et seulement si

=)
ot l'on a posé p; = P(X =1). Si cette somme est finie, on a alors
ieD

Démonstration. Tl suffit d’appliquer le théoréme précédent avec g(z) = x. O

6.4.2 Calcul de l’espérance d’une variable aléatoire &
densité

Voici maintenant le théoréme de transfert pour les variables & densité

Théoréme 73. Soit X une variable aléatoire admettant la fonction f comme
densité, et g une fonction continue par morceauz définie sur X (Q2). Alors, la
variable aléatoire Y = g(X) est intégrable si et seulement si

[ lo(@)|f(z) d(@) < +oc.
St cette intégrale est convergente, on a alors

EY = Eg(X) = ig g(x)f(x) dA(z).



6.5. CONVEXITE 87

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme [ avec pour m la mesure
de Lebesgue. O]

Corollaire 14. Soit X une variable aléatoire admettant la fonction f comme
densité. Alors, X est intégrable si et seulement si

[ lz|f(z) d\(z) < +o0.
R
Si cette intégrale est convergente, on a alors
EX = [ af(z) d.
R

Démonstration. Tl suffit d’appliquer le théoréme précédent avec g(z) = x. O

Remarque importante : Si la densité de X est paire et que X est
intégrable, alors EX = 0.

Démonstration. On a

EX = /Ra:f(x) dA(z),

et avec le théoréme de changement de variable,

]EX:/R—Q;f(—x) () :/R—:cf(:c) dA(x),

par parité de f. D’ou finalement EX = —EX, c¢’est a dire EX = 0. n

6.5 Convexité

6.5.1 Rappels sur la convexité

On dit qu’une fonction est convexe sur 'intervalle [ si pour tous z,y dans

Tet0€[0,1],ona f(0z+ (1 —0)y) <O0f(x)+ (1—06)f(y).
Lemme 5. Six < z <y, alors il existe 6 €]0,1] avec z = 0z + (1 — 0)y.
Démonstration. Facile. O

Lemme 6. Les pentes d’une fonction convexe sont croissantes : si hy < hg
avec x,x + hy,x + ho dans I, avec hy et hy non nuls, alors

Hoth)of0) ),y Hath) = f)

px(hl) =

Si x n’est pas la borne droite (resp. gauche) de I, p, admet une limite & droite
en 0 : c’est la dérivée 4 droite (resp. 4 gauche) de f en x.

Démonstration. Premier cas : hy et ho sont positifs. On applique le lemme
avec z = x + hy et y = x + ho et on utilise la définition de la convexité.
Deuxiéme cas : hy et hy sont négatifs. Méme chose que dans le cas précédent,
avec ¥’ = x + hy, 2/ = x + he, y = x. Dernier cas : hy < 0 < hy dans ce
cas py(h1) < p(max(hy, —hg)) et p,(min(hy, —hy)) < ph(hy) d’aprés ce qui
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précéde, donc il suffit de vérifier que p.(—h) < p,(h), ce qui découle immé-
diatement de la convexité. Ceci achéve la preuve de la croissance. L’existence
de la limite est une conséquence du théoréme sur les fonctions croissantes
minorées a droite pour la limite a droite, et croissantes majorées a gauche
pour la limite a gauche. [l

Lemme 7. Soit f convexe avec f(x) = f(y) = 0. f est négative sur [z,y],
positive a [’extérieur.

Démonstration. Si z est entre x et y avec z = 0z + (1 — )y, alors f(z) <
0f(z)+ (1 —0)f(y) <0. Sinon, 'inégalité

0f(a) +(1—0)f(b) = f(fa+ (1—-0)d)

entraine que si de trois nombres, le terme médian et un autre ont une image
nulle, le troisiéme doit avoir une image positive. O

Lemme 8. On appelle corde portée par x et y la droite passant par (x, f(x))
et (y, f(y)), d’équation £(t) = %(t —x)+ f(x). Si f est une fonction
convexe, la fonction f est en-dessous de la corde entre x et y, au-dessus a
lextérieur.

Démonstration. Tl suffit d’appliquer le lemme précédent a t — f(t) — £(t) qui
est convexe. O

Lemme 9. Si f est une fonction conveze et si x n’est pas la borne droite de
I, alors pour tout t dans I, f(t) > f(z)+ fi(x)(t — z).

Démonstration. Soit h > 0 Pour tout ¢ qui n’est pas dans |z,x + h[, la
propriété de la corde donne

flz+h) - [f(x)
h

f(t) > (t —z)+ f(x) > filx)(t —z) + f(z),

ce qui est 'inégalité que I'on veut. Mais pour tout ¢ il existe h > 0 tel que ¢
qui n’est pas dans |z, x + h[, d’ou le résultat. O

Théoréme 74. Si f est une fonction dérivable sur lintervalle ouvert I et
que f' est croissante sur I, alors f est convexe sur I.

Démonstration. Soient x,y,z € I, avec x < y. Soit 6 €]0,1[. On pose z =
Ox + (1 —0)y. En appliquant deux fois I'inégalité des accroissements finis, on

' J@) =G _ iy < S0 =S
T—z - y—z

en prenant les membres extrémes, on a

fo) = 1) _ fy) = f()
(1=0)z—y) ~— Oy—=)

(f(2) = f(2))0 < (1 = 0)(f(y) — f(2)),

ce qui donne le résultat voulu en réarrrangeant les termes. O]
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6.5.2 Inégalité de Jensen

Théoréme 75. Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans ['in-
tervalle 1. Soit f une fonction convexe de I dans R. Alors

F(EX) < Ef(X).
Démonstration. Soit ® ’ensemble des fonctions affines ¢ telles que
Ve el ¢(x)< f(z)
Soit € ®. On a presque strement
p(X) < f(X).

On a donc Ep(X) < Ef(X). Mais comme ¢ est une fonction affine, E¢(X) =
¢(EX). Ainsi,
Vped H(EX)<Ef(X),

Prenons alors ¢(t) = f(EX)+ fi(EX)(t—z) (ou p(t) = f(EX)+ f (EX)(t—
x) si EX est 'extrémité a droite de I). D’apreés le lemme 8, ¢ € ®, ce qui
donne

fEX) <Ef(X).
[l

Pour retenir quel est le sens de 1'égalité, prendre la fonction convexe
p(x) = |x].

Corollaire 15. Soient f une fonction convexe sur lintervalle I, 64,...0,
des réels positifs de somme 1, x1,...,x, des éléments de I. Alors

f( 5 ekxk> < 3 Buf(a).
=1 =1
Démonstration. 11 suffit de considérer une variable aléatoire discréte X telle

que P(X = z;) = 0; pour tout i entre 1 et n. Le théoréme de transfert pour
une variable aléatoire discréte et I'inégalité de Jensen donnent

P& o) = 1EX) <EF@I = 5 s

6.6 Intégrale et queue de distribution

Théoréme 76. Soit X une variable aléatoire positive. On a

EX = [ P(X >t) dA(t).

Ry
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Démonstration.

[ rxs0i0 = [ [ B s oo
= [ [ o aex(s) axe
_ / RICECEND

= / s dPx(s)
R4
= EX

Corollaire 16. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On a
—+oco
EX = > P(X > k).
£=0

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, EX = fR+ P(X > t) dA(t).
Comme t — P(X > t) est une fonction positive, on a
+o0
/ PX > 1) d\() = 5 P(X > t) dA(t).
Ry k=0 J[k,k4+1[
Mais comme X est & valeurs entiéres, on a
Vielkk+1] P(X >t)=P(X > k),

d’ou le résultat. O

6.7 Moments d’ordre 2

On dit qu’une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si elle est
de carré intégrable, c’est a dire si X2 € L1

On note £%(2, F,P) (ou encore £?) I'ensemble des variables aléatoires de
carré intégrable.
Lemme 10. Soient X,Y € L2, Alors la variable aléatoire XY est intégrable.
Démonstration. Pour tous les réels a,b, on a |ab| < 1(a? + b?).
(En effet, a®*+b*+2ab = (a+0)? > 0, d’ou (a®*+b*)/2 > —ab et a*+b*—2ab =
(a—b)> >0, dou (a® + b*)/2 > ab.)
On a donc )

0<|XY|< 5()(2 +Y?),

Comme X? +Y? est intégrable, on en déduit que |XY| est intégrable, ce qui
est ce que I'on voulait montrer O

Corollaire 17. £*(Q, F,P) est un espace vectoriel.

Démonstration. La stabilité par multiplication ne pose pas de probléme. Pour
la stabilité par addition, il faut remarquer que

(X +Y)? = X2 +Y?42XY,

puis utiliser le lemme précédent et le fait que £! est un espace vectoriel. [
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6.7.1 Covariance et variance

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant chacune un moment
d’ordre 2. On appelle covariance du couple (X,Y") le nombre

Covar(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]

On appelle variance de X le nombre

Var X = Covar(X, X) = E(X — EX)*.

On appelle écart-type de X le nombre

o(X) = (Var X)¥2.

Vocabulaire : On dit qu'une variable aléatoire est réduite sion a Var X =1
(ou de maniére équivalente si o(X) = 1).
On a les propriétés suivantes
(X,Y) — Covar(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive.
Va,b e R Covar(X —a,Y —b) = Covar(X,Y).
Var(X +Y) = Var X + VarY + 2 Covar(X,Y).
Covar(X,Y) = EXY — (EX)(EY).
Var X = EX? — (EX)?.
IEXY|? <EX?EY? (inégalité de Cauchy-Schwarz)
| Covar(X,Y)| < o(X)o(Y).

R A

Démonstration. 1. Notons (X,Y) = EX, Y. Il est facile de voir que (X,Y)

(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive. Posons L(X) =
X —EX. X — L(X) est une application linéaire de £? dans lui-méme.
On a Covar(X,Y) = (L(X),L(Y)). Les deux observations faites ci-
dessus permettent de dire que (X,Y) — Covar(X,Y’) est une forme
bilinéaire symétrique positive.

2.
Covar(X —a,Y —b) = (L(X —a),L(Y = b))
= (L(X) = L(a), L(Y)) = L(b))
(LX) =0, L(Y) = 0)
= Covar(X,Y)
3.

Var(X +Y) = Covar(X +Y, X +Y)
= Covar(X,X) + 2 Covar(X,Y) + Covar(Y,Y)
= Var X + 2Covar(X,Y) + VarY

Pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, on utilise le fait que la covariance
est bilinéaire symétrique.
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4. (X —EX)(Y —EY) = XY + EXEY — (EX)Y — (EY)X.
D’ou

E(X —EX)(Y —EY) = EXY +E(EXEY)—EXEY — EYEX
= EXY +EXEY — 2EXEY
EXY — (EX)(EY).

5. Il suffit d’appliquer la formule précédente avec X =Y.

6. Comme (.,.) est une forme bilinéaire symétrique positive, 'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’applique.

7. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme bilinéaire

symétrique positive Covar , puis de prendre la racine carrée.
m

Lorsque o(X) et o(Y") sont non nuls, on définit le coefficient de corrélation
de X et Y par

Covar(X,Y)
o(X)o(Y) -

D’aprés ce qui préceéde, Covar(X,Y') € [—1;1]. Lorsque Covar(X,Y) =0
(ce qui implique Corr(X,Y) =0 si 0(X) et o(Y') sont non nuls), on dit que
X et Y ne sont pas corrélées.

Lorsque Covar(X,Y) > 0 (ce qui implique Corr(X,Y) > 0si 0(X) et o(Y)
sont non nuls), on dit que X et Y sont positivement corrélées.
Lorsque Covar(X,Y) < 0 (ce qui implique Corr(X,Y) < 0si o(X) et o(Y)
sont non nuls), on dit que X et Y sont négativement corrélées.

Corr(X,Y) =

6.7.2 Matrice de covariance

Si X = (X,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes
admettent un moment d’ordre deux, on convient de dire que le vecteur a un
moment d’ordre deux et on appelle matrice de covariance de X la matrice
n x n dont les coefficients sont (Covar(X;, X;))1<i j<n-

Théoréme 77. Si X = (X1,...,X,,) est un vecteur aléatoire admettant un
moment d’ordre deux , la matrice de covariance de X est la matrice dans la
base canonique de [’application bilinéaire positive

R"xR" — R
(a,b) — Covar({X,a), (X,0b))

C’est une matrice symétrique positive.

Démonstration. A X fixé, application X + (X, a) est une application li-
néaire. Comme on a déja montré que Covar était une forme bilinéaire sy-
métrique positive, il s’ensuit que 'application considérée ici est une forme
bilinéaire symétrique positive. Cette application envoie le couple (e;,e;) sur
Covar((X, e;), (X,e;)) = Covar(X;, X;). La matrice d’une forme bilinéaire
symétrique positive est une matrice symétrique positive. ]
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Théoréme 78. Soit X = (Xi,...,X,) est un vecteur aléatoire admettant
un moment d’ordre deuzx et de matrice de covariance Cx et d’espérance my.
Soit A une application linéaire de R™ dans RP, et b un vecteur de RP. Alors
Y = AX+b admet Cy = ACx A* comme matrice de covariance et [’espérance
de Y vaut Amx +b.

Démonstration.

k=1

Covar((Y,a),(Y,b)) = Covar({AX + c,a), (AX + ¢, b))
= Covar((AX,a), (AX, D))
= Covar((X, A%a), (X, A*D))
= (CxA*a, A*D)
= (ACxA%a,b)

6.7.3 Espérance et indépendance
Le théoréme suivant est trés important :

Théoréme 79. Soient X, Y deux variables aléatoires intégrables indépen-
dantes. Alors, leur produit XY est une variable aléatoire intégrable et [’on
a

E[XY] = E[X]E[Y].

Démonstration. D’aprés le théoréme de transfert, on a

EIXY| = / jzy| dPixy)
RQ
Il vient

BIXY] = [ losl P

— /RQ |z].ly| d(Px ® Py)(x,y)

- / 2|dPy (x). / yl dPy ()
— E|X|E|Y]
< 400
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Ainsi, le théoréme de Fubini nous a permis de montrer que XY était inté-
grable. Maintenant, et on a

EXY = / Ty dP(X’y)
R2

ztéﬁwduy®f§Muw

- Axﬂauyéyﬂ%@)
= EXEY

]

Corollaire 18. Soient X,Y deux wvariables aléatoires intégrables indépen-
dantes. Alors X et'Y ne sont pas corrélées.

Démonstration. On a Covar(X,Y) =E[XY]| - E[X]E[Y] = 0. O

Remarque importante : Des variables aléatoires peuvent étre non
corrélées sans étre indépendantes.
Exemple : soient deux variables aléatoires vérifiant

P{X =1}n{Y =1}) =P{X =1}n{Y = -1}) =P{X = -1}{Y =0}) = 1/3.
La matrice M associée a la loi du couple est

0o 1/3 0

/3 0 1/3

La loi de Y s’obtient en faisant la somme des lignes : on obtient
(1/3 1/3 1/3)

On a donc EY = X (—1) + % x (0) + 3 x (1) = 0.
Dautre part EXY =3, 1, > e 10y WPH{X =ipN{Y =j}) =1/3 -
1/3=0.

On a donc Covar(X,Y) = EXY — EXEY = 0.
Cependant

0=P({X = 1} N {Y = 0}) # P(X = P(Y = 0) =

Wl N
Wl

X

Corollaire 19. Soient X,Y deuz variables aléatoires indépendantes de carré
intégrable. Alors on a

Var(X +Y) = Var X + VarY.

Démonstration. On a toujours Var X+Y = Var X+Var Y+2 Covar(X,Y).Comme
X et Y sont indépendantes, elles ne sont pas corrélées, d’ou le résultat. [
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6.8 Lois images par des transformations affines

6.8.1 Exemple fondamental

Théoréme 80. Soit A € Gly(R) et b € RY. On suppose que le vecteur
aléatoire X admet la densité [ par rapport & la mesure de Lebesque sur R
Alors, le vecteur aléatoire Y = AX + b admet la densité

o) = e A =0

Démonstration. C’est essentiellement une reformulation du corollaire @. [

Applications :

1. Si X suit la loi uniforme sur un compact K de R? alors Y = AX + b
suit la loi uniforme sur I'image de K par x — Ax +b. Cette application
est particuliérement intéressante en dimension 1.

2. Si X ~T'(a,\), alors pour tout x> 0, on a iX ~ T'(a, \p).

3. Si X suit la loi exponentielle de paramétre e a > 0 alors I%X suit la loi

exponentielle de paramétre pa. ( Remarquer que ceci constitue un cas
particulier de la remarque prédente.)

4. Pour a € Ret b >0, X suit la loi de Cauchy C(0,1) si et seulement si
Y = bX + a suit la loi de Cauchy C(a,b).

5. Soit 0 >0, m €R. On a X ~ N (m,0?) <= 22 ~ N(0,1).

6.8.2 Application aux lois gaussiennes

Lemme 11. Soient X = (X1, X32) un vecteur aléatoire formé de deux va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi normale N'(0,1). On pose Y1 =
cos X, +sinfXsy et Yo = —sin6X; + cos0X,. Alors Yy et Yy sont deuz va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi normale N(0,1).

Démonstration. Sil'on note, pour x € R?, x = (z1,x,), la densité de X est

1 x? 1 x2 1 x? + a3 1 |z||3
— ) x 4y = 1 ey - LA 10
) x —ep(-2) = e~ = L exp(- 121

——ex
e (=
On a donc Y = M X, avec

cosf) —sind
M_<sin9 COSQ)

Ainsi, le vecteur Y = M X admet pour densité

SO Vi
det M 27 2 '
M est une matrice de rotation, donc son déterminant vaut 1 et c’est une

isométrie pour la norme euclidienne, ce qui implique que pour tout z € R?
on a ||[M~'y|ls = |ly||2 : la densité de Y est donc

Yy —

Iyl
-8

|_>
) 5 /)

% exp(



96 CHAPITRE 6. ESPERANCES ET CALCULS

ce qui est précisément la densité de X : Y a donc méme loi que X, donc ses
composantes Y] et Y5 sont indépendantes et suivent la loi normale A(0, 1).
m

Théoréme 81. Soient Uy et Us deux variables aléatoires indépendantes, avec
Uy ~ N(my,0%) et Uy ~ N(mg,03). Alors Uy + Uy ~ N (my + ma, 0} + 03).

Démonstration. Si o1 = 0 ou o9 = 0, la variable aléatoire associée est
constante est donc le résultat provient de la remarque faite plus haut — ’ap-
plication affine est une translation.

Supposons donc g7 > 0 et o5 > 0. On pose X; = Ulo;lml et X, = Ya=me,

02
g1 g2

On peut trouver 6 tel que cosf = L— et sinf) = T Alors, si on

o1+o3
— 2 2
pose 0 = /07 + 05, 0n a

U1 + U2 = my+mqg+ O'(COSQXl -+ SiHGXQ).

D’aprés le lemme, cos0X; + sinfX, ~ N(0,1), donc Uy + Uy ~ N(my +
2
mao, 0 ) ]

6.8.3 Application : convolution de deux lois & densité

Théoréme 82. Soient X et Y deuz variables aléatoires indépendantes sur
(Q, F,P), de densité [ et g. Alors Z = X +Y admet comme densité la
fonction

T h flz—1t)g(t) dt.

—00

Si, de plus, X et'Y sont a valeurs positives, alors la densité est simplement
ot () [ o= 000 de.
0
Démonstration. On pose

(7)=4(3) o= 3)

La densité de (X,Y) est h(z,y) = f(x)g(y). D’aprés 'exemple fondamental,
la densité de (Z,T) est

o) = A (7))

B (1 -1
det A=1et A _(0 1),

donc g(z,t) = h(z — t,t) = f(z — t)g(t).
D’apres le théoréme B2, Z admet comme densité par rapport a la mesure
de Lebesgue :

Z /Rg(z,t) d\(t) = /Rf(z —t)g(t) dA(t).
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Dans le cas ou X et Y sont a valeurs positives, il suffit de remarquer
que f(z —1t) est nul si z dépasse t et que g(t) est nul si ¢ est négatif. Ainsi,
f(z —1t)g(t) ne peut étre non nul que pour z vérifiant 0 < ¢ < z, ce qui n’est
évidemment jamais vérifié si z est négatif. O

Exemple : ci-dessous, le graphe de la densité de Z lorsque X et Y suivent
toutes les deux la loi uniforme sur [0, 1].

1 . . . .
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 1
-1 -0.5

(1= |z — 1)z ()

Application : I'(a, \) x ['(b,\) =T'(a + b, \)

Théoréme 83. Soit a,b, A strictement positifs, X etY deux variables aléa-
toires indépendantes, X suivant la loi U'(a, \) et Y la loi I'(b,\). Alors Z =
X +Y suit la loi T'(a+ b, \).

Démonstration. Pour tous a et A strictement positifs, on note f, » la densité
de la loi I'(a, A), soit (rappel)

Jaor(z) =g, (m)%x“_le_)‘m.

D’aprés le théoréme précédent, Z admet une densité f;. Cette densité est
nulle sur R_ tandis que pour z positif, on a

fz(z) = /Ofa,A(x—t)fb,A(t) dt
X Aa

/\b
| fat e Tt
>\a+be—/\x

— —F(a)F(b)/o o — )"t dt
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On fait le changement de variable ¢ = fx. On obtient

fle) = MO ey, /1 6o 1(1 - 0)>" do
? ~ T(a)L(b) 0
)\a+be—)\x i 1/1
= A C T ekt [ gasi( gyt gp
(@) , =)
- Kabfa+b,>\(x)7

ot K,p = Fr(glaer fo 0771(1 — 0)>~1 db. Evidemment f7 et z + Kopforpr(T)
coincident egalement sur R ol elles sont nulles. On a donc

/fz ) dA\(x /Kabfam()dA Kab/fam

Mais f7 et foipa sont des densités donc leur intégrale sur R vaut un. On en
déduit K, =1, d’ou

f2(x) = faroa ().
La densité de Z est la densité de I'(a + b, A), donc Z suit la loi I'(a + b, A).

Remarque : comme sous-produit de cette démonstration, on a obtenu le
résultat non trivial suivant :

eal blde
a+b /

6.9 Loi image par un C'-difféomorphisme

Le premier réflexe a avoir est d’utiliser le corollaire B, qui est bien str trés
utile. Le paragraphe suivant décrit des stratégies lorsque ’application n’est
pas immédiate.

6.10 Calcul des premiers moments des lois dis-
crétes usuelles

6.10.1 Indicatrice d’un événement

On rappelle que pour A C Q, I'application Iy (appelée indicatrice de A)
est définie sur €2 par
lsize A

HA<x>_{Osix¢A

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}. Il est important de re-
marquer que, comme Vz € {0;1} 2% = x, on a 1} = 14. Maintenant, on a
]E]Lq = IED(A) et

Var]lA = E]li—(EHAy
= Ely — (El)?
= P(A) - P(A)?
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6.10.2 Loi binomiale

On a vu que la loi binomiale de paramétres n et p était la loi de
n
X = E La,, ot Ay,..., A, sont n événements indépendants de méme pro-

k=1
babilité p. On a donc

EX =) Ely, =» P(A) =np,
k=1

k=1

et comme les variables aléatoires sont indépendantes

Var X = ZVar]lAk = Z]P’(Ak)(l —P(Ag)) = np(1 — p).
k=1 k=1

6.10.3 Loi géométrique
Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre
p €]0,1]. On a
+oo
EX = Y kP(X =k)
k=0
+o0o
= Y kP(X =k)
k=1
+oo
= > kp(1—p)!
k=1

—+00
= pY_k(1—p)*!
k=1

-
(1-(1=p)?

N3
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EX(X —1) = f k(k — 1)P(X = k)

- f k(k — DP(X = k)

On a alors EX? =EX(X — 1) + EX = 113 + 2(;;10) ot
Vor X —EX? - (BX) = 1y 2y

p? P

6.10.4 Loi de Poisson

EX = Y kP(X =k)
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EX(X -1) = f k(k — D)P(X = k)
k=0

- f k(k — DP(X = k)
k=2

+o00
AP
= ) k(k—1)e AH
k=2

\ 2+<>0 \f—2
= e Z(k—2)!
k=2
— 67)\>\2€)\

= )2

On a alors EX? =EX(X — 1)+ EX = X2+ X et
Var X = EX? — (EX)2 = A2 + A — A% = \.

6.10.5 Loi hypergéométrique
On rappelle que la loi hypergéométrique H (N, n, k) est la loi image de la
loi uniforme sur 2 = B(N, k) par 'application
X :B(N,k) — N
w — Xw)=[1,...,n})Nuw|

On va montrer que EX = k% et Var X = k2 (1 — &)L,

Démonstration. Notons P la loi uniforme sur 2. Par souci de lisibilité, on
définit 'ensemble aléatoire A par A(w) = w. Ainsi

X = |{1,....n)N 4]

= i;]]{ieA}
Pour tout k € {1,...,n}, on a
. ("N (N = DI(N = k)! N—k k
B YIRS i = B i
k : '
Ainsi .
2 ey = 7 = kg

Maintenant, on a

Var X = 231 231 Covar(llyic ay, Igjeay)-
=1 j=
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Pour 7 = j, on a
: : k k
Covar (e ay, Igjeay) = Varlleay =P(j € A)(1 -P(j € 4)) = N(l - N)

Pour i # j, on a

Covar(ljeay, Ijeay) = Covar(l —Igcay, 1 —Ieay)
= Covar(lljigay, Ijgay)
= Pli¢gAjgA)-Pli¢g AP ¢ A)

_ ) Nk
RN

 (N=R)(N-k—-1) N—k,

B N(N —1) 5

B L kK

= voant W

On en déduit
Var X = nx%(1—%)+n(n—1)x(—ﬁ%(l—%))

k k n—1
— n—(1 — 2Y)(1 —
nN( N)( N—1>
B k:(l_k)N—n
- "WYY T NN
n n N-—1

= NN

On remarque qu’une loi hypergéométrique a la méme espérance qu’une

loi binomiale B(k, §7) et que sa variance ne différe de celle de cette binomiale

) N—-1
que d'un facteur =5 .

]

6.11 Calcul des premiers moments des lois a
densité usuelles

6.11.1 Loi uniforme sur un segment

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. La densité
de X est donc

1
T — 5]1[_171](1’).
On a donc

11
EX—/ —xdr =20
12

et

1 1
EX? = —2? dr = ~.
/_1230 X 3
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Comme X est centrée, on a Var X = EX?2.
Passons au cas général : on pose Y = “TH’ + b_T“X . X suit la loi uniforme
sur [—1,1] si et seulement Y suit la loi uniforme sur [a, b]. On a alors
~ EY = Eatb y bapyx . atb
2 2 2

— VarY = (b_Ta)ZVarX = (bIS)Q

6.11.2 Loi gaussienne

Soit X une variable aléatoire suivant la loi A/(0,1). On rappelle que la

densité de X est
1 22
f(x) = e z.

Lemme 12. Soit g une fonction dérivable sur R telle qu’il existe A et c tels
que

vz eR [g(x)]+]g'(x)] < Aexp(—clz]).
Alors, si X ~N(0,1) , alors ¢'(X) et Xg(X) sont intégrables et on a

Elg'(X)] = E[Xg(X)].

Démonstration. 11 est facile de vérifier que

d

g@)1 (@) = (@) — 2g(@) ()

On a donc
b b
VabeR g)f0) - gl0)f(0) = [ §(0)f) o~ [ wo(a)f(o) da

Les hypothéses faites sur g et ¢’ assurent l'intégrabilité sur R de ¢'f et gf.
Comme, de plus  lim g(a)f(a) = lim ¢(b)f(b) =0, on en déduit que
a——o0 b—+o0

0= / §(2)f(z) dA(z) - / 2g(2) f(x) dA(z),
soit El¢'(X)] = E[Xg(X)]. O

En prenant g(x) = x, on obtient I'existence d’un moment d’ordre 2 avec
E[X?] = 1. D’autre part, I'existence d’'un moment d’ordre 2 implique celle
d’un moment d’ordre 1. Comme la densité de X est paire, on en déduit que
EX = 0. On a donc Var X = EX? = 1.

Passons au cas général. Si 'on a Y = m + 0 X, on sait que Y suit la loi
N(m,c?). On a alors EY = m + cEX = m et VarY = 0? Var X = o2

Exercice laissé au lecteur : pour X ~ A(0, 1), exprimer E[X?"] en fonction
de n.
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6.11.3 Lois Gamma

Soit X une variable aléatoire suivant la loi I'(a, A). Alors, X admet des
moments de tout ordre, avec pour tout a > 0, on a

I‘(a—i—oz)'

EX® =\
['(a)

En particulier EX = ¢ et Var X = 5.

Démonstration. Pour tous a et A strictement positifs, on note f, » la densité
de la loi I'(a, A), soit (rappel)

Jaor(z) =g, (m)%x“_le_)‘m.

D’aprés le théoréme de transfert,
EX® = / % for(z) do
R4

_ /R a0 de

['(a)
y-aLlata)
I'(a)
Ainsi EX = ATTHEE) = ¢ EX? = A\ 2He = f9) Var X = EX? -
ala a? a
(EX)? = (}\—;—1) —& =2 []

6.11.4 Lois exponentielles

Soit X suivant une loi exponentielle de paramétre A > 0. La loi exponen-
tielle est un cas particulier de la loi Gamma : on a £(A) = I'(1, ). On déduit
du calcul précédent que EX = % et Var X = /\%

6.11.5 Lois de Cauchy

Soient a € R,b > 0. La loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

= 1 b
I‘ _—
7 (z —a)? + b’
donc pour k£ > 1, on a
1 blx|k
EXfF=>-—"1""=
X1 7 (x — a)? + b? +oo,

donc les lois de Cauchy n’admettent pas de moment d’ordre 1, ni , a fortiori,
d’ordre supérieur.
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6.12 Exercices sur les espérances

1.

7. Calculer Esin X, ou P(X =2) =} P(X =T) = %,P(X =n=1

10.

Un jeu consiste a effectuer une mise en choisissant un nombre entre
1 et 6, puis a lancer simultanément trois dés. Si le numéro choisi sort
une fois, le joueur récupére sa mise plus une somme égale a sa mise.
Si le numéro choisi sort deux fois, le joueur récupére sa mise plus une
somme égale a deux fois sa mise. Enfin, si le numéro choisi sort trois
fois, le joueur récupére sa mise plus une somme égale a trois fois sa
mise. Quelle est 'espérance de gain a ce jeu?

Soient A, B deux éléments observables. On note
AAB={r € A;x ¢ B} U{x € B;x ¢ A}.

Ce sont donc les éléments qui sont dans A ou dans B, mais pas dans
les deux. Montrer Iyap = (I —15)?. En déduire

P(AAB) =P(A) +P(B) — 2P(AN B).
Soient A, B deux éléments observables. Montrer que
[P(AN B) — P(A)P(B)| < /P(A)P(B).

(a) Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. On note o2 sa
variance et m son espérance. Montrer que pour tout a réel, o2 <

E(X —a)?.
(b) Soient a3 < as < --- < a,. On pose

i tta

n

Montrer que

1 — 5 _ (a, — ap)?
o 2o —m)* < =
k=1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle la suite (pp)n>1
définie par p, = P(X = n) soit décroissante. Montrer que pour toute
injection ¢ de N* dans lui-méme, on a

Eo(X) > EX.

. On suppose que Y = In X vérifie Y ~ N (m,c?) (on dit alors que X

est log-normale). Calculer EX et Var X.

2 6’ 3 6 2"
Soient X, Y deux variables aléatoires suivant chacune une loi uniforme
sur [a,b]. Montrer que E[X — Y| < %2, Que vaut E|X — Y| lorsque X
et Y sont indépendantes ?
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Déter-
miner la loi de Z = —In(1 — X).
Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que la variable
aléatoire | X| admet comme densité

z =g, (2)(f(z) + f(=2)).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Soit X une variable aléatoire positive de densité f. Montrer que la
variable aléatoire X'/? admet comme densité

x H]IR+(x)2x(f(x2)).

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Montrer que la
variable aléatoire X? est & densité et la déterminer.

La figure ci-dessous représente la densité f(x,y) d’un couple de va-
riables aléatoires indépendantes X et Y. X suit une loi exponentielle
de parameétre 1 et Y une loi normale centrée réduite.

On a tracé quelques isoclines, c’est a dire des courbes reliant des points
de méme densité : f(z,y) = constante. Quelle est la nature géométrique
de ces isoclines ?

0.4

003%

0023

0.15

010 |4

: AZA AT 77

T AT H AT T AT 7
Vs
i e oo
e

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que
n 1

X suit la loi normale N(0,1) et Y la loi gamma (%, 5). Calculer la loi

de
Y

VY/n

La loi de Z est appelée loi de Student a n degrés de libertés.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0,1]. On pose S =X +Y et P = XY

Déterminer la loi de (S, P).

Soit f une fonction réelle continue sur lintervalle fermé [0,1]. Pour
n € N*, on note B, le polynome de Bernstein

Bu(x) = kgi%f(%) (1)t -y,

Pour tout x €]0, 1] on se donne une suite (X}) de variables de Bernoulli
indépendantes de méme paramétre z. On note S, = Y ,_, Xj.
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(a) Déterminer la moyenne E[f(22)].

(b) Soit pour tout € > 0, le réel 6(¢) défini par

0(e) = sup{|f(z) = F)| - 2,y € [0, et |z —y[ < e} .

i. Démontrer que J(¢) tend vers 0 avec e.

ii. Démontrer que

sup |Bu(x) — f(2)] < 3(e) + AW ]eo

z€[0,1] ne2

En déduire que la suite des polynémes B,, converge vers f unifor-
mément sur [0, 1].
17. On place 7 dames sur un échiquier torique 41 x 41 de telle maniére
qu’aucune dame ne puisse en prendre une autre.
Soit ¢ une permutation des cases de ’échiquier.

Montrer qu’ il existe x tel que x et ¢(z) puissent chacun étre pris par
au moins une des dames.

On rappelle que les dames peuvent prendre les piéces qui sont sur la
méme ligne, sur la méme colonne, ou sur une méme diagonale.

18. Soient n,r deux entiers tels que 1 < r < n. On prend r nombres
distincts au hasard dans {1,...,n} et on note X le plus petit de ces r
nombres.

(a) Quelles valeurs peut prendre X ? Montrer que pour k € {0,n—71},
on a .
-
)

)

P(X > k)=




108 CHAPITRE 6. ESPERANCES ET CALCULS

(b) En déduire que

gy be) _ntl
™) r+1

19. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1].

(a) Soit r la rotation dans R* de centre (0,0) et d’angle —Z. On pose
(U, V) =r(X,Y). Montrer que la loi du vecteur (U, V) est la loi

uniforme sur un ensemble que 'on déterminera.

(b) Pour quelles valeurs de « la variable aléatoire ﬁ est-elle inté-
grable ? Lorsqu’elle 'est, calculer sa valeur.

20. Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires centrées de carré inté-
grable. On suppose qu’il existe une fonction b de Z dans R telle que
E[X;X,] = b(i — j) quels que soient i et j dans N.

(a) Montrer que b est paire et exprimer simplement la variance de

X1+—\/5X” en fonction des b(i).

(b) Montrer que si b(i) < 0 pour tout ¢ non nul, alors la série de terme
. , + . b(0
général b(i) est convergente, avec Y . (—b(i)) < %
21. Probabilité de retour en zéro au temps n d’une marche aléatoire symé-
trique

(a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z. Montrer que

P(X =0) ! / 27TIE[6”X] do.

"2

(b) Soit Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées, avec P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. On
pose S, = X; + -+ + X,,. Montrer que P(Sy, = 0) = %Wgn, ol
W), désigne l'intégrale de Wallis (voir exercices du chapitre 4). En

déduire que
1
P(Sy, =0) ~ —.

™

ﬂ



Chapitre 7

Espaces LV et LP

Soit (€2, A, 1) un espace mesuré. Pour p € [1,+00), On note LP(Q, A, )
I'ensemble des applications mesurables de (€2, .4, 1) dans (R, B(R)) telles que

/Q @ du(z) < +oo.

On dit que des nombres p et ¢ de |1, 4+00[ sont des exposants conjugués
si ils vérifient.

1 1
S =1
P q

On convient également parfois que 1 et I'infini sont des exposants conju-
gués, mais cela ne sera pas utilisé ici.

71 De L aLF

7.1.1 Inégalité de Holder

Théoréme 84 (Inégalité de Holder). Soient p et q des exposants conjugues
de |1, 4+o0[, (2, A, 1) un espace mesuré, f et g deux éléments de V(L2, A, ).

/fgdu<(/\f WP dpu(a ) (/|g W dua )

Démonstration. Si f est nulle u presque partout, alors I'inégalité est évidente
(c’est en fait une égalité). Idem pour g. Dans le cas inverse, on a

([1ser du(x))l/p>0et ([ st du(@)”‘ga

Biensur, [, fgdu < [, |f]-lg] du, donc remplacant f par f/ ([, | f(z)[? du(x))l/p

et g par g/ (fﬂ lg(x)|? dp(x ))1/q, on peut se ramener au cas ol f et g sont

positives avec ([, f(z)? du(z )1/p (J9(z)? du(z)) Ve,
Or pour tous z,y dans R,, on a

q
$y<——|—y—,
D q

109
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Si x ou y est infini, ¢’est évident. Sinon, on peut écrire z = e, y = e?/7 et
appliquer la convexité de la fonction exponentielle.

Ainsi ) .
f@p | gla)
p q

f(@)g(z) <

/Q F(2)g(x) du(z) < / I ) + / 1) ey = 1/p+1/q = 1.

7.1.2 Inégalité triangulaire

Théoréme 85 (Inégalité triangulaire). Soient p € [1,+o00[, (2, A, u) un
espace mesuré, [ et g deux éléments de V(Q, A, p). On a

(/|f + g(@)l” du(e ) </!f W du(e ) </|g W du(a )

Démonstration. Dans le cas ot p = 1, c¢’est une conséquence immeédiate de
I'inégalité triangulaire sur R et de la positivité de I'intégrale. Supposons donc
p €]1, 400 et notons g 'exposant conjugué de p. Comme précédemment, on
peut supposer que f et g ne sont pas presque partout nulles. Par ailleurs,
si [o|f(@)]P du(z) = +oo ou que [, |g(x)P du(x) = +oo, linégalité est
évidente. On suppose donc que ces deux quantités sont finies. Comme |f +
gl” < (|f] + |9])?, on peut supposer sans perte de généralité que f et g sont
f+9\' _ I[P+
2 ) T2
il s’ensuit qu’on a également [, |f(x) + g(z)|” du(z) < +oo.
On écrit alors

positives. Maintenant, comme par convexité de x — P,

(f+a9P=Fff+9" " +g(f+g)""

L’inégalité de Holder donne

/Qf(f +g) " dp < (/Q Tk du) " (/Q(f +g)rha du) l/q,
|+ ardu< ( [ du)l/p ( [ir+or du> "

De méme,

/Qg(f +g)PHdp < (/Q 9" du) " (/Q(f +g)? du) l/q.

En additionnant, on obtient

[+ a7 dus ((/Qf du)l/p+ (/Qg du)l/p> </Q(f+g)” du)l/q.

soit
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(/Q(J“rg)p du>1/p§ (/pr du)l/p+ (/Qgp du)l/p-

Ainsi, il est maintenant simple de constater que si 'on pose

1/p
11l = ( [ du) |

on définit ainsi une semi-norme sur l'espace vectoriel £P(Q, A, u).

Remarquons bien qu’en général, ||.||, ne définit pas une norme sur £?(£2, A, ;1)
car I'axiome de séparation peut étre pris en défaut. Ainsi, sur LP(R, B(R), ),
on a bien |[lg||, = 0, mais bien str, Iy # 0.

Notons V' = {v € LP;||v], = 0}. D’aprés I'inégalité triangulaire, V' est
un sous-espace vectoriel de £P. Un raisonnement simple (exercice!) permet
en fait de montrer que V. ={v € LP;v =0 pu p.p.}

D’ou

Notons L le quotient de ’espace vectoriel £P par son sous-espace vecto-
riel V.

Soit f et g deux éléments de la méme classe : £k = f — g € V. D’apreés
linégalité triangulaire || f{[, < [|gll, + [[k[l, = llgll,- De méme |[g[l, < || f[l, +
\kll, = | fllp, dou |[f]l, = llg]l,- La semi-norme passe donc au quotient :
pour f € LP on note || f|l, = ||g|l, ot ¢ est un quelconque représentant de la
classe f. Evidemment, f — ||f||, est encore une semi-norme sur L”.

Mais en réalité, f — || f||, est une norme sur L?. En effet, supposons || f||, = 0.
Soit g un représentant de f : on a ||g|, = 0, donc g € V, ce qui signifie que
g est dans la classe de 0, donc f est le zéro de LP.

Bien que L£? ne soit pas un espace vectoriel normé, on pourra lire fréquem-

ment pour des fonctions (f,)n>1, f de LP : (f,)n>1 converge dans L£P (ou par-

fois (fy)n>1 converge dans LP) vers f. Cela signifie que lim || f,— f||, =0,
n—-+00

ou de maniére équivalente, que la suite des classes dans L? des éléments de
(fn)n>1 converge dans LP vers la classe de f dans LP.

7.2 Complétude de L?

Théoréme 86. Pour tout p € [1,+oo[, LP est complet

Lemme 13. Soit f, une suite d’éléments de LP avec
Z [ fall< + 0.
n>1

Alors la suite
S v fr converge dans LP quand n tend vers linfini.

Démonstration. On note g, un représentant de f,,. On va montrer qu’il existe
une fonction g dans L7 telle que || > ;_, gr — gl|, tend vers 0, ce qui donnera
la convergence de la suite Y ;_, fi vers la classe de g.
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Supposons d’abord que les (gi) sont positives : dans ce cas la suite de
fonctions S, = >";_, gx converge simplement vers une fonction g mesurable
(éventuellement infinie en certains points) Cependant d’aprés 'inégalité tri-

angulaire
[ s au= (3 ol
Q k=1

et donc d’apres le théoréme de convergence monotone

—+o00
/ ¢ du < (3 lowlly)? < +oo.
Q k=1

Ainsi g est dans L£P. Soient n et n’ avec n’ > n. On a (S, — S,)P =

/
(3 h—ni1 9k)P. Faisons tendre n’ vers +oo : d’aprés le théoréme de conver-
gence dominée, on a

/(g — Sp)P dpu = lim (Sp — Sp)P du,
Q TL/—)-‘FOO Q
d’ou

— Pn = i n’ — Onllp-
lg = Sull, = JYim S — Sally

Cependant, d’aprés I'inégalité triangulaire

150 = Salls < > llgwlls

k=n+1

+o00o
Z 19k 1,

k=n-+1

IN

d’ou

+oo
150 = glls < > llgwllp-

k=n+1

Mais on reconnait 1a le reste d’une série convergente, donc ||, — ¢||, tend
bien vers 0.

Dans le cas général, écrivons gx = g — g, . On définit évidemment g+ =
Sgi et g =g, S =30 9f Sy = > g, La série de terme
général [|g ||, est convergente car ||g; ||, < [|gkll,- On montre ainsi que ||.S; —
g7 ||, tend bien vers 0, et de méme que ||S;, — g™, tend bien vers 0. Enfin,
I'inégalité triangulaire permet de conclure que ||S,, —¢g||, tend bien vers 0. [J

Ainsi, on a montré que dans LP, toute série absolument convergente est
convergente. Pour conclure, il suffit de s’appuyer sur le résultat d’analyse
suivant.

Lemme 14. Un espace vectoriel normé ou toute série absolument conver-
gente converge est complet.
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Démonstration. Remarquons d’abord que si une suite de Cauchy admet une
sous-suite convergente, elle converge. En effet supposons (z,,) de Cauchy avec
Tn, qui converge vers [. Soit kg tel que ||z, — || <&/2 pour k > ko et by tel
que ||z —xp || < e/2 lorsque k et k' dépassent by. Alors ||z, — || < e dés que
n dépasse max(ng, 1y, ).

Soit maintenant z, une suite de Cauchy dans un espace ou toute série
absolument convergente converge. On pose ng = 1, puis pour k > 1 :

ng = inf{n > ng_1 14,7’ >n = ||z; — x| <27}

Cette suite d’indices est strictement croissante et est bien définie car (xy)
est de Cauchy. Par construction ||z,, — @n,,,|| < 27% pour k& > 1, donc
la série de terme général x,, — %, , est absolument convergente. Mais on
a fait ’hypothése ici qu’une série absolument convergente est convergente,
donc elle est convergente, ce qui veut dire que z,, est convergente. (z,,) est

donc une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente, elle est donc
convergente. O

Théoréme 87. Soient f,(fn)n>1 des fonctions dans LP telles que (fn)n>1
converge dans LP wvers f. Alors, il existe une suite strictement croissante
d’indices (ng)g>1 telle que (fn, )k>1 converge presque partout vers f.

Démonstration. On pose g, = |f — fulP. (gn) converge dans L' vers 0 et
nous devons montrer ’existence d’une suite strictement croissante d’indices
(ng)k>1 telle que (gn, )x>1 converge presque partout vers 0.

On pose nyg = 1, puis pour £k > 1 :

ng =1inf{n > ny_1 10,9 > n=|lg; — gulls < 27F}.

Cette suite d’indices est strictement croissante et est bien définie car (gx) est
de Cauchy dans £'. Par construction [|g, — gn,.,|| < 27" pour k > 1, donc
la série de terme général ||g,, — gn,,,||1 est convergente. Mais

+00 +oo
Z Hgnk - gnk+1||1 = Z/ |gnk - gnk+1| d:u
n=1 n=1

+o0

n=1

La fonction positive

+0o0
Z |gnk - gnk+1|
n=1

est intégrable, elle est donc en particulier finie presque partout. En un point
T tel que

“+o0o
Z |gnk (:C) — 9ngp (.CE)‘ < +00,
n=1

la suite (gn,(7))k>1 converge. (gn,)r>1 converge presque partout vers une
fonction g*. Mais d’aprés le lemme de Fatou,

/g*duz/li_deuéli_m /gnk dp =0,

donc g* est nulle presque partout, ce qui achéve la preuve.
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7.3 Théorémes d’approximation

Théoréme 88. Soit S l'ensemble des fonctions simples s sur (Q, F) telles
que

p({z € Q;s(x) #0}) < +oo.
Pour tout p € [1,+00[, S est dense dans LP(u) (et donc les classes de ces

fonctions sont denses dans LP(f)).

Démonstration. D’abord, il est facile de voir que S est dans LP(u). Soit
f € LP. Supposons f > 0 et prenons f,, comme dans le lemme B. On a

L0327 <Mgps0p fi < f7,

u(fa > 027 < /Q /7 du,

et donc f, € S.Ona |f,— f|P < fP, donc d’aprés le théoréme de convergence
dominée, fQ |fo— fIP dp tend vers 0, c’est & dire que f,, tend vers f dans LP.
Le cas général s’ensuit en séparant partie positive et partie négative, comme
dans la preuve du théoréme EB. O

Théoréme 89. Soit p € [1,+o0[. Les classes des fonctions continues d sup-
port compact forment une partie dense dans LP(R? B(R?))

Ce théoréme est admis.

7.4 Exercices sur les espaces LF et L?

1. Etudier I'appartenance a £'(R) et 4 £2(R) des fonction suivantes :
(a) f(t)=e.
(b) g(t) = =
1

(€) ht) =

[t](1412)

2. Etudier la convergence dans £!(R) et dans £2(RR) des suites suivantes :

(a) fu(t) = Vnexp(—n’t?).
(b) gn(t) = %H{—W/nm/n] (t)
(C) hn(t) = #\/ n? — t2]l[_/n7n] (t)
3. Soit f une fonction de R dans R intégrable et soit f 1a classe de f dans
L'(R, \). Montrer que f contient au plus une fonction continue.

4. Soit E = {f € LY(R,\) ; |f| <1 X—p.p}. Montrer que E est un
sous-ensemble fermé de £'(R, \).

5. Montrer que la fonction f : z — est dans £P(]0, +-00[, A)

1
, ' V(1 4+ |In(z)])
si et seulement si p = 2.

6. Montrer que si f et g appartiennent a £'(X, u) alors \/|f2 + ¢2| ap-
partient aussi a £'(X, ).
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7. Soient o € R et p € [1, +o0[, on note f, 'application de |0, +o0o[ dans
10, 00|, définie par f,(z) = z°.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de «, la fonction f, appartient-elle a
£r(]0,1], ) 7 Calculer alors les normes de f, dans chacun de ces
espaces.

(b) Méme question avec les espaces LP([1,00[, \)
8. Donner un exemple de suite (f,,) dans £'(X, p1) telle que

(a) (fn) converge vers f presque partout mais (f,) ne converge pas
vers f au sens de la norme £

(b) (fn) converge vers f dans L' mais (f,) ne converge pas vers f
presque partout ;

(¢) (fn) converge vers f presque partout, ( | f,dp) converge vers [ fdu,
mais (f,) ne converge pas vers f au sens de la norme L.

9. Soient (X, M, u)un espace mesuré avec (X ) = let f, g des fonctions
mesurables sur X a valeurs dans [0, +o0] telles que fg > 1. Montrer

que l'on a (/de,u)(/xgdu) > 1.

10. Soient f € LP(X, ), g € LYX, u) et 7 tel que % = Il) + é. Montrer que
fg € L7(X, p) et que [[fgll. < [Iflpllgllg.
11. Soit p €]1,400]. Pour f dans £F(]0,+oc[) et pour z > 0, on pose

T(f)x) = ~ [ fdxr.

L J10,a|

(a) Montrer que T'(f) est bien définie sur 0, 4+o0].

(b) On suppose dans cette question que f est positive continue a sup-
port compact.

i. Montrer que T'(f) est dérivable sur |0, +o00] et calculer sa dé-
rivée.
ii. Montrer que T'(f) € LP(]0, +o0]).

iii. Montrer que / T(fyPdy = —L— T(f)P~' fdx.

10,00] P—1 Jj0,00

iv. En déduire que ||T'(f)||, < LHpr
p—

v. Montrer que cette inégalité reste vraie pour f de signe quel-
conque.

(c) Soit f € LF(]0,+o0]).

i. Montrer que si (f,) est une suite de fonctions continues a
support compact qui converge vers f dans £F(]0, +00[), alors
T(f,) converge vers T'(f) A—presque partout, puis que la suite
(T'(f.)) est de Cauchy dans LP(]0, +oo[) et enfin que (T'(f,))
converge vers T'(f) dans L?(]0, +oof).

ii. En déduire que ||T(f)||, < Lln Fllp-
p ——



116 CHAPITRE 7. ESPACES LY ET LY

12. Soit (X, 7T, u) un espace mesuré tel que pu(X) < oo, 1 < p < o et
f + X — R une application borélienne. On suppose que pour toute
fonction g € LP(X, 1), la fonction fg est intégrable et il existe C' > 0

< CHQHP-

telle que pour toute fonction g € L£P(X, i) on ait ‘ [ fgdu
Montrer que f € L9(X, i) ou g est défini par }—17 + % =1



Chapitre 8

Convolution et transformation de
Fourier

8.1 Produit de convolution

Remarques :

— Si fi, fo sont deux fonctions de £! qui représentent le méme élément
de L', alors [ fi dp et [ fo du sont égales, donc on peut se permettre
d’écrire [ f dp pour f € L.

— L’application T} : f — (z — f(x —t)) passe au quotient dans £!(R?),
car si fi = fo presque strement, alors fi(. —t) = fo(. — t) presque
surement.

Théoréme 90. approxsimple Pour tout f dans LP, l'application
t—T,f
est continue sur R.

Démonstration. | Tionf—Tif|l, = Th(Trf)— (1if)]|p, donc il suffit de montrer
la continuité en 0. Traitons d’abord le cas ou f est une fonction continue a
support compact : comme f est continue T, f tend simplement vers f. En
utilisant le théoréme de convergence dominée, on optient alors la convergence
dans LP de T}, f vers f. Passons au cas général. D’aprés le théoréme BY, on
peut trouver g et h, avec f = g+h, g continue a support compact et |||, < €.
On a
(Lf = ) = (Tg — g) + (Th — h),

d’ou

ITef = fllp 1Tig = gllp + [IT2hll, + [l

<
< |1Tig = gllp + 2[17ll5,
ce qui entraine, en faisant tendre ¢ vers 0

lim |T:f — fll, < 2e.
t—0

Comme c’est vrai pour tout €, on en déduit que lim [|T3f — f]|, = 0, ce qui
t—0

est bien ce qu’on voulait montrer. O
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8.1.1 convolution dans (!

Soient f, g deux éléments de £1(\%).

[ ([ = olgoi avio) i) = [ it - olso] ax' e xie

= [ ([ 1= als0r v ) o

_ /Rd ()] (/Rd |fla—t)| d\(z) ) dN(t)

= [ a1 ([ o) ) axo

- ([Lrwrave ) ([ v )
\

Ainsi, la fonction f x g définie par

r— fxg(z /fx—t ) dX(t)

est définie en presque tout point z et elle est dans £! : cette fonction est le
produit de convolution de f par g

Les arguments évoqués plus haut fonctionnent encore : le produit de
convolution “passe au quotient” et définit ainsi une application de L' x L!
dans L.

Au passage, notons qu’on a démontré

1+ gl < A llglh

En reprenant le calcul précédant et en supposant que f et g sont dans
LY le théoréme de Fubini permet alors d’écrire

/R , ( | fa=ng() d)\d(t)> dX(z) = /R s @ 1) dx* @ X(t, )

= [ ([ o= na0 axita) ) ax'en

_ /R </fx—t ) ))d)\d(t)

_ /Rdg ( )dAd(x)>d/\d(t)

= ([r@ae@ ) ([ a0 o).
soit

[ o ave = ([ s v ) ([ a0 o). s
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8.1.2 autres produits

Supposons maintenant que g € L' et que f € L. On a

/ @ —Bllg(t)] dNi(t) = / (@ — 8)llg)]7]g(t)[ Ve drd(e)

(st avio)” ([ ror i)
D’on
/(/!f(x—t)Hg(t)I dAd(t))p dX(z) < /(/yf(a:—t)|pyg(t)\ d)\d(t)> ()| g]l7

Cependant,

J ([ 1= orsr v ) axia) = [ ( [1s - opiao) v ) avie
= [ (156 = 0 3@} iataxcs

= [Irglsiaxco
= 111lgl

IN

donc finalement
V4
/ ( / \f(x—tmg(t)wwt)) IN(z) < [FIElgl
Ainsi, 'intégrale
/ flz —t)g(t) dr4(t)

converge pour presque que tout x et 'application

z = fxg(t) /fx—t ) dX(t)

représente un élément de L£P avec

/lf*g P () < I FIllgll ™,

soit
1f = glly < [[fllpll9ll1-

Remarque importante : quel que soit ’espace ot on définit les choses, on
a toujours

/ Fx — t)g(t) dNA(E) = / gz — 1) (1) dN(t)

pour les x tels que

/ 1 — Dg(t)] dN(t) < +oo,

de sorte que
frg=g=f

toutes les fois ou cela a un sens.
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8.1.3 Approximations de 1'unité

Théoréme 91. Soit ¢ une fonction positive avec

[t axia) -

Pour tout k > 1 posons or(x) = kip(kx).
Alors, pour tout f dans LP la suite f * o converge vers f dans LP.

Démonstration. Notons My, I'application qui a f associe f . C’est une ap-
plication linéaire continue de £P dans lui méme. C’est méme une contraction
car

Vel |[Mpflly < [/l

(C’est ce qu’on a montré dans la sous-section précédente.)
Soit 7 € RY :

frowo) = f@) = [ fo - ekt () - @)
= [ = t/kett) X0 - £
- /f:n—t/k £) d(t) /f £) d(2)
= [ = t/b) = el X
Ainsi
06 = D@ = | [@f - Do) N
([10r = Dot axo)) v

IA

ce qui donne

1/p
166 = £l < [ 1707 = et ax'e))

D’aprés de théoréme B0, ||/, f — f[| tend vers 0 lorsque & tend vers infini.
Comme

Tt = Fllpe@)] < CIFllp)Pe @),

le théoréme de convergence dominée permet de conclure. O

8.1.4 Reégularisation
Théoréme 92. Soit f € LP(RY), g C a support compact. Alors f* g est C*

sur R?, avec
D.(f9) = [ FO)Dsss
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Démonstration. Soit M tel que g(z) = 0 pour ||z|| > M. Soit R > 0. Par
définition

Frg) = [ 1o =09t X0 = [ ga—7(0) ax'(),

Ici, c’est bien sir la deuxiéme écriture qui va nous intéresser. Supposons
|z|]| < R. La différentielle de g(z —t)f(t) , vue comme une fonction de z, est
f(t)D,—¢g. Bien entendu

[F () Dasgl < 1F O Dglloclno,man (t)-
[ € LP et || Dgllsollpo,rar) € L2, donc | f||Dglloclso,r4 ) est dans L. Le
théoréme de convergence dominée pour la différenciation sous le signe somme

donne alors le résultat voulu. O

Corollaire 20. Soit f € LP(R?), g C* & support compact. Alors f*g est C*
sur R?, avec

Di(+g)= [ 10OD:
ol on a supposé que o] + |ag| + - + ag] < k.
Démonstration. Par récurrence sur k. [
Corollaire 21. Les fonctions C*° a support compacts sont denses dans LP.

Démonstration. Cela provient immédiatement du Théoréme B1 et du corol-
laire précédent. O

8.2 transformée de Fourier

Soit f € LY(R?). On appelle transformée de Fourier de f, et 'on note f
la fonction définie sur R par

flay = [ =0 ) axiie.
Evidemment, f — f est linéraire, et comme @8 £(1)| < |f(t)], est on a

vieL |flle < Il

8.2.1 propriétés élémentaires
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La premiére propriété mérite qu’on consacre quelques lignes a sa preuve :

o) = [ ([ - g w) v
= [ (J et =g v ) axie
- / ( / F(t —uw)e®tw g(y)el@w d/\d(u)) d\4(t)

- / (F * G)(t) dXi(1),

oit F(t) = f(t)e!™" et G(t) = g(t)e™. Mais d’aprés I'équation (81)

/(F*G)(t)d/\d(t):</F £)d\(t) )(/G £)d\4(t) )

d’ou le résultat voulu.

8.2.2 Théoréme d’inversion

Théoréme 93. Soit f € L1(RY) telle que f € LYRY), alors on a

1 —i(xz,t) F
@) = o / e~ f(1) dXI(t) p.p.

Démonstration. On aura besoin du lemme suivant, qui sera démontré (au
moins une fois) en exercice.

Lemme 15. Soit G(v) = %d/Q e~ 125 Alors G(z) = e I715 = (27)42G (x).
Pour k > 1, posons Gi(z) = k?G(kz). On a
Gr(z) = Kk G(x/k) = 2m)Y2G(x/k).

On recommence :
@(m) = (27r)d/2kdé(lm) = (ZW)dde(ka:) = (27T)de(.CL'),
et comme G, est paire
Gi(—2) = (27)'Gy(x),

soit

On a donc

[*Grlx) = TG0 f(y) dX() dA(y)

za:t )d)\d()
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En utilisant le theoreme de convergence dominée, on voit que le terme de
droite tend vers (2 g [e @8 f(t) dA4(t) lorsque k tend vers Dinfini. Mais

d’aprés le théoreme B1, le rnernbre de gauche converge dans £! vers f. Comme
la convergence dans El entraine la convergence d’une sous-suite presque par-
tout, I'unicité de la limite donne 1’égalité voulue. [

8.3 Exercices sur la convolution et la transfor-
mée de Fourier

1. Soient f et g € LY(R™). Montrer que si f (resp. g) est nulle presque-
partout en dehors d’un ensemble A (resp. B) alors fx*g est nulle presque-
partout en dehors de A+ B ={a+b;a € A,b € B}.

2. Calculer le produit de convolution f * g des fonctions suivantes définies
sur R (a > 0,b>0) :
2

(a) f() = exp(—4) et g(x) = exp(—g).
(On admettra que [ exp(—Z) do = /2.
(b) f(z) =l_qa(z) et g(x) = Uy (z)

3. Pour tout entier n on définit la fonction g,(z) = (1 — 22)"l_11j(z). On
pose a,, = / gn(z) dz et k, = a;'g,.
R

(a) Montrer que la suite (a,) tend vers 0 et que a,, > niﬂ pour tout
entier n.

(b) Soit f une fonction uniformément continue sur R et bornée. Mon-

trer que f * k, converge uniformément vers f.

(c) Soit f une fonction continue a support dans [— ;, 2] Montrer que

la restriction de f * k, a [—2 3 2] est un polynome de degré < 2n.

(d) En déduire le théoréme de Weierstrass : Toute fonction continue
d’un intervalle [a,b] dans R est limite uniforme sur [a,b] d'une

suite de polynomes.
(a) Déterminer f x f et fx* fx f.

(b) Onmnote f®! = f et pour n > 2, fIn = fGE=1 4 ¢ Varifier que
pour tout n > 1, f*)" € LY(R) et que || f*"]|; = 1.

(c) Montrer que pour tout n > 2, f*)" est de classe C"2.
5. Soit £ € B(R) tel que 0 < A\(E) < +0o0.
(a) Montrer que I *1_g est continue sur R.
(b) En déduire que E — E ={x —y/x € E, y € E} est un voisinage
de 0.

6. Soit f la fonction de R dans lui-méme définie par f(r) = e~z pour
x € R.

[V

(a) Déterminer la transformée de Fourier de f en remarquant que f
est solution d’une équation différentielle linéaire.
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(b) Soit A une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n définie po-
sitive. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction de R"
dans R définie par f(z) = e=4%?) pour x € R".
7. (a) Soit f € L*(R™) telle que f * f = 0. Montrer que f = 0.
(b) Montrer que £!'(R) n’a pas d’unité pour la convolution.
8. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction indicatrice d’un

intervalle [a, b]. Montrer que I_; 3 *1j_; 1) est la transformée de Fourier
d’une fonction de L'(R) qu’on déterminera.

9. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f de R dans lui-

méme définie par f(z) = e~ pour z € R (ot @ > 0). En déduire la
1

transformée de Fourier de la fonction g : 2 — ——.
a + 2



Chapitre 9

Convergence presque stire, loi des
grands nombres

9.1 Inégalités classiques

9.1.1 Inégalité de Markov

Théoréme 94. Soit X une variable aléatoire positive, intégrable. Alors, on
a

EX

Démonstration. Comme X est positive, on a

EX = /Q 2 dP(w) > /{ RLCE / 0 dP(w) = aP(X > a).

{X>a}

9.1.2 Inégalité de Tchebytchef

Théoréme 95. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

Alors, on a
Var X

Va>0 P(X-EX|>a) <~
a

Démonstration.
P(|X —EX| >a) =P(|X —IEX]2 > a2)

Il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Markov a la variable aléatoire
Y = |X — EX|*. Comme EY = Var X, I'inégalité s’ensuit. O

9.2 Convergence presque sire

Définition : on dit qu’une suite de variables (ou de vecteurs) aléatoires
(X5 )n>0 converge presque stirement vers une variable (ou un vecteur) aléa-
toire X lorsqu’il existe un ensemble mesurable ' C Q tel que P(2) = 1 et
que

Vwe Q' CcQ X, (w) = X(w).
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On écrit alors X,, ——— X.

n—-+o0o
La convergence presque sire n’est autre que la convergence presque par-

tout relativement a une mesure de probabilité. On a alors les résultats clas-
siques suivants : si X, ——— X et Y,, ——— Y, (avec X et Y dans RY,

n—-4o0o n—+400
d > 1) alors

~VaeR aX, 223 aX.
n—-+o0o

- X, +Y, s X4V,

n——+0o00
.S.
— (X, V) 2 (X,Y).
n—-+0o
Plus généralement, si Xi,...,X,,..., X sont a valeurs dans un ouvert O et

p-s. . . , .
que X,, ——— X, alors pour toute fonction f continue définie sur O, on a
n—-+00

n—-+o0o
Il peut étre intéressant de remarquer que la convergence presque stre

d’une suite de vecteurs aléatoires est équivalente a la convergence presque
stire de chacune des composantes.

9.2.1 Rappels d’analyse

En probabilités, le retour aux € est trés fréquent. Si ’on ne veut pas que
cela devienne trop compliqué, il importe de bien connaitre les outils d’analyse
permettant de simplifier les choses.

Pour toute suite (z,),>0 de nombres réels, on peut définir

lim x, = lim supwz
n—+o00 n—=+00 >p
et
lim =z, = lim inf z.
n——+o0o n—+oo k>n

Ces deux limites existent toujours dans R = R U {—o0; +00}. La suite (z,,)n
converge dans R si et seulement si ces deux limites sont égales. Rappelons
quelques propriétés des limites supérieures.

— Pourz e R

lim z,=2 < lim |z,—2|=0
n—r+o00 n——+oo

IIm 2, <M <= Ve>0 {n:x,>M+c}estfini (9.1

n—-+oo

Im z,>M <= Ve>0 {n:x,>M—c}estinfini (9.2)

n—-+o0o

— En prenant la contraposée de (B1) et(832) , on a

im z,>M <= 3e>0 {n:x,>M+c} est infini

n—-+4o0o
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lim 7, <M <= F>0 {n:x,>M —c} est fini

n—-+o00

n—-+oo n—-+oo n—+oo

Nous verrons en exercice un exemple ou I'inégalité est stricte

9.2.2 Limites supérieures, inférieures d’ensembles

Si (An)n>0 est une suite d’ensembles, on note

Iim A, = N U A,
n——400 n>1 k>n

et
li_m An = U N Ak

n——+00 n>1 k>n

Ainsi la limite supérieure d’une suite d’ensembles est I’ensemble des points qui
appartiennent a une infinité de ces ensembles, tandis que la limite inférieure
d’une suite d’ensembles est ’ensemble des points qui appartient a tous ces
ensembles a partir d’un certain rang.

Ainsi, dire que {n : X,,(w) > M —¢} est infini , ¢’est dire que w appartient
a lim {w:X,(w) > M —c}.

n—-+o0o

On en déduit

{ Iim X,>M}= N lim {X,>M-¢} (9.3)

n—+o0 >0 postoo

Par ailleurs, dire que
{n:xz, > M+ e} est fini ,

c’est dire qu’a partir d’un certain rang , on a x,, < M + <. Donc si w est tel

que {n: X, (w) > M +¢€} est fini , c’est que w € lim {X,, <M +¢c}. On

n—-+00
en déduit que

{ Tm X,<M)= N lim {X,<M+e) (9.4)

n—+o00 e>0  n—+oo

Si on remplace X,, par —X,, et M par —M dans (84), on obtient :

{ Im -X,<-M}= N lim {-X,<-M+e}
n——+oo e>0 n——+oo
Soit
{ lim X,>M}= N lim {X,>M-¢} (9.5)

n—s+o0 e>0  n—4oo
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Et en passant aux complémentaires dans (84) et (&3), on a

{ lim X,>M}= U lim {X, > M +¢} (9.6)
n——+o0 >0 potoo
et
lim X,<M}= U Tim {X,<M-—¢} (9.7)
n—-+o0 e>0  pstoo

Si on fait subir a la formule (83) les mémes transformations qu’a (€4),
on peut obtenir 3 autres formules.

Dans la pratique, comment fait-on si I'on veut montrer que lim X, =

M presque sirement 7 Comme vous ’avez deviné, on montre lim X, > M
n—-+o0o

presque sirement, puis lim X, < M presque sirement Comme la suite
n—-+o0o

lim {X, > M — ¢} est monotone en ¢, on a
n—-+00

{ Im X, >M}=0Noeg: lim {X,>M—c} (9.8)

n—-+o0o n—-+o0o

[’avantage est que l'intersection est maintenant dénombrable. Or, on a le
résultat classique trés utile suivant :

Théoréme 96. L’intersection d’une famille dénombrable d’événements est

de probabilité 1 si et seulement si chacun des événements est de probabilité
1.

Démonstration. Soit D un ensemble d’indexs dénombrable. (A,,),ep une fa-

mille d’événements indexée par D. On pose A = ﬂD A,,. Pour tout n,
ne

A C A,, donc P(A) < P(A,). Ainsi si P(A) = 1, on a pour tout n € D
P(A,) = 1. Réciproquement, on a

P(A) = P( U A°)

neD "

< > P(AY)
neD
< 0
neD
Donc P(A) =1 —P(A°) =1—-0=1. O

Pour prouver que lim X, > M presque sirement, il suffit donc de
n—-+00

prouver que Ya < M P( lim {X,>a})=1

n—-+4o0o
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De la méme maniére, on voit que pour avoir lim X, < M presque
n—-+o0o

strement, il suffit donc de prouver que Va > M P( lim {X, <a}) =1,

n—-+o0o

on de maniére équivalente que Va > M P( lim {X, >a})=0.

n—-+oo
On peut donc énoncer le théoréme suivant

Théoréme 97. Soit X,, une suite de variables aléatoires et M un réel. On
suppose que

1.V a<M P( lIim {X,>a})=1

n—-+o0o

2.¥ a>M P( lim {X,>a})=0

n—-+o0o

Alors

lim X, = M presque siirement.
n—-+00

Le théoréme suivant trés important en est une application directe

Théoréme 98 (Critére fondamental de convergence presque-siire). La suite
de variables aléatoires X,, converge presque stirement vers la variable aléatoire
X si et seulement si

Ve>0 P( Tim {|[X.— X|>e}) =0.

n—-+0o00

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le lemme précédent a la suite de variables
aléatoires (| X,, — X|)n>0, avec M = 0 et a joue le role de e. O

9.3 Convergence en probabilité

Définition : On dit que (X,,) converge en probabilité vers X si

Ve>0 lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—-+0o00

9.3.1 Comparaison avec les autres modes de conver-
gence

Convergence dans L” et convergence en probabilité

Théoréme 99. La convergence dans LP (p > 1) implique la convergence en
probabilité

Démonstration.

E||X, — X]|/?
P(IX, — X|| > &) = B(1X, — X[P > o) < A X
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Convergence presque siire et convergence en probabilité

Théoréme 100. La convergence presque sire implique la convergence en
probabilité.

Démonstration. Soit € > 0. D’aprés le théoréme U3, on a

P( Tim {|Xn - X[>¢e}) =0.

n—-+o00

Or, d’aprés le théoréme de continuité séquencielle décroissante, on a

P( T {IX.—X|2ch)= lim P( U {|Xi—X|>e})

n—+4oo n—+oo

Comime

0 <P(X,— X| 2 ) SP( U {|Xy— X| 2 ¢}),

on en déduit que

lim P(X, — X|>e¢)=0.

n—-+4o0o

Comme ¢ est quelconque, on peut dire que X,, converge en probabilité vers
X. O]

9.3.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme 101. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires de méme loi,
admettant un moment d’ordre 2 et deux & deux non corrélées.
On pose

- 1
Sn == E Xk et Mn = —Sn.
n
k=1

Alors

2
1. M, ., EXqy. On dit que M, converge en moyenne quadratique vers

n—+4o00

EX,.
2. Et donc M,, —~ EX,.

n—-+o0o

Démonstration. EM, = %ESn = % > EXy = %nEXD = EX,. Par consé-
1

k=
quent E|M,, — EXy|? = Var M,, = #Var S,,. Comme les X sont 2 & 2 non
corrélées, on a

Var S, = ZVaer = n Var X;.
k=1

On a donc

X
E|M, — EXy|* = Var M,, = Yar L (9.9)

n

qui tend bien vers zéro.
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9.4 Lemmes de Borel-Cantelli

9.4.1 Premier lemme de Borel-Cantelli
Théoréme 102. Soit (A,)n>1 une suite d’événements observables. Si la série

de terme général P(A,) est convergente, alors P( lim A,)=0.
n—+0o0o

Démonstration. On pose B, = kg Ay. la suite (B,,) est décroissante, et
>n

l'intersection des (B,,) est, par définition, lim A,. D’aprés le théoréme de
N—r=+00
continuité séquentielle décroissante, on a donc

0<P( Iim A, = lim P(B,).

n—+o0 n—+400

P(B,) =P( U A;) < P(Ax) =y

k>n k>n
Comme 7, est le reste d’ordre n d’une série convergente, 7, est de limite

nulle, et donc, par comparaison P( lim A4,) = 0. O
n——+0o0

9.4.2 Deuxiéme lemme de Borel-Cantelli

Le deuxiéme lemme de Borel-Cantelli est une espéce de réciproque du
premier, dans le cas ou les événements considérés sont indépendante. Ici, on
choisit de présenter d’emblée une généralisation du deuxiéme lemme de Borel-
Cantelli, die & Erdos et Renyi (1959). Le théoréme classique s’en déduira
aisément.

Théoréme 103 (Erdoés-Renyi). Soient (A, )n>1 une suite d’évévements.

On pose
n +oo
Nn = ZﬂAk et N = ZﬂAk
k=1 k=1
mn, =Y P(A) = EN,
k=1
Ona lim A,={N=+oo}.
n——+00
Si
. . Var N,
lim m, = +o0 et lim >— =0,
n—-+00 n—+oo0 My
alors
P( lim A,) =1

n—oo



132 CHAPITRE 9. CONVERGENCE PRESQUE SURE

Démonstration. Pour m,, > a, on a

P(N <a) < P(N, <a)

Var N,

< P(|Nn—mn|2mn—a)§m

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que
Vae N P(N <a)=0.
Ainsi

P(N < 400) =P( lim T {N <a})= lim P(N <a)= lim 0=0.

a——+00 a—+00 a——+o00
[

Théoréme 104 (2% lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,),>1 une suite

1
d’événements indépendants. Si la série de terme général P(A,) est diver-

gente, alors P( lim A,) = 1.

n—-+o0o

Démonstration. On va appliquer le théoréme précédent : comme les (Ag)x>1
sont indépendants, leurs indicatrices sont des variables aléatoires indépen-
dantes, et donc

Var N, = > Varly, = Y P(Ap)(1—-P(A4;) < > P(Ax) =m,
=1 =1 =1

+o00
Ainsi Y2¥e — L Comme lim m, = Y P(4;) = +oo, le résultat
Mn mn n—+oo k=1

s’ensuit. ]

Exercice : La conclusion du 2¢™¢ lemme de Borel-Cantelli reste-t-elle
vraie si 'on suppose seulement que les (Ag)g>1 sont deux a deux indépen-
dants ? Que les (Ag)x>1 sont négativement corrélés??

Théoréme 105. Soit (X,,)n>0 une suite convergeant en probabilité vers X.
Alors, il eziste une sous-suite X, telle que X, kp'—s'> X..
—00

Démonstration. On pose ng = 0, puis, pour £ > 1 :

1 1
n = inf{n > ni_1; P(| X, — X| > E> < %}

A k fixé, P(|X,, — X| > 1) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, donc on a
bien pour tout k : ny < +o0.
Maintenant, on a pour tout £ > 0 :
1 1
P([Xn, = X2 2) < o5

1. c’est & dire que P(A4; N A;) < P(A;)P(4;) pour i # j
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Comme la série de terme général converge 2%, le premier lemme de Borel-
Cantelli nous permet d’affirmer que

P( T {|Xa, — X| > 1)) =0

k—o0

ce qui est équivalent
. 1
P( lim {|X,, — X[ <)}) =1,
k—oo k

ce qui veut dire que pour presque tout w, il existe un ko(w) tel que

B2 ho(w) = X, () — X(@)] < 7.

ce qui implique bien stir que X, (w) tend vers X (w) pour P-presque tout
w. O

9.5 Loi forte des grands nombres

9.5.1 La loi forte des grands nombres

Théoréme 106. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires deuzr o deuz

indépendantes, de méme loi . On suppose que i admet un moment d’ordre

1. Alors
X1++Xn p.s.

n n—-+oo

> ]EXl

9.5.2 Probabilités et fréquences asymptotiques

Théoréme 107. Soit (A,)n>0 une suite d’événements observables indépen-
dants de méme probabilité p. Pour w dans ['univers @ On note N,(w) le
nombre d’événements qui sont réalisés parmi Ay, ..., A,. Ainsi, on a

& 1
No=) 1l et fr= ~Ny.
k=1

Alors il existe un événement observable Q C Q avec P(Q C Q) =1 et
VweQcQ folw)—p.

Démonstration. 11 suffit de poser X = 1, et d’appliquer le théoréme I0UB.
X}, admet bien un moment d’ordre 1 car 0 < X;, < letlonaEX; = P(4;) =
p. 0

9.6 Exercices sur la convergence presque siire

1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

2., 2
la loi N'(m,o?). Montrer que la suite ~1—+tXn

stirement et déterminer sa limite.

convergence presque
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. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires identiquement distribuées

telle qu’il existe a > 0 avec Eexp(a|X;|) < +o0.
Montrer que

Xy
lim = = 0.
n—+oo (Inn)z

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
une loi exponentielle de paramétre 1.

Xn

Inn-”

lim
n—-+0o0o

Calculer

. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la

loi (0, 1).
a) Calculer Iim —2Xz—.
( ) n—l>r—|r-100 Vv2Inn

(b) On se donne maintenant une deuxiéme suite (Y,,),>1 de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi A(0,1), cette deuxiéme
suite étant indépendante de la premiére. Comparer

TR S CRR rf CCati)
—_— — -
n—l>r-&I-1<>o 2lnn n—1>IJIrloo V2Inn n—l>I—ir-loo V2Ilnn

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n, X,, suive une loi binomiale B(n, —rgs ). Déterminer I'en-
semble des valeurs d’adhérences de la suite (X,,)

Soit p € [0, 1] et (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0,1]. On note 7,, le nombre de fois ou le
graphe associé a (U,) coupe la droite d’équation y = p avant le temps
n. Dans notre exemple, p = 0.4 et T5g = 8.

1 T T

trajectoire
y=rpr
0.8 + i
0.6 + i
0.4
\_—
0.2 + i
0 1 1 1 1
) 10 15 20

Montrer que L= converge presque sirement et déterminer la limite.

n
n
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7. Soit (X,)n,>1 une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépen-
dantes de paramétre 1/2. On pose

2+ X, 1
ALI_’( 1 24—%;)

An:Mann_lx...ngMl.

et

(a) Montrer que la suite (det An)l/ " converge presque siurement et
déterminer la limite.

(b) Soit (z,y) € R*\{(0,0)}. On pose

Montrer que

V12 siz4+y#0

n—-+00

2 i =0
Ial " {f ity

8. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n,
X, suive une loi de Poisson de paramétre \,, ou (\,),>1 est une suite
tendant vers 0 en l'infini. Montrer que la suite (Y},),>1 définie par Y,, =
XX, ... X, est nulle & partir d'un certain rang.

9. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n,
X, suive une loi de Poisson de paramétre \,, avec

+0o0
S A < o0
n=1

Montrer que la suite (X,,),>1 est presque sirement bornée.

10. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n, X, suive une loi de Poisson de paramétre \,, avec

An = o(Inn)

Montrer que la suite (Y},),>1 définie par Y,, = X;X,... X, est nulle a
partir d’un certain rang.

11. Soit (X, )n>2 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que
pour tout n, X, suive une loi de Poisson de paramétre 21Inn. Montrer

que
XoX,. . X, =, )V avecprobabilité p
n—+oo | +00 avec probabilité 1 — p

ou p €]0,1].

12. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées avec E|X;| = 4o00.

| X
n

(a) Soit a > 0. Montrer que lim

n—-+4o0o

> a p.s.
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(b) On pose S, =Y ,_; Xs. Montrer que sup % = 400 p.S.
13. Un raffinement de Erdds-Renyi B

+oo
(a) Soit (A,)n,>1 une famille d’événements telle que > P(A4,) =
n=1
+00. On pose S, = > ;_, 14,. Montrer que

— . ) Var S,

P( n1_1>1.|1_100 Ay)>1—6, oub nl_l)_riloo (ESn)Q
(b) Soient o > 0 et (ny)r>1 une suite d’entiers strictement positifs
tels que limy, o 7 = a. Soit (By)r>1 une suite d’événements
indépendants, avec P(By) = 1/ny. On pose Ay, = By si k est entre
1 et ny, Ay, = By si k est entre ny + 1 et ny +no, Ay = Biy18i k
est entre ny +ny + -+ +n; et ny +no + -+ + n; 1. Montrer que
dans ce cas 0 = a/2. En déduire que 6 peut prendre des valeurs
finies arbitrairement grandes (ce qui veut dire que la minoration

est trés mauvaise).

14. Lemme de Kochen-Stone

(a) Soit X une variable aléatoire de carré intégrable et d’espérance
strictement positive. Montrer que pour tout A €0, 1],

(EX)

P(X > ME[X]) > (1 — A)ZIE[XQ] :

(Ce n’est pas une conséquence de l'inégalité de Tchebitchev.)

(b) Soit B, une famille d’événements. Montrer que

P( lim Bp)> Im P(B,).
n——+00 n——+0oo
+o00
(c) Soit (Ap)n>1 une famille d’événements telle que > P(A,) =
n=1
+00. On pose S, = > ;_, 1a,. Montrer que
— (ES,)?

P( lim A,) > 1
(lim A= I oy

(d) Comparer avec le résultat de 'exercice précédent.

15. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées, avec P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. On pose S,, =
Xi+-- -+ X,,. On rappelle les résultats suivants qui ont été vu en cours
ou en exercice :
~ On a ’équivalent en Uinfini P(Ss, = 0) ~ \/%

— pour tout A € Q = Q1 ((Si)i>n), on a P(A) = 0 ou P(A) =1

(c’est une application de la loi 0 — 1 de Hewitt et Savage).
A la lumiére de ces résultats et du lemme de Kochen-Stone vu a I'exer-
cice précédent, montrer que

P(S5,2 = 0 pour une infinité de valeurs de n) = 1.



Annexe A

Indications

A.1 Exercices sur les limites supérieures et in-
férieures

1. On rappelle que tout sous-groupe additif de R est dense dans R ou de
la forme aZ, a > 0. 1l en résulte notamment que {n+2mmx ; n,m € Z}
est dense dans R.

2. On peut faire la remarque simple suivante, trés utile dans les problémes
d’inf et de sup : pour a,b dans R

(a=0b) <= (VxeR (x>a) < (y>a)).

3. On peut utiliser le résultat de la premiére question de I'exercice précé-
dent.
4. (a) A partir d'un certain rang, a, ...et b, ...donc a, + b, ...
(b) On pourra comparer ensemble des valeurs d’adhérence de (b,,) et
I'ensemble des valeurs d’adhérences de (a,, + by,).
5. Suites sous-additives (lemme de Fekete)

(a) Commencer par remarquer que Ugpi, < Ug, + U, puis procéder
par récurrence sur 7.

(b) Commencer par montrer que pour tout &, lim o sk,
n—-4o00

(c) inf =< lim ® < lim o

n—+00 n—+00 n——+00
(d) On pourra considérer u,, = log ||| A"|||.
(e) On pourra considérer u,, = log |A,| et construire une injection de
Anyp dans C A, X A,
6. Pour n assez grand, (1 —¢)a < (a,)" < (1 +¢)a.
7. Commencer par montrer que la série de terme général uy diverge. A
partir de 14, on peut remarquer que pour tout ig
N

N
1= NETOO Z(Z uk)_l/n’

i=ip k=i
ce qui donnera les inégalités sur les limites inférieure et supérieure de
la suite.
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A.2 Exercices de théorie de la mesure

1.

(a) Remarquer que {f < g} = U, {f < x < g} et utiliser la séparabi-
lité de R.

(b) Que signifie “A = B” presque partout ?

. Pour les deux premiéres questions, relire le cours, le résultat est %.

Pour la deuxiéme question, penser aux sommes de Riemann.

Pour la deuxiéme question, on pourra d’abord observer que certaines
des conditions des axiomes sont vérifiées sans hypothése supplémentaire
sur f.
On procédera par double inclusion. On rappelle que si C C D, o(C) C
o(D).
Q est dense dans R, ainsi chaque réel est limite d’une suite croissante
et d’une suite décroissante.

(a) Exprimer C en fonction de A, et As.

(b) Exprimer B en fonction des (A,)pep-

. Pour F fermé de E, on pourra considérer la fonction dp(x) = inf{d(x,y);y €

F}.

. Traiter le cas ou g est une indicatrice, puis une fonction étagée, puis

une fonction positive,. ..
Support d’une mesure sur R?

(a) On rappelle que si z € A, tout ouvert contenant x contient un
élément de A.

(b) On pourra montrer que pour tout y € O, in existe z € Q%d et
r € Qf avec {z} C B(y,r) C O.

(c) Considérer la réunion de tous les ouverts de mesure nulle.

A.3 Premiers exercices de probabilité

1.

3.

4.

On pourra commencer par remplacer un seul élément de la famille par
son complémentaire.

Remarquer qu’'une union dénombrable d’événements est de probabilité
nulle si et seulement si chacun est de probabilité nulle.

(a) Remarquer qu’aucun entier n’a une infinité de diviseurs premiers.

(b) On pourra remarquer que

1 N
(I==)"2= > p",
Di k=0

N+1

ou N est choisi tel que p;' ™" > p,,.
(c) Utiliser la continuité séquentielle décroissante.
(d) Utiliser le résultat de I'exercice précédent.
(e) Reprendre la preuve de (c).

Utiliser la formule de Bayes.
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5. (a) On numérote les mathématiciens, et & chaque mathématicien, on
asocie le numéro du propriétaire du chapeau qu’il prend

(b) On pourra utiliser le principe de partition.
(c¢) Quel est 'endomorphisme réciproque ?
(d) Relire les résultats précédents

(e) On pourra remarquer que la série est alternée.

6. Calcul probabiliste de la formule de l'indicatrice d’Euler

(a) Ay =dNNQ,.
(b) On déterminera un entier d tel que N}_; A4, = Aq.

(¢) On remarquera que deux nombres sont premiers entre eux si et
seulement si ils n’ont pas de diviseur premier commun.

(d) Deux méthodes sont possibles : utiliser la formule du crible (for-
mule de Poincaré) ou utiliser le résultat de I'exercice 1. Cette der-
niére méthode est utilisée dans le sujet du capes 2003.

7. Commencer par choisir clairement I’espace €.

8. On pourra conditionner par la valeur prise par l'ensemble des trois
nombres tirés au sort.

9. (@) Q={(z1,.. ., Tagp) €{i; 7} P x 1+ Fa0p=0ai +bj }est
un choix possible.

(b) Sil'on note I = { le graphe coupe la diagonale.}, on pourra mon-
trer que

P(IN{A gagne le premier échange}) = P(IN{B gagne le premier échange}).

10. Faire en sorte que le résultat soit nul.
11. Valeurs d’adhérence de la suite o(n)/n
(a) On pose ng =0, sp = 0, puis pour k >0 :
N1 = inf{n > ng; sp + w, <L} et Spp1 = S + Un,, -

(b) Utiliser la formule donnant ¢(n)/n en fonction de ses facteurs pre-
miers et utiliser la divergence de la série des inverses des nombres
premiers.

A.4 Premiers exercices d’intégration

1. On note f,; la fonction affine par morceaux, valant 1 avant a, 0 aprés
b. On peut remarquer que Ij_c o) < foat1/m < Do ,as1/m]-

2. Utiliser la transformation d’Abel.

3. On pourra montrer qu’il existe une constante A telle que g < A|f|.

4. (a) Pour tout ¢t dans R, on pourra montrer que ’événement {Y < ¢}
est mesurable.

(b) Utiliser le fait que T" préserve la mesure p.

(c) On pourra montrer que Y (z) = Z(x) pour u presque tout x.
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d.

6

7.

8

9.

10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

ANNEXE A. INDICATIONS

(a) Veérifier les axiomes.

(b) Commencer par le cas ou f est étagée.
Utiliser le théoréme de convergence monotone.
Utiliser le théoréme de convergence dominée.

On pourra prendre A = {f > 0}.
(a
(b
(c
(a
(

On pourra démontrer que pour n > 1, 0 < w <1l+4zx.
(I+z)"> ...

1+nz 3
POllI' n Z 3, (1+$)" S (1+$)2‘

Procéder par récurrence.

b
(c

Faire un développement en série.

)
)
)
)
)
)

On peut développer avec la formule du binome d’une part, d’autre
1

1

part remarquer que / (1 —2)"In(z) do = / 2" In(1l — z) du.
0 0

Une intégration par partie donne alors le résultat, pourvu que la

primitive soit choisie judicieusement.
Remarquer que logz + i > 0 et développer €” — 1 en série.

Développer en série et utiliser le théoréme de convergence dominée.

—x

1 __ e
On pourra remarquer que w1 1=

On pourra remarquer que |(mlli%)2| < 2(xlogz)? sur [0,1], développer
en série. Le calcul des sommes requiert des intégrations par parties.

Fonction T’
Pour l'existence, séparer les problémes en 0 et I'infini. Ensuite, intégrer
par parties.

Intégrales de Wallis

(a) cos? =1 —sin? et intégrer par parties.

(b) Calculer WyW;.

Calcul de l'intégrale de Gauss

(a) Appliquer le théoréme de convergence dominée.
(b) Faire (au moins)un changement de variable

Calcul de T'(1/2)
Faire (au moins)un changement de variable.

Formule de Stirling
(a) On pourra écrire f;;oo e dr = j:roo(x + n)ne” ) dg,
(b) Remarquer que I'(n+1) ~ f02n x™e~ " dx, puis faire un changement
de variables affine.

(c) On traitera séparément suivant le cas ot z > 0 ou < 0. Dans les
deux, on pourra penser a un développement en série.
)

(d) Utiliser le théoréme de convergence dominée.
Fonction T (suite)

(a) Procéder par récurrence
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1 _ e "
(b) On pourra remarquer que —— = %=

(¢) Faire un changement de variable

(d) Développer le cosinus en série entiére. Faire attention pour inter-
vertir la somme et I'intégrale.

21. (a) La convergence se montre classiquement a 'aide d’une intégration
par partie. Pour la divergence, on pourra par exemple noter que

(n+D)7 | t (n+3/4)7 | o ¢ 5
/ ’Sl;lHdtZ/ |Sm‘|dt> V2
n (

n+1/4)m i T 4dn+3 '

™

(b) Voir les théorémes généraux de régularité du cours

(c) 1l faut montrer que F est continue en 0. En réalité, ¢a ne coute
pas plus cher de montrer que F' est continue sur R,. On pouura
écrire

1 : +o00 :
t t
F(z) = / et dt+/ et 2L gt
0 t 1 t
1 : +o0
t oyl
= / e’mSli dt + Im/ L
o t ) ¢

Penser a une intégration par parties pour le 2e morceau.

22. Calcul d’intégrales liées auz intégrales de Fresnel

(a) Couper lintégrale en 2. La partie entre 0 et 1 ne pose pas de
difficulté ; pour le reste on pourra faire une intégration par parties.

(b) On pourra commencer par montrer que pour § > 0,

(0%

o(N) = (8) exp /5 O ),

T—Uu

(c) Poser au = z.
(d) Utiliser un théoréme de convergence dominée.
(e) Faire un changement de variables
23. Fubini est ton ami.
24. Tonelli aussi.
25. (a) Faire une intégration par parties.
(b) oui!
(c) i. Faire une intégration par parties.

ii. Pour le premier point, noter que ¥ est continue, de limite 1 en
Iinfini. Enfin, appliquer le théoréme de convergence dominée.

iii. On peut noter que W(z)/xz* est continue sur R*, avec des
limites finies en +o00 et en 0. Pour la derniére inégalité, on

pourra écrire

u? u? u?
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iv. Dans un premier temps, dominer |R)(x) — R(z)| par une fonc-
tion intégrable. Dans un second temps, pour A < 1, dominer
|Rx(xz) — R(x)| par une fonction intégrable ne dépendant pas
de .

(d) Utiliser le théoréme de Fubini.

(e) On pourra écrire

oo R)\<l') _ 1 R)\(JZ’) 4 +oo R)\(LZ')
o vr oo Jo V& oo i Vrl

le premier morceau se traite aisément par convergence dominée, le
deuxiéme nécessite une intégration par parties comme précédems-
ment.

1 . .
26. Calcul de ), 75 avec Fubini.
Une intégration en x pour commencer donnera

+oo 1

SV N -
! ;(2k+1)2

Pour intégrer en y, noter que 1+ 2zy +y* = (y +x)? + (1 — y?) et faire
y+zx

V1—22

27. (a) Utiliser une partition de 'espace R

le changement de variable u =

(b) On pourra montrer qu’il existe des constantes positives C' et D
telles que pour tout = avec ||z||2 > 1, on ait

C 1 D
_ < <.
[zlls — Ent(|lzfle)™ — [|2([5

(c) Le plus simple ici est de montrer que f est C' par des théorémes
généraux, puis de calculer la différentielle dans une direction don-
née.

(d) On pourra utiliser le théoréme de C*-difféomorphisme. Pour le cal-
cul de la différentielle, il pourra étre intéressant d’écrire la matrice
de Df, dans une base orthogonale bien choisie.

28. On pourra intégrer des fonctions par rapport a la mesure de comptage
et utiliser le théoréme de convergence dominée.

A.5 Exercices sur les lois des variables aléa-
toires

1. (a) Pensez a discuter suivant les positions relatives de n et k.
(b) Q est dense dans R.
(c) Utiliser le principe de partition
(d) Ecrire P(D) = 1, avec D bien choisi.
)

(e) Trivialiser la question !
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. Prendre X et Y deux variables indépendantes suivant chacune une loi

de Bernoulli de paramétre 1/2 et poser Z = | X — Y.
On prend 2 = {0, 1} x{0, 1}, ' = P(w) € = {(0,0), (0, 1)}, {(0,0), (1,0)}}.
P = %(50 +01) ® %(50 +01), Q = %(5(0,0) +0(1,1))

4. Traduire les événements considérés en fonction de Y

5. Poser x = AM et résoudre I'inéquation.

6. Dire que le maximum de n nombres ne dépasse pas x, c’est dire que

chacun ne dépasse pas .

Remarquer que 1 —m,, = max(l — Xy,...,1— X,,).

. A k fixé, il faut déterminer les valeurs de X qui sont telles que Y = k.

9. Représenter graphiquement les domaines considérés.

10.

11.

12.

13.

14.

(a) On pourra montrer que X est 7-mesurable, puis que les A, sont
o(X)-mesurables.

(b) On montrera que Pensemble cherché est {w € N; X (w) =2 x 3 x
5 x 11}.

(c) Le sens direct est le plus simple. Pour la réciproque, remarquer que
si A,, est T-mesurable, il doit contenir {w € N*; X (w) = X(n)}.

(d) On montrera que A, N A,, = Appn.

_ 2
(e) Remarquer que pour p assez grand 1 — p%s > e %,

(a) On pourra montrer que Q est la tribu de queue associée a la famille
(An)nz1-

(b) Un ensemble d’entiers est infini si et seulement si il contient au
moins un entier plus grand que n’importe quel entier fixé a 'avance.

Alinsi, on pourra montrer que pour tout ng, A= N U A
n>ng k>n

Pour la premiére formule, faire une intégration par parties; pour la
deuxiéme, procéder par récurrence.

f e a2 _a? ) . y .
On pourra écrire e~z = %(xe =) afin de procéder a une intégration
par parties.

_r

T, on doit trouver par exemple

Si on pose o = 2 arcsin

1—cosa a+sina

p:

4 2




144

15.

16.
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(a) On pourra remarquer que pour ¢ # j, X; — X; est une variable a
densité.

(b) Pour la premiére égalité, utiliser la question précédente ; ensuite
utiliser le théoréme de transfert.
(c¢) Appliquer le théoréme de Fubini.
(d) On pourra par exemple calculer P (1 y) sur des ensembles de type
|a, +o0[x]b, +00].
Commencer par calculer la fonction de répartition

A.6 Exercices sur les espérances

1.

Si X désigne le nombre de fois ot 'on a obtenu le nombre choisi, le
gain est X —Iy_o.

2. Une probabilité est I'indicatrice d’une espérance.

3. Interpréter le membre de gauche comme la valeur absolue d’une cova-

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

riance.
(a) On montrera que E(X — a)? — 0% = (m — a)?.
(b) Prendre a = @59,

Effectuer une transformation d’Abel.

. Appliquer le théoréme de transfert, et penser a la forme canonique des

polyndmes du second degré.

Appliquer le théoréme de transfert.

On pourra commencer par supposer que la loi est centrée (c’est a dire
que a+b = 0) et remarquer que | X —Y| < |X|+|Y|). On s’y raménera
dans le cas général.

Fonction de répartition, ou transformation : vous avez le choix!

On peut raisonner en termes de loi.

S’inspirer de I’exercice précédent et utiliser une transformation.
Appliquer I'exercice précédent.

Bien observer que X et Y sont indépendantes.

T

On pourra observer que l'application (z,y) — (\/T, y) réalise un C'-
y/n

difftomorphisme de R* x R’ dans lui méme.
Remarquer que tout se passe comme si (X,Y) suivait la loi uniforme
sur T = {(z,y) e REZ0 <y <x <1}
Si x et y sont solutions réelles de 2 — Sz + P = 0, alors |z — y| =

VS2 —4P

(a) Identifier la loi de S,, et appliquer le théoréme de transfert.

(b) i. Remarquer que [0, 1] est compact.

ii. Remarquer que
S, Sn
Bu)~f@)= [ HE)-p@aps [ fCH-f)ap

sj<e N |[al>e

En déduire que la suite des polynémes B,, converge vers f unifor-
mément sur [0, 1].
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17. Si on note C, I’ensemble des cases controlées par la dame 2, et C' =
d

'U1 C;, on peut minorer |C/| grace aux inégalités de Bonferroni. Dans un
1=

second temps, on remarquera que si ¢ est une bijecttion de I’échiquier
dans lui-méme, les ensembles C et ¢(C) se coupent dés que |C| > n?/2.

18. (a) On prendra Q = B,.({1,...,n}).

(b) Utiliser les relations entre 'espérance et la queue de distribution,
puis utiliser la relation de récurrence du triangle de Pascal.

19. (a) On pourra remarquer qu’une rotation est une application linéaire
isométrique.

(b) Remarquer que |[X — Y| = /2U.
20. (a) On trouvera comme variance b(0) 4+ 327 2b(i)(1 — i/n).

(b) Remarquer qu’une variance est toujours positive. On peut alors
par exemple appliquer le lemme de Fatou ou procéder de maniére
plus élémentaire.

21. Probabilité de retour en zéro au temps n d’une marche aléatoire symé-
trique

(a) Appliquer le théoréme de Tonelli et le théoréme de Fubini.

(b) Appliquer la question précédente a X = 2n et utiliser I'indépen-
dance des X;.

A.7 Exercices sur les espaces LF et L?

1. (a) Cherchez un peu plus...
(b) Découper R en intervalles de longeur 27.
(c) Utiliser des équivalents.
. Etudier d’abord la convergence ponctuelle.
. On pourra raisonner par ’absurde

. On pourra utiliser des sous-suites.

. Majorer \/|f? + ¢?| par une fonction intégrable.

2
3
4
5. Retrousser ses manches (ou équivalents).
6
7. Passer a l'intégrale de Riemann.

8

(a) Prendre X = [0,1] et pour p la mesure de Lebesgue sur [0, 1],
choisir ensuite f,, telle que f,(z) — 0 pour tout x € [0,1] et que
Pon ait [ f, =1.

(b) Pour p entier s’écrivant p = 2" + k, avec 0 < k < 2", poser

u, = 2. Ensuite, poser ¢,(z) = max(1 — 2|z],0) et finalement

fo(@) = @n(@ — un).
(c) Symeétriser ’exemple trouvé a la premiére question.
9. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
10. Utiliser I'inégalité de Holder.

11. (a) Utiliser 'inégalité de Holder.
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(b) i. Considérer 'intégrale f]o o JdA comme une intégrale de Rie-
mann.

ii. Remarquer que T'(f)(z) est bornée et décroit suffisamment
vite & 'infini.

iii. Remarquer que f(z) = T(f)(z)+2T(f)'(x) et faire une inté-
gration par parties.

iv. Cherchez un peu plus. ..

v. f=ft—f".

(¢) i. Pour le premier point, on pourra utiliser I'inégalité de Holder.

ii. Utiliser la densité des fonctions continues a support compact

dans LP.
|/

q
12. Considérer la suite (g,,) définie par g, = T]l{mgn} sur {|f| > 0} et
gn = 0sur {f =0}) .

A.8 Exercices sur la convolution et la transfor-
meée de Fourier

1. Sia=0o0ub=0, alors ab = 0.

2. (a) Pleins de calculs en perspective. On conseille de commencer par
exprimer [ exp(—p(z)) dz en fonction de A, B, C, lorsque p(z) =
Ar? + Bz + C et A> 0.

(b) Commencer par identifier les points ou la convolée est nulle
3. (a) 1—2?>1—xpour 0 <z <1,

(b) On pourra montrer que pour tout ¢ €]0, 1],
4(1 = &)

n

o kn(a) = f(2) < [ flloo + wy(6)-

(c) On pourra montrer que

1 12
f*ky(z) = —/ (1—(z—t)2)" f(t) dt.
an J_1/2
(d) On pourra commencer par le cas ot a = —1/4 et b= 1/4.

4. (a) Pour éviter d’oublier des cas, se souvenir que le support de la
convolée est inclus dans la “somme” des supports; la parité peut
également permettre de simplifier des choses. ..

Remarquer que f™)™ est positive.

=

—~
o
N NG N NG NS N

Procéder par récurrence.

&

Sil'on pose g = lg*l _ g, on peut remarquer que g(z) = [, Tlgdp.
Remarquer que si g(z) #0, v € E — E.

Ah bah non! Vous I'avez déja eue, I'indication.

=3

Reéduire A dans une base orthonormale.

~ o~ o~ —
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(a) On pourra remarquer que la transformée de Fourier est injective
dans L'(R"™))

(b) Utiliser la transformation de Fourier et une fonction bien choisie.
On pourra utiliser la formule d’inversion.

On pourra utiliser la formule d’inversion.

A.9 Exercices sur la convergence presque sire

1. Appliquer la loi des grands nombres

10.

11.

12.

13.

Pour tout € > 0, appliquer le lemme de Borel-Cantelli aux événements

Xn
{(hm) T > e}
Discuter en fonction de A la nature de la série de terme général
X
P(—= > A).
(lnn )

S’inspirer de l'exercice précédent en utilisant un équivalent pour la
queue de la gaussienne.

Pour une suite a veleurs entiéres, les valeurs d’adhérences sont les va-
leurs qui sont prises une infinité de fois.

On aT, =3 Ly, ,<pafu.<py- On pourra découper T, en deux
sommes de variables aléatoires indépendantes.

(a) Passer au logarithme.

(b) Ecrire M, sous la forme M, = PD,P~! et introduire la norme
2]l = | P~ 2| oo-

. On pourra remarquer que pour tout entier n, '’événement “(Y},),>1 est

nulle & partir d’un certain rang” contient 1’événement {X,, = 0}.

On pourra montrer que X,, € {0,1} & partir d’un certain rang.

n

On pourra montrer que P(Y,, # 0) <exp(— > exp(—Ax)).
=1

On pourra montrer que (X,,),>2 ne prend la valeur 1 qu’un nombre fini
de fois. Enfin, on montrera que

1 +oo 1
—p= 1——).
p nl;lz( nQ)

(a) Utiliser le lemme de Borel-Cantelli et le lien série-intégrale.

X
(b) On pourra commencer par montrer que Sup ‘n—n‘ = +00 p-S.
n>1

Un raffinement de Erdos-Renyi

(a) S’inspirer de la preuve d’Erdés-Renyi.

(b) On commencera par montrer que

Var S;,, -
(ESt )2 = m Z(nk - 1)7
N k=1

ofltN:n1+---+nN.
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14. Lemme de Kochen-Stone
(a) Sion note A={X > AE[X]}, on pourra noter que

E[X] = E[X14] + E[X14] < (E[X?]P(A))Y? + AE[X].

(b) Utiliser le lemme de Fatou.

(¢) On pourra remarquer que pour tout A €]0, 1],

{ Tim A,}D{ lim {la, > \P(A4,)}}.

n——+o0o n——+o00

(d) Avec les notations de I’exercice précédent, on trouvera finalement

P( lim A,) >
n—+0o00
plus fin que Erdos-Renyi. C’est surtout plus intéressant lorsque

0 € [1,400], ce qui est possible d’aprés la derniére question de
I’exercice précédent.

ﬁ > 1 — 6. Ainsi Kochen-Stone est toujours

15. Il faut vérifier que I’événement est dans Q, puis montrer grace a Kochen-
Stone qu’il a une probabilité strictement positive.

Il sera intéressant de remarquer que pour k£ < £, on a

]P)(Sgp = 0, S2k2 = 0) = ]P)(SQk?:O)P<S2(Z27k2) = 0)
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