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Introduction générale

Espaces symétriques et espaces a symétries

La notion d’espace symétrique a été introduite dans les années 20 par le mathématicien Elie
Cartan (1869-1951) : il définit les espaces symétriques (riemanniens) comme étant des variétés
riemanniennes possédant un “gros” groupe d’isométries. Plus précisément, on demande qu’en
chaque point x de la variété, la symétrie géodésique s, soit une isométrie.

Il y a actuellement plusieurs définitions de la notion d’espace symétrique (essentiellement
équivalentes).

Par analogie avec la définition des espaces riemanniens symétriques, un espace symétrique
peut étre défini comme étant une variété M munie d’une connexion affine V pour laquelle la
symétrie géodésique s, se prolonge en un automorphisme de (M,V), en tout point z de la
variété.

Un espace symétrique peut également étre vu comme le quotient d’un groupe de Lie G
muni d’une involution ¢ par un sous groupe fermé H, sous-groupe contenu dans le sous-groupe
G des points fixes de G sous ¢ et contenant sa composante connexe. On appelle ces espaces
symétriques des espaces symétriques homogénes.

Le point de vue de Loos sur les espaces symétriques est sensiblement plus algébrique. Il
introduit tout d’abord la notion d’espace a symétries : un espace a symétries est une variété
M munie d’une application “produit”, i.e. d’'une application lisse

w: MxM — M

vérifiant les trois axiomes algébriques suivants, pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de M :

(S1)  plz,z) ==
(S2)  p(z, p(z,y)) =y
(S3)  wlz, uly, 2)) = p(p(z,y), p(z, 2)).

Si on pose s, (y) = pu(x,y), les deux premiers axiomes traduisent le fait que les applications
s, sont des involutions admettant x pour point fixe, le dernier axiome peut s’écrire sous la
forme

SzSySz = Ss,(y)»

ce qui traduit le fait que 'ensemble des applications s, est stable par conjugaison. Les appli-
cations s, sont les symétries de I'espace & symétries M.

Un premier exemple trés simple d’espace a symétries est donné par le plan R? muni des
symétries axiales suivantes : si A est un point du plan, s4 est la symétrie orthogonale par
rapport a P'unique droite verticale passant par A. On obtient également un espace a symétries
en munissant le plan des symétries ponctuelles.



Loos définit ensuite les espaces symétriques comme étant des espaces a symétries possédant
une propriété topologique supplémentaire : un espace & symétries est un espace symétrique si
et seulement si ses symétries s, possédent x comme point fixe isolé. Dans les deux exemples
précédents, il est clair que le plan muni des symétries ponctuelles est un espace symétrique
alors que le plan muni des symétries par rapport aux droites verticales n’est qu'un espace a
symétries.

Tout espace symétrique homogéne G/H, avec involution o, est un espace symétrique (au
sens de Loos) : le produit est donné par

p(xH,yH) = zo(z ™" y)H.

Réciproquement, Loos démontre que tout espace symétrique connexe est un espace symé-
trique homogeéne connexe. Plus précisément, dans l'article [18], il établit que tout espace a
symétries connexe est isomorphe, en tant qu’espace & symétries, & un fibré homogéne sur un
espace symétrique homogéne connexe.

Prenons 'exemple d’un groupe de Lie G. Cette variété peut étre munie d’une structure
d’espace symétrique pour laquelle le produit est décrit par

p(z,y) = oy~ 'z

En tant qu’espace symétrique, G est isomorphe a 'espace symétrique homogéne G'x G /diag(G x
G), 'involution o étant définie par

a(g,h) = (h,g),
et laction de G x G sur G étant donnée par
(g,h).x = gzh™*.

Dans ce travail, nous reprenons le point de vue de Loos. Cependant, afin de pouvoir travailler
sur des variétés de dimension quelconque sur des corps ou anneaux topologiques généraux
(avec le calcul différentiel introduit par W.Bertram, H.Glockner et K.-H.Neeb dans [2]), nous
remplagons le dernier axiome des espaces symétriques (pour tout x, z est point fixe isolé de s,,)
par 'axiome suivant : pour tout point x, on demande que la différentielle en x de la symétrie
sz soit égale a 'opposé de 'application identité, c’est ’axiome

<S4) Tx(sz) = —IdeM,

qui, dans le cadre de la dimension finie sur les corps R ou C est bien équivalent & ’axiome
précédent, en vertu du théoréme d’inversion locale.

Systémes triples de Lie

La version infinitésimale d’un espace symétrique est une algebre ternaire (espace vectoriel
ou module muni d’une application produit trilinéaire) dont le produit triple, noté [., ., .], vérifie
les identités multilinéaires suivantes, pour tout quintuplet de vecteurs (z,y, z, u, v) :

(STL1) |[x,y,z] = —|y,x, 2]
(STL2) [:J:,y,z] + [y,z,x] + [vaay] =0
(STL3)  [u,v,[z,y, 2] = [[u, v, 2], y, 2] + [z, [u, v, 9], 2] + [z, y, [u, v, 2]].
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Un tel objet est appelé systéme triple de Lie. Si (M, V) est un espace symétrique (défini a
'aide de sa connexion affine V), le systéme triple de Lie de M s’interpréte grace au tenseur de
courbure R de V. Le systéme triple de Lie de M est I'espace tangent T,M en un point o de la
variété, muni du crochet

[1:7 Y, Z] = _Ro(gjv y)Z.

Pour reprendre 'exemple du groupe, si G désigne un groupe de Lie d’algebre de Lie (g, [.,.]),
la structure de systéme triple de Lie de I'espace symétrique G est donnée par ’espace vectoriel
g muni du crochet triple défini par

[2,9,2] = <[z, 4], 2]

4
Plus généralement, si (g, [.,.]) est une algébre de Lie munie d’une involution o (morphisme
involutif d’algebre de Lie), les deux sous-espaces propres de cette involution g et g~ sont des
sous-systémes triples de Lie de (g, [.,.,.]), ot [.,.,.] désigne le crochet triple défini par

[z, y, 2] = [[z, 4], 2].

On peut montrer que le systéme triple de Lie g~ est 'exemple générique : tout systéme triple
de Lie est isomorphe & un certain g~. En effet, si q est un systéme triple de Lie, introduisons
le sous-espace vectoriel [q, q] de End(q) engendré par les applications du type

R(z,y): z — [z,y, z].

On peut alors munir l'espace g = q @ [q,q] d’une structure d’algébre de Lie pour laquelle
I'application o = —Idq ® Id[q q est une involution telle que g~ soit isomorphe a q en tant que
systéme triple de Lie. L’algébre de Lie g ainsi construite est appelée le plongement standard
du systéme triple de Lie q.

I1 est aisé de vérifier que 'application associant & une algébre de Lie avec involution (g, o)
le systéme triple de Lie g~ est une application fonctorielle. Soulignons en revanche le défaut de
fonctorialité du plongement standard. Le probléme qui se pose est un probléme de définition :
si f est un morphisme du systéme triple de Lie q dans le systéme triple de Lie q, 'application

'E q® [q, q] — q®[q,q]
e+ YN izl — f@)+ X ), £(2)]

semble bien étre un morphisme d’algébres de Lie. Se pose cependant le probléme de la licité
de la définition de cette application. En général, avec cette définition, I'image d’un élément X
de [q, q] dépend de son écriture sous la forme Zle[yi, zi], qui n’est en général pas unique (on
peut montrer que la définition est licite dans le cas particulier ou le plongement standard du
systéme triple de Lie q est une algébre de Lie semi-simple).

En dimension finie sur le corps des réels ou des complexes, la catégorie des espaces sy-
métriques connexes et simplement connexes est équivalente & celle des systémes triples de
Lie (résultat que 'on peut trouver dans [19]). La preuve de ce théoréme s’articule autour de
deux points. Premiérement, en utilisant le troisiéme théoréme de Lie, on peut montrer qu’a
tout systéme triple de Lie correspond un espace symétrique. Il reste alors & prouver que, sous
cette correspondance, tout morphisme de systémes triples de Lie provient d’un morphisme des
espaces symétriques associés.

Nous travaillons ici sur des corps ou anneaux généraux, sans hypothése de dimension. Nous
montrons, dans ce cadre, que toute algébre de Lie est associée & un groupe polynomial, qui,
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dans le cas ou les entiers sont inversibles dans I’anneau de base, est essentiellement isomorphe a
la structure de groupe formel donnée par la formule de Campbell-Hausdorff. Ce résultat permet
alors d’associer & tout systéme triple de Lie un espace symétrique polynomial. Nous montrons
que cette construction est fonctorielle : tout morphisme de systémes triples de Lie donne lieu
4 un morphisme des espaces symétriques polynomiaux associés.

Par la suite, nous nous intéressons & l'interprétation géométrique des représentations li-
néaires de systémes triples de Lie.

Représentations de systémes triples de Lie et d’algébres n-aires

Nous savons déja que toute représentation linéaire d’une algébre de Lie g sur un espace
vectoriel V' fournit une structure d’algébre de Lie sur I'espace vectoriel g ® V telle que la suite

{0} =V —gaV—g—{0}

soit une suite exacte scindée d’algébres de Lie. Si G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g et
F est un fibré vectoriel sur G de fibre V', muni d’une structure de groupe de Lie pour laquelle
I’algébre de Lie est donnée par g ® V, alors la projection de F' sur G et la section zéro de G
dans F' sont des morphismes de groupes. Désignons par fibrés vectoriels dans la catégorie des
groupes de Lie de tels objets géométriques. Réciproquement, étant donné un fibré vectoriel
dans la catégorie des groupes de Lie noté F', de fibre V, sur le groupe de Lie GG, on obtient une
représentation de ’algébre de Lie g = Lie(G) sur l'espace vectoriel V', donnée par

g.v = [g,v],

le crochet étant celui de lalgebre de Lie g @ V' = Lie(F).

Dans le cadre de la dimension finie sur R ou C, il y a donc correspondance biunivoque entre
les fibrés dans la catégorie des groupes de Lie et les représentations linéaires d’algébres de Lie.

Le premier probléme qui se pose est de comprendre la notion de représentation linéaire d’un
systéme triple de Lie. Les systémes triples de Lie et les algébres de Lie sont des algébres n-aires
(module muni d’un produit n-linéaire) vérifiant un certain nombre d’identités multilinéaires.
Pour ces types d’algébres, il existe une notion générale de représentation linéaire. Nous la
présentons en détail dans 'annexe B qui reprend le travail de Eilenberg (|10]). En particulier,
nous montrons que ’ensemble des représentations linéaires d’une catégorie d’algébres donnée
(définie par I'ensemble des identités multilinéaires annulées, comme les algébres de Lie ou
les systémes triples de Lie) est en correspondance biunivoque avec ’ensemble des extensions
inessentielles intégrables de la méme catégorie d’algébres. Nous désignons ici par extension
inessentielle intégrable toute suite exacte scindée

{0} -V —A0V — A — {0}

dans la catégorie d’algeébres donnée, vérifiant de plus la propriété suivante : tout produit de n
éléments de A &V est nul dés que plus d’un des n arguments appartient a V.

Fibrés symétriques

Etant donnée une représentation du systéme triple de Lie q dans ’espace vectoriel V', on
obtient alors une structure de systéme triple de Lie sur ’espace vectoriel q & V' pour laquelle
la suite

{0} =V —q8V—q—{0}
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est une extension inessentielle intégrable de systémes triples de Lie, V' étant muni de la structure
triviale de systéme triple de Lie. Si M est un espace symétrique de systéme triple de Lie q et F’
est un fibré vectoriel sur M de fibre V', muni d’une structure d’espace symétrique pour laquelle
le systéme triple de Lie est donné par q © V, nous savons que la projection canonique de F
sur M et la section zéro sont des morphismes d’espaces symétriques (ce qui correspond au
fait que la suite de systémes triples de Lie soit exacte et scindée). La derniére propriété (le
crochet de trois éléments du systéme triple de Lie q @ V est nul dés que deux de ses arguments
appartiennent a V') se traduit par le fait que 'application

(-1): F — F,

identiquement égale & —Id sur chacune des fibres de F', est un morphisme de I’espace symétrique
F.

Désignons par fibré vectoriel symétrique (ou plus simplement fibré symétrique) un tel objet
géométrique : plus précisément, un fibré vectoriel F' de fibre V' sur un espace symétrique M est
un fibré symétrique sur M si et seulement si F' est muni d’une structure d’espace symétrique
pour laquelle :

(FS1) lapplication (—1) : FF — F est un morphisme d’espace symétrique,
(FS2) la projection m : FF — M est un morphisme d’espaces symétriques,
(FS3) chaque fibre F,, en tant que sous-espace symétrique de F', est

un espace symétrique plat.

A chaque représentation linéaire de systéme triple de Lie est donc associé, en dimension
finie sur R ou C, un fibré symétrique.

Réciproquement, étant donné un fibré symétrique F' sur l'espace symétrique M, de fibre
V', nous montrons que le systéme triple de Lie de F' provient d’une représentation linéaire du
systéme triple de Lie de M dans I’espace vectoriel V.

Dans le cadre de la dimension finie sur R ou C, il y a donc une correspondance biunivoque
entre les représentations linéaires de systémes triples de Lie et les fibrés symétriques.

Nous établissons une correspondance analogue dans le cadre général (dimension quelconque
sur un corps ou un anneau), en remplacant les espaces symétriques par des espaces symétriques
polynomiaux, et en définissant une notion adaptée de fibré symétrique polynomial.

Nous étudions ensuite les propriétés géométriques des fibrés symétriques, montrant en par-
ticulier qu’a chaque fibré symétrique F' est associé une structure d’espace a symétries sur F' et
une connexion d’Ehresmann sur TF'.

Le fibré tangent

Un premier exemple naturel de fibré symétrique est donné par le fibré tangent. En effet, si
(M, 1) est un espace symétrique, le produit Ty munit la variété TM d’une structure d’espace
symétrique : les propriétés (S1),(S2), (53) vérifiées par le produit p s’écrivant sous forme de
diagramme commutatif, en appliquant le foncteur tangent, on récupére les mémes identités
pour le produit T'u. Enfin, la propriété (S4) et les propriétés (F'1), (F2), (F'3) sont vérifiées en
utilisant la formule explicite

Tip.q) (v, w) = Tysp(w) + Tprg(v),
dans laquelle s, et 7, désignent les applications partielles du produit p :

sp(q) = 1¢(p) = p(p; q).
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Un des intéréts du calcul différentiel développé sur des corps ou anneaux généraux par
W.Bertram, H.Glockner et K.-H.Neeb, est de pouvoir interpréter le foncteur tangent comme
un foncteur d’extension par les nombres duaux. Si M désigne une variété lisse sur 'anneau K,
alors TM est une variété lisse sur 'anneau tangent TK = K[X]/(X?) = Kle], ou ¢ est une
unité infinitésimale (ce qui signifie que €2 = 0). Si M est un espace symétrique sur I’anneau
K de systéme triple de Lie q, alors T'M est un espace symétrique sur I’anneau TK de systéme
triple de Lie q ®x TK, le crochet triple étant celui de q étendu par K[e]-linéarité.

Le fibré symétrique T'M correspond donc a la représentation linéaire fournissant 1’extension
inessentielle intégrable de systémes triples de Lie suivante :

{0} — eq—q®eq — q— {0}.

La question qui se pose alors est de savoir s’il existe sur le fibré T'M d’autres structures de
fibré symétrique. La question revient d’un point de vue infinitésimal & savoir si I’on peut munir
le module q & eq d'une autre structure de systéme triple de Lie pour laquelle la suite

{0} —eq—q®eq—q— {0}

soit une extension inessentielle et intégrable de systémes triples de Lie.

Nous répondons par l'affirmative & cette question dans le cas particulier ol le systéme
triple de Lie q admet une extension de Jordan, en construisant une seconde structure de fibré
symétrique sur T'M. Divers exemples sont ensuite traités. Nous n’avons en revanche aucun
résultat dans le cas général et ne savons méme pas s’il est possible qu’il existe plus de deux
structures de fibré symétrique sur le fibré tangent d’un espace symétrique quelconque.
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Chapitre 1

Intégration de certaines structures
algébriques

Nous associons & toute algébre de Lie g définie sur un anneau K une suite de groupes
(Gn(g))nen. Ces groupes sont des groupes polynomiauz au sens de [1]. En décrivant par géné-
rateurs et relateurs la structure de groupe de Gy, (g), nous mettons en évidence une action par
automorphismes du groupe symétrique d’ordre n. Le sous-groupe des points fixes sous cette
action, noté J,(g), est encore polynomial et nous pouvons former la limite projective Jo(g) de
la suite (Jy,(g))nen. Le groupe formel J(g) ainsi associé & g peut étre vu comme une géné-
ralisation du groupe formel associé a une algébre de Lie sur un corps de caractéristique nulle
par la formule de Campbell-Hausdorff. Une des suites naturelles de ce travail est de traiter
le cas des systémes triples de Lie. En utilisant le plongement standard d’un systéme triple de
Lie, les résultats obtenus précédemment permettent de construire une suite d’espaces symé-
triques polynomiaux (G, (q))nen associés au systéme triple de Lie q. Ces constructions sont
fonctorielles.

Les résultats de la section 1.2 font partie d’un article soumis ([9]).

11



CHAPITRE 1. INTEGRATION DE CERTAINES STRUCTURES ALGEBRIQUES

1.1 Introduction et présentation des résultats

Dans ce travail, nous décrivons une construction qui permet d’associer a toute algébre de
Lie g (sur un corps ou anneau K) une famille de groupes (G, (g))nen. Si K est un corps de
caractéristique nulle, alors G,,(g) est essentiellement isomorphe au groupe polynomial obtenu
par troncature en degré n de la formule de Campbell-Hausdorff. Cependant, notre approche
est beaucoup plus simple du point de vue combinatoire et présente en outre 'avantage d’étre
valable en caractéristique quelconque.

Introduisons les notations et définitions nécessaires pour énoncer les résultats obtenus.

Soit K un anneau commutatif unitaire. L’anneau quotient K[X]/(X?) est noté TK. Il est
isomorphe & 'anneau des nombres duaux sur K qui est le modéle algébrique du «fibré tangent
de K», donné par K[e] = K @ K avec €2 = 0 : le produit est décrit par

(x+ex)(y +ey) = ay +e(zy + 2'y).

Définissons par récurrence sur n Panneau T"K := T(T" 1K). Cet anneau peut étre décrit
par n générateurs €1,...,c, vérifiant les relations e;6; = €;¢; et 5? = 0 pour tous %, j. Ces
éléments sont appelés unités infinitésimales.

Remarquons alors que

T"K =K & @ K,
a€ly,
ou l'on a utilisé une notation multi-indice. Le symbole I,, désigne I’ensemble des multi-indices
d’ordre n, a valeurs dans {0, 1}, non nuls :

I, ={0,1}"\ {(0,...,0)}.

Le symbole £ désigne, pour « € I,,, le nombre infinitésimal [[* ; €.
De méme, si g est un module sur K, ’extension de g par 'anneau T"K est donnée par

gk T"K = g @ G,(g),

ou
Gn(g) :== @ %
acly,
est le noyau de la projection de g ®g 7K sur g.
Remarquons que si g est muni d’une structure d’algébre sur K, le module g ®x T"K est
naturellement muni d’une structure d’algébre sur T"K et G, (g) est alors un idéal, appelé idéal
d’augmentation de cette extension. En particulier, G, (g) est muni d’une structure d’algébre

nilpotente.

L’ensemble I, est muni de l'ordre lexicographique : on a (a;) < (;) si et seulement si il
existe j € {1,...,n}, tel que a; = 3; pour tout ¢ < j et oj < ;. Par exemple, dans 'ensemble
I3, on a

(001) < (010) < (011) < (100) < (101) < (110) < (111).

Soit a € I,. Lalongueur y ;" | o; du multi-indice « est notée |a|. Pour un entier naturel m €
{2,..., ]|}, on note P™ () 'ensemble des partitions croissantes (pour 'ordre lexicographique)
en m sous-ensembles du multi-indice « :

P(a) = {(A',... A e IMa =Y M A <. <A
=1

12



1.1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

Par exemple,
P%(111) = {(001,110), (010, 101), (011, 100)}.

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 1.1.1 (Structure de groupe). Supposons que g soit muni d’une structure d’algébre
de Lie sur K, avec crochet noté [.,.]. Alors l’ensemble Gy (g) est muni d’une structure de groupe
pour laquelle le produit est donné par la formule

Z e%Tq - Z %Yo = Z e Y)a

acly, a€cly, acly,
avec
o]
(1.1) (# Yo =Ta+ Yo+ Y Z [lzam, yai], yael, - - yam—a].
m=2\eP™(«

I ’ 514 _ o -1 _
Le neutre de ce groupe est 0 et linverse d’un élément x = ) ; €%rq est alors 7 =

Zaeln Ea(xil)ou ou

|al

(1.2) (7)o = —Za+ Z Z [[zxm, ym-1],... 2]

m=2 \e P"(«

Enfin, Uapplication qui & une algébre de Lie (g,][.,.]) associe le groupe (Gn(g),-) est un
foncteur de la catégorie des algébres de Lie dans celle des groupes.

Une des propriétés vérifiées par ce produit est que tout élément de G,,(g) s’écrit de maniére
unique comme un produit strictement croissant d’éléments purs (un élément pur est un élément
du type €%z, avec x # 0). La preuve de l’associativité s’appuie de maniére fondamentale sur
ce point et celle de 'existence d’un inverse en découle immédiatement.

Le théoréme 1.1.1 peut étre interprété comme un «théoréme d’intégration», comparable
aux théorémes de Bourbaki et Serre ([6], [25]) qui associent un groupe formel a toute algebre
de Lie sur un corps de caractéristique nulle. Un résultat réciproque, «de différentiation», a été
démontré dans [1], ot les formules (1.1) et (1.2) ont été introduites pour décrire la structure
du groupe tangent itéré T"G = T(T™'G) d’'un groupe de Lie G, respectivement celle de son
n-jet J"G (voir plus bas, théoréme 1.1.3).

Nous nous attachons dans une seconde partie & montrer que les relations

e %y =¢e%(x +y)
(I'«axe» £“g est un sous groupe abélien) et
ez Py =Py %% - z—:o‘eﬁ[:v,y]

(relation de commutation), valables pour tout couple (z,y) d’éléments de G, (g) et pour tous
multi-indices a, 3 € I, caractérisent la structure de groupe de G,(g). Remarquons que la
relation de commutation s’écrit, en utilisant le commutateur de deux éléments du groupe, de

la maniére suivante :
6a+ﬁ[x7y] sl o +/8 €,

« B, _
(%2, %yl = { 0 sinon.

Nous obtenons alors une description du groupe G, (g) par générateurs et relateurs.

13



CHAPITRE 1. INTEGRATION DE CERTAINES STRUCTURES ALGEBRIQUES

Théoréme 1.1.2 (Générateurs et relateurs). Sous les hypothéses du théoréeme 1.1.1, le groupe
Gn(g) est défini par la famille génératrice I = I, x g et les relateurs suivants, avec o, 3 € I,
T,YEP:

- (Oé, 0)7

- (CY, T+ y)(Oé, x)_l(av y)_17

- (a,a:)(ﬂ,y)(a,x)_l(ﬁ, y)_l st +6 Qé Im

~ (a,2)(B,y) (e + B, [z, y]) e, 2) 1 (B,y) ! sia+ B E L

De cette description découle une action naturelle du groupe symétrique d’ordre n sur G, (g) :

Théoréme 1.1.3 (Action du groupe symétrique). Sous les hypothéses du théoréme 1.1.1, le
groupe symétrique ¥, agit par automorphismes sur le groupe Gp(g).

1. Six = Hle eYx; est un élément de Gy,(g), écrit sous forme de produit strictement
croissant d’éléments purs, l'action du groupe symétrique est donnée par la formule

k

or = | | g7 %ig,.

=1

2. Le sous-groupe des points fixes sous cette action est
n
Tn(e) = P,
i=1

ot 6 = Dol €%

Cependant, la structure de groupe de J,,(g) est compliquée & décrire, nous nous contenterons
d’en donner le calcul des premiers termes.

La nature de action du groupe symétrique sur G, (g) est plus subtile que ce que 'on
pourrait croire & premiére vue. Il existe évidemment une action naturelle du groupe symétrique
sur 'anneau 7" (K), qui fournit donc une action K-linéaire naturelle sur le module G, (g).
Cependant, cette action ne respecte pas la structure de groupe (sauf dans le cas ou g est une
algebre de Lie abélienne). Par exemple, pour n = 2, 'action de la transposition (1,2) est donné

par automorphisme d*échange” :

(1, 2)(8013301 + &71051310 + Ellxll) = (1, 2)(8011’01 . Eloxlo . 8113311)
= % Oy ey
= 6013:10 + 6109001 + 811(9011 + [zo1, Z10])-

Cette action n’est pas linéaire puisqu’elle contient un terme “bilinéaire”. Cependant, le point
2. du théoreme 1.1.1 assure que le sous-groupe des points fixes sous cette action est celui de
I’action “naturelle”.

Dans une derniére partie, nous exploitons le fait que la structure de groupe obtenue sur
Gr(g) est une structure de groupe polynomial. L’algébre de Lie associée a ce groupe est la
structure naturelle d’algébre de G, (g).

Nous montrons ensuite que 1’on peut former la limite projective G, (g) des groupes polyno-
miaux G, (g). Le systéme projectif considéré est compatible avec I’action du groupe symétrique
et 'on obtient un sous groupe de G (g), noté J(g), limite projective des sous groupes J,(g).

14



1.1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

Ce groupe a une structure plus simple a décrire que celle de G (g) et s’identifie & un module
de séries formelles. Il peut étre interprété comme un groupe formel associé a l'algébre de Lie
g. L’application qui a une algébre de Lie g associe ce groupe formel est fonctorielle. Nous étu-
dions alors le lien entre ce foncteur et le foncteur associant & une algébre de Lie sur un corps
de caractéristique nulle le groupe formel donné par la formule de Campbell-Hausdorff.

Nous utilisons les résultats généraux sur les groupes polynomiaux décrits dans [1]. En
supposant que K est un corps de caractéristique nulle, on obtient une application exponentielle
polynomiale et canonique

exp,, : Gn(g) — Gn(9)

et une application inverse log,. Nous montrons alors que le produit

x *y = log,, (exp,,(z) - exp,(v))

est donné par la formule de Campbell-Hausdorff pour le crochet de Lie décrit plus haut.

Certains de ces résultats restent valables dans un cadre plus général. Rappelons qu’une
algebre de Leibniz ([17]) est un K-module g muni d’une application bilinéaire [.,.]: gx g — g
tel que l'identité de Leibniz

[[z,y], 2] = [[z, 2], y] + [, [y, 2]

soit vérifiee pour tout triplet (z,y,z) de g. Cette condition est équivalente au fait que les
applications ad(z) : © — [z, 2] soient des dérivations du crochet, pour tout z € g.

Remarquons que si le crochet est antisymétrique, l'identité de Leibniz est équivalente a
I'identité de Jacobi, ce qui montre que toute algebre de Lie est une algébre de Leibniz.

Si g est une algebre de Leibniz, 'ensemble Gy, (g) reste muni d’une structure de groupe. En
revanche, dans ce groupe, il n’y a plus de relation de commutation et ’on ne peut donc plus
effectuer la méme présentation du groupe par générateurs et relateurs. Dans ce cas, il semble
plus difficile d’identifier une action du groupe symétrique.

Néanmoins, le groupe G, (g), en tant que groupe polynomial, donne lieu & une algébre de

Lie décrite par
1D e%ar Y e = 3 €% ([ o] — [y 25])-

acly, acly, a>0

Nous avons donc construit un foncteur de la catégorie des algébres de Leibniz dans celle
des algébres de Lie.

Une des suites naturelles de ce travail est I'étude du cas des systémes triples de Lie : si g
désigne un systéme triple de Lie sur 'anneau K, I'idéal d’augmentation G,,(q) du module g
par 'anneau 7"K peut étre muni d’une structure d’espace a symétries (|18]), c’est-a-dire d’un
produit p vérifiant les trois axiomes suivants :

- M(x ) ‘T) =,

- p(z, (2, y) =y

= plz, 1y, 2)) = p(p(z, y), w(z, 2)).

Nous montrons ce résultat en utilisant le plongement standard g = q@®[q, q] d’un systéme triple
de Lie q. L’involution de 'algébre de Lie g définie par

0= —1dq ®Idgq
se prolonge en une involution du groupe G, (g). Si 2 est inversible dans I’anneau K, I’ensemble
Mo(q) = {X € Gu(g)lo(X) = X1}

15



CHAPITRE 1. INTEGRATION DE CERTAINES STRUCTURES ALGEBRIQUES

est en bijection avec G, (q). Le produit naturel d’espace symétrique algébrique sur ’ensemble
M,,(q) permet alors de munir le module G,,(q) d’une structure d’espace symétrique polynomial.

Notations : Dans ce qui suit, la lettre K désigne un anneau commutatif unitaire, la lettre g
désigne un module sur K. Nous retenons les définitions et notations introduites précédemment.
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1.2 Le cas des algébres de Lie

1.2.1 Groupes associés a une algébre de Lie

Ainsi que nous 'avons précisé plus haut, le théoréme 1.1.1 reste vrai dans un cadre plus
général. Nous allons donc établir directement le

Théoréme 1.2.1. Soit (g, [.,.]) une algébre de Leibniz sur U'anneau K. La formule (1.1) munit
lensemble Gy, (g) d’une structure de groupe.

Explicitons tout d’abord cette structure de groupe sur les ensembles Gy, (g), avec n < 3. La
structure de groupe de ’ensemble G1(g) = g est celle du module : pour z,y € g,

T-y=x+y.

Si x = e%wg; + 0210 + e'layy et y = %yor + %10 + e'ly11 sont deux éléments de Ga(g),
alors
z-y =1z =" (w01 +yo1) + & (z10 + y10) + (@11 + vi1 + [T10, Yo1))-

Enfin, si o = /. e%q et y =), 1. €Yq sont deux éléments de G3(g), alors
x-y = Z ex.Y)a
a€ls

avec, par exemple,

(- y)111 = 111 + Y111 + [Z110, Yoo1] + [Z101, Yo10] + [100, Yo11] + [[Z100, Yo01], Yo10]-

Supposons donc que le module g soit muni d’une structure d’algébre de Leibniz sur K et
montrons que le produit défini par la formule (1.1) munit 'ensemble G,,(g) d’une structure de
groupe. Précisons tout d’abord la

Définition 1.2.1. On appelle élément pur de Gy (g) tout élément du type ez, avec x # 0.
L’ensemble des éléments purs de G, (g) est noté Pp(g).

Remarque 1.2.1. Pour tout z € Gp(g), Uapplication x — x - z — z est K-linéaire.
Remarque 1.2.2. Soient e®x, Py deux éléments purs de Gn(g). Sia < (3, alors
e - Py = % + Py
Nous obtenons alors le

Lemme 1.2.1. Pour tout x € Gn(g), il existe une unique suite d’éléments purs (€2;)ieq1,.. k}»
avec (@)ieq1,...k}y Strictement croissante, telle que

x=((...(e"2 - %x9)-...) - e%xy).

Démonstration. Désignons par (ei)ie{l,...,zn—l} la suite strictement croissante des éléments de
I,,. Nous allons montrer que

2n—1
Z €9¢mi = H Eeixi,
i=1 i, 70
ot I'on a utilisé la notation Hle ey, = ((-.. (eMy1 - €®ya) - ...) - €% yy).
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CHAPITRE 1. INTEGRATION DE CERTAINES STRUCTURES ALGEBRIQUES

La preuve est menée par récurrence sur le nombre [ d’indices i pour lesquels x; # 0.

Le cas [ = 1 est clairement vérifié. La propriété d’hérédité découle du calcul suivant : si
(@i)icq1,..k} € (I,)F et si B > a; pour tout i € {1,...,k}, on obtient, en utilisant les remarques
2.1et 1.2.2,

k n

(Z e%z)-Pr = Z@aia}i e — (k -1z
i=1 i=1
n

= Z(ao‘im +&%2) — (k- Delx

=1

n
= Zeo‘i:pi + Pz
i=1
O

Définition 1.2.2. La longueur d’un élément x de G, (g) est le nombre d’éléments purs inter-
venant dans sa décomposition en produit strictement croissant d’éléments purs.

Veérifions que le produit introduit est associatif, ie que

(@-y)-z=z-(y-2)

pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de G, (g). La preuve se fait par récurrence sur la longueur
de z.

Si le résultat est vrai pour les éléments de longueur k, et pour les éléments purs, le calcul
suivant, ol z est de longueur k et 2’ est pur, assure que le résultat est vrai pour les éléments
de longueur k£ +1 :

(@-y)- (7)) = ((x-y) 2~
- 2)) -2

(z-(y-2)
z-((y-2)-
z-(y-(z-2)).

Il ne nous reste donc qu’a étudier le cas des éléments purs pour conclure & l'associativité
du produit. C’est I'objet du

t@

A Z

—

@

Lemme 1.2.2. Soient x,y, z trois éléments de Gy (g). Si z est pur, alors

- (y-z)=(r-y) 2

Démonstration. Soient x =3 1 %o, Y = Y ncr. €Yo €6 2 =D €%z trois éléments de
Gr(g). Supposons z pur : il existe 6 € I, tel que z, = 0 pour tout multi-indice « distinct de 6,

zg # 0.

Désignons par A, la quantité (z - (y-2))a — ((z - y) - 2)a. Le lemme sera démontré si nous
montrons que cette quantité est nulle pour tout multi-indice a.

Soit « € I,,. Alors

|al

Z Z [yam, zx1], - .. 2am=1] + [[Zam, y2zp1] . . . yzym—1]

m=2 \e P™ ()

—[[xyam, za1], - . z2am—1] = [[TAm, Y1), -« oy Yam—-1]),

18



1.2. LE CAS DES ALGEBRES DE LIE

et nous pouvons encore développer cette quantité en une somme de crochets itérés ayant pour
arguments des éléments du type xy,, Yz, 25, aveci € {1,...,m}, m € {1,...,|a|}, A € P™(«).

Plus précisément, aprés avoir effectué ce développement (et remarqué que le crochet [[yym, zy1], . .

se simplifie avec le développement du crochet [[zyym, zy1],...2zym-1]), nous obtenons

|a|

=> > C*m,N),

m=2 \e P ()

ou C%(m, \) désigne la somme des crochets itérés en m arguments de A, faisant intervenir m
éléments de l’ensemble

{.%',\m, Yxni, .- ,y>\m71,29}.

Montrons par récurrence sur |a| que C*(m, \) = 0 pour tout m € {2,...,|a|}, A € P"(a).
Dans le cas ot |a| = 2, on a m = 2 et pour A € P?(a),

C*m,A) =[xz, ] + [2az, 23] = [a2, 200] = (252, y1]
= 0.

Supposons alors la propriété vraie pour tout multi-indice de longueur inférieure ou égale a
r. Soit @ un multi-indice de longueur r + 1, m € {2,...,r + 1}, A € P"(«).
Supposons tout d’abord que pour tout i € {1,...,m — 1}, \; soit distinct de 6. Alors

C*m,A) = [[zam,yatl, o yam—a] = [[oam, yaals - yam—1]
= 0.
Supposons au contraire qu’il existe i € {1,...,m — 1} tel que A’ = #. Distinguons deux cas.
Sii=m-—1,
Ca(m7 >\) = [[.’E)\m,ykl], <o y)\mfl] + [[[l‘)\m,y)\l], s y)xm*QL 29]
—[[lzxm, yxil, - - yam—2], z0] = [[Zam, yr1], - - Yam-1]
= 0.

Supposons alors ¢ # m — 1. Introduisons la notation suivante : pour g, 41 fixés, X € g,

(X ynio<k<in ] = [[[Xs ynioni ], yniove], - yrin—1].

Alors
C*m, A) = [lzam,yn] - ypm=] + [[2am, yan<il, 20], Yni<r]
—[[fexm, yan<ils yi<als 2] = [feam, yarls - yam—]
+ Z [H[.ﬁlf)\m, y)\k<i]7 y)\i<k<j]7 [y)\j ) ZGH? y/\j<’“]
j=it+1
= [llzxm, yawsi, 20]s ynick] = [[[zam, yae<il, yri<r], 26]
+ 3 llwam, yesi) Yri<r<s)s [Ur 2], ys<i]-
Jj=i+1
Considérons le multi-indice o = a—A™"! et désignons par X’ la partition (A, ..., \™~2 \™)
de .

19
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CHAPITRE 1. INTEGRATION DE CERTAINES STRUCTURES ALGEBRIQUES

Alors, par analogie avec le calcul précédent,

Ca/ (m - ]., )\I) == Hab\m,y)\k@'}, Z@],Q)\i<k<m—1] — [Hx)\m, y)\k<i],y)\i<k<m—1]72’9]

m—2
+ Z [[[[aj/\m ) y)\k<i] ) yAi<k<j]7 [y)\j ) 29“7 y)\j<k]'
j=it1

Introduisons la quantité
B = [[[.’L’)\m, y)\k<i]7 Ze]yy<k<m]

m—2
+ Z ([{[zxm, yaw<i], Yni<r<s], [Ynis 20]]s Yrs<k<m—1].
Jj=i+1

Alors

Sy
I

C(m — 1, X) + [[[zam, Ypr<i], Yrich<m—1], 2]
- [Hl’/\m ) y)\k<i] y y)\i<k<m*1]a 29],

puisque par hypothése de récurrence, C* (m — 1, \) = 0.
Or

C«a(m’ )\) = [Bv y/\m—l] - [[[.I)\m,y)\kq‘], y)\i<k}v 29]
H{[zam, Yrw<il, Ynickem-1], [yam-1, 20]],

d’ou

C*(m,A) = [[[[xam, Yxe<il, Yrick<m—1], 20]], Yrm—1]
—[lllzam; yar<il, yxickam=1]; yam—1], 2]

—|—[H$)\m, y>\k<i:|7 y/\i<k<m*1]v [y)\m—l > ZGH
-0,

car [., zg] est une dérivation du crochet.
Ceci termine la récurrence et établit I’associativité du produit. ]

La preuve de ’existence de l'inverse de tout élément s’appuie sur la

Remarque 1.2.3. Un élément pur x = %z, admet Uélément 2! = e*(—x4) pour inverse.
En effet,

% - €Y (—q) = e¥(—xq) .%o = 0.

Il est alors immeédiat de constater que 'inverse d’un élément quelconque x = x1-22-... -z,
de G, (g), écrit comme produit strictement croissant d’une suite d’éléments purs (z1,...,zy),
est donné par

z! ::Ugl-...-azfl.

Le produit défini par la formule (1.1) munit donc l'ensemble G, (g) d'une structure de
groupe.
Démontrons la formule explicite de I'inverse :
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Proposition 1.2.1. L’inverse dun élément x = ) ; €*rq de Gn(g) est donné par v =

Zaeln Ea(afl)a ol

|a|

(27 )a = —%a + Z Z [[zxm, Tym-1], ... zx].

m=2 \e P («

Démonstration. Le résultat est vrai pour x de longueur 1. Supposons le vrai pour tout x de
longueur k. Soit x de longueur k 4+ 1. Il existe une suite strictement croissante de multi-indices

(a1,...,q41), des éléments non nuls x4y, ..., Tq,,, de l'algébre de Leibniz g, tels que
(0% (0%
=Moo €My,
Notons y I'élément €™z, et z I'élément €*2z,, - ... e +1x,, . Alors on obtient z =y - 2

avec Y = Y cr €Yo PUI (Yo = Ta Sl & = a1, Yo = 0 sinon) et z = > -, €%z, de longueur
k(zo = Tq st a = ay avec k > 1, z, = 0 sinon).
N 4 -1 _ af,—1
Par hypothése de récurrence, 27" = Y ; €%(27")q avec

|a

(2~ = —Z2q+ Z Z [[2am, zym—1], ... 2zx1].

m=2 e P™(«)
Remarquons que si a — a; ¢ {0,1}", alors

|al

(27 )a=—Ta + Z Z [[xm, Tym—1], ... 2],

m=2\eP™ ()
et si a — ay € I, alors

|a|

(2 Na=-Tat+ > S (D)™ [wam, wamo], @l

m=2 \e P™(a),\'#ay

Soit e € I,,. On obtient

(37_1)04 = (Z_l'y_l)a

3 I e D (5 ]

m=2XeP™ ()

-1

Nous savons que y~+ est I'élément pur —e™ x1. Distinguons trois cas.

Si a = aq, alors

(33_1)04 = (y_l)m

= —Zo-
Sia—a €1, et si az#ay, alors

(55_1)04 = (Z_l)a

|al

= —XTo+ Z Z Am,.’L’)\m—l],...fL’)\l].

m=2 \e P"(«
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Supposons alors a—ay € I,, et notons 3 le multi-indice tel que (a1, 3) € P?(a). Remarquons
que |af = |B] + |aal.
Alors
(x_l)a = (Z_l)a + [(Z_l)ﬁa (y_l)cn]
= (2 a— (=75 7ad]

|a|

= —Z,+ Z Z (=)™ [[xam, xym-1],...2)1]

m=2 \e P (), #a1

18]
+zg, Tay ] — Z Z [[[zxm, ym-1], ..., 2x1], Zay]
m=2\eP™ (6

|ot]
= —Tat Z Z (—1)m[[l’)\m,:€/\m—1],...x)\l]
m=2 X eP™(a),\#£a;
||
+> S Y™ [aam aymer], - wa]
m=2 eP™(a),\=ay
|ot]

= —Iy+ Z Z :L‘)\m Tym— 1] x)\l].

m=2 \e P («

Nous avons donc prouvé que la formule de 'inverse est correcte pour tout élément de degré
k + 1, ce qui achéve la récurrence.
O

Etudions & présent la fonctorialité de la construction.

Proposition 1.2.2. L’application associant a une algebre de Leibniz g le groupe polynomial
Gn(g) est fonctorielle.

Démonstration. Soit f : g — bh un morphisme d’algébres de Leibniz. Nous affirmons que
I’application B
fo Gule) — Gn(b)
Yo%y — Y. e“f(zq),
restriction de l'application f®@xKley, ..., e,] al'idéal d’augmentation Gy, (g), est un morphisme
de groupes.
En effet, considérons deux éléments de G, (g), notés x = 3 o1 %o et y = > o1 €%a-
Alors -y =3 c; €2 y)a, avec
|ot]
(‘T y)a—xa+ya+ Z Z x)\m’y)\l] y)\Q]v""y)\m_l]'
m=2\eP™(a)

~ D’autre parE ﬂxl = Zaeln e f(za) et f(y) = Zaeln % f(ya). On obtient ainsi f(z) .
f(y) = Zae]n(f(x) ' f(y))a; avec

(f(li)f(y))a = f(xa) + f(ya)

|al

+> Z F@xm)s )] F @), f (yam—)):

m=2 \e P"(«
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1.2. LE CAS DES ALGEBRES DE LIE

Il est alors clair, puisque f est un morphisme d’algébres de Leibniz, que

f(x)- fly) = f(x-y),

ce qui prouve que fest un morphisme de groupes.
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1.2.2 Présentation des groupes par générateurs et relateurs

Désormais, le module g est muni d’une structure d’algébre de Lie. Par la section précédente,
I'ensemble Gy, (g) est muni d’une structure de groupe. Le but de cette section est d’établir la
description de cette structure de groupe par générateurs et relateurs ([5]), donnée dans le
théoréme 1.1.2.

Rappelons que tout élément de G, (g) s’écrit de maniére unique comme produit strictement
croissant d’éléments purs.

D’autre part, pour tout couple (z,y) d’éléments de g et tout multi-indice a € I,,,

e -y =%z +y).

Montrons enfin que pour tout couple (¢%z,e%y) d’éléments purs de G,(g), on a la relation
de commutation suivante
ez - Py =Py % - e%P [, ).
En effet, la formule du produit (1.1) fournit I'identité cherchée dans le cas ot o > 3. En
multipliant & droite les deux membres de I’égalité par

(% [a,y)) ™! = e (~[a,y)) = %[y, @],

on obtient alors I'identité dans le cas restant. Remarquons que 'antisymétrie du crochet inter-
vient de maniére essentielle dans la preuve de cette relation de commutation. Il n’existe pas de
telle relation dans le cas d’une algébre de Leibniz.

Nous allons prouver que ces identités caractérisent le produit du groupe G,,(g).

Désignons par F(I) le groupe libre sur I'ensemble I et par N le plus petit sous-groupe
normal de I contenant les relateurs donnés dans le théoréme 1.1.2. Il s’agit de montrer que le
groupe G, (g) est isomorphe au groupe quotient F'(I)/N.

Rappelons que tout élément x du groupe libre sur I peut s’écrire de maniére unique sous
la forme (cf [15])

m

T = H(O‘iaxi)&’

i=1
oum €N, ((a,x;)) € I, (&) € {+1, -1}, et avec la condition
(i, ) = (i1, Tit1) = L1 = 1.

Notons ~ la relation d’équivalence définie sur F'(I) par le sous-groupe normal N : X ~ Y si
et seulement si XY 1 € N.
Introduisons 1’ ensemble F'(I)* défini de la maniére suivante :

m

FI)" = {]J(i,zi)lm € N, (s, 23)) € I'™, s # 0}

i=1
Remarquons que cet ensemble est un sous-monoide de F'(I).
Définition 1.2.3. On appelle application permutation toute application du type TV qvec
T P — F(I)T

définie pour r entier naturel non nul de la maniére suivante :
Soit X = Hle(ozi,xi) un élément de F(I)*.
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Si k <r, on pose
T (X) = X,

Sik>retsilonaao,+ a1 &1, oulz,,xr41] =0, on pose
T(T7T+1) (X) = (alu 1‘1) cee (ar—lvxr—l)(ar—i-l’ xr-{—l)
(047“7 $T)(ar+27 $r+2) cee (aka l‘k)
Enfin, si k> r et sil'on a o, + cpy1 € I, et [z, 2011] # 0, on pose

T(T’T—H) (X) = (ala fEl) ce (047‘717 :L'rfl)(arJrly errl)(ara mr)

(ar + Qrqga, [mTa $T+1])(ar+2a xr+2) ce (Oék, l'k)

Définition 1.2.4. Pour deux éléments X, Y de F(I)*, on dit que X est en relation avec Y et
on note XRY si et seulement si il existe une suite finie d’applications permutation (T1, ..., Tp)
telle que Th o ... o TH(X) =Y.

Remarque 1.2.4. Cette relation est réflexive et transitive, mais n’est pas symétrique.
On vérifie aisément que si XRY, alors X ~ Y.

Lemme 1.2.3. Cette relation est compatible avec le produit a gauche sur F(I)T : si XRY,
alors (A.X)R(A.Y) pour tout A € F(I)*.

Démonstration. La compatibilité avec le produit & gauche est immédiate : définissons, pour
tout entier naturel k, une application notée L; qui & une application permutation du type
T+ associe Papplication permutation TU+4+7+1)  On remarque alors que si X,Y sont
deux éléments de F(I)T tels que T(X) = Y pour une application permutation T, alors pour
tout élément A de F(I)*, Li(T)(A.X) = AY.

Ainsi, XRY implique (A.X)R(A.Y) pour tout A € F(I)*. O

Pour un multi-indice « de I, définissons ’application II, suivante :

I, : F()* — F()*
[Ty, m) Tl ol ).

Lemme 1.2.4. Soit X un élément de F(I)", a un multi-indice. Il existe deux éléments Xq, X
de F(I)" tels que :

— XR(Xq.X9)
- Ha(Xa) = Xou
- I (X)) =0,

— pour tout B < o, Hg(X*) = Ig(X).

Démonstration. Démontrons ce résultat par induction. Introduisons I’hypothése de récurrence
(H;) suivante :

pour tout élément X de F'(I)* contenant [ éléments purs appartenant a 'axe {a} X g, il
existe des éléments X;, X! de F(I)7T tels que

- XR(X;. XY
- 1o (Xy) = Xy,
- HOC(XI) = @,

— pour tout 3 < a, Ig(X!) = g(X).
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L’hypothése (Hy) étant clairement vérifiée, considérons [ tel que I'hypothése (H;) le soit
également.

Soit X = Hle(ozi, x;) un élément de F (1)1 tel que [ + 1 des «; soient égaux a a. Soit i tel
que «; = «. Il est alors immédiat de constater que

T o oT(=1(X)

est du type
(Oéi, LEZ)X/

ol X’ est un élément de F'(I)" comportant [ éléments purs sur 'axe {a} X g et vérifiant pour
tout 0 < «a, H/g(X,) = HB(X).
Par hypothése de récurrence, il existe alors deux éléments X;, X! de F (I)* tels que
- X'R(X;.XY)
- (X)) = X,
HCV(XZ) = (Da
— pour tout 3 < a, Hg(X!) = Tg(X").
Alors

((ai, CEZ').X/)'R((O[,‘, :BZ').XZ.XZ)

et par transitivité de la relation

XR((O(Z‘, l’Z)Xle)

En posant X;,1 = a;,7;.X; et X!'*' = X!, on obtient donc

— XR(Xp 1. X

- Ha(Xl+1) = eaixi.HQ(Xl) = Eail'i.Xl = Xl+17

T (X)) = T (XT) = 0,

— pour tout 8 < a, Hg(XH) =TI5(XY) = T5(X') = Ha(X).
ce qui montre que (Hj11) est vraie.

O

Introduisons I’'ensemble F(I)~” (resp. 'ensemble F(I)1), constitué des éléments Hle (v, )

de F(I)" pour lesquels (@i)ieq1,....k} est une suite croissante (resp. strictement croissante) d’élé-
ments de [,,. Le lemme permet d’obtenir la

Proposition 1.2.3. Pour tout élément X de F(I)*t, il existe un élément Y de F(I)” tel que
XRY.

Démonstration. Notons (6;) la suite constituée de I'ensemble des éléments de I, rangés par
ordre croissant.
Définissons par induction une suite (Xp, Xk)ke{1,_..72n—1} de couples d’éléments de F'(I)".
Par le lemme, il existe des éléments X1, X' de F(I)T tels que

- XR(X:1.X1h)
- Hel(Xl) - X17
— Ty, (X)) = 0.

Supposons Xy, X¥ construits. Par le lemme, il existe des éléments X1, X*1 de F(I)*t
tels que

— XFR(Xjy 1. XFHD)

- H6k+1 (X/H-l) = Xk+1,

_ H9k+1 (Xk+1) = 0.

— pour tout I < k + 1, Iy, (X*F1) = Ty, (XF).
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Par induction, on montre que pour tout k € {1,...,2"—1}, 'élément X* vérifie ITy, (X*) = ()
pour tout ! < k. En particulier, X2 ~1 = .

Remarquons d’autre part que Y = X1.X5..... Xon_1 appartient a F(I)”". Puisque la rela-
tion est transitive et stable par produit & gauche, nous obtenons finalement

XRY,

ce qui achéve la preuve.

Proposition 1.2.4. L’ensemble quotient F(I)/N est en bijection avec l’ensemble F(I)T.
Démonstration. Les éléments (,0) et (o, z + y)(a, )" (a, y) ! appartenant a N, 'élément
(Oé, —.’E)(Oz, .’E) = ((OZ, 0)_1(a7 T+ (—x))(a, 1.)_1(&7 —$>_1)_1

est également élément de N.

Soit X un élément du groupe libre F(I). En utilisant les relateurs du type («,0) et
(a, z)(a, —x), on vérifie alors qu’il existe Y € F(I)T tel que X ~ Y. Par ce qui précede,
il existe Y’ € F(I)” tel que YRY”. Alors Y ~ Y.

Par les relateurs du type

(Oé, T+ y)(a7 —.Z')(Oé, _y)7

il est clair qu'il existe Y” € F(I) tel que Y’ ~ Y. Ainsi X ~ Y.

Supposons alors quil existe Z € F(I)! tel que X ~ Z. On en déduit Y ~ Z et donc
Y”Z=1 € N. Or les éléments de N sont de la forme n = Hle girigifl, ou les 7; sont des rela-
teurs, et les g; des éléments de F(I). Un tel élément est de la forme [} (i, z;) [Ty (Biy yi) ™t
avec (a;) suite strictement croissante et (f3;) suite strictement décroissante si et seulement si
n=0. Ainsi Y”"Z~! € N implique Y"Z~! = et donc Y" = Z.

Finalement, I’ensemble F(I)/N est en bijection avec F(I)T. O

L’application
I — Gule)
(,x) +— €%

se prolonge en un unique morphisme de groupes ¢ : F(I) — G, (g). Ce morphisme est surjectif

car si ¢ = 21221_1 e¥%z; est un élément de Gy, (g) ((#;) désignant la suite croissante des éléments

de I,,),
2n—1

o(I] 05 2:) = 2.

i=1

On vérifie sans peine que si n est un relateur, ¢(n) = 0, ce qui prouve que 'application ¢
se factorise en un morphisme surjectif ¢ : F(I)/N — Gy(g).
La preuve du théoréme 1.1.2 s’achéve donc avec la

Proposition 1.2.5. L’application 1 est un isomorphisme du groupe F(I)/N sur le groupe
Gn(g)-

Démonstration. 1l s’agit de montrer 'injectivité de cette application.
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SiX = Hle(ozi, z;), Y = Hé:l(ﬁ’i’ y;) sont deux éléments de F/(I) tels que ¢(X) = o(Y),
alors Hle gy = Hé:l ePiy;. Les suites (a;) et (3;) étant strictement croissantes, on obtient

alors
k l
Y ez = My,
i—1 i=1

et donc k =1, a; = §; et x; = y;. Ainsi X =Y et Iapplication 1 est injective.
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1.2.3 Action du groupe symétrique

Nous restons dans le cadre de la section précédente : le module g est muni d’une structure
d’algébre de Lie. Nous allons montrer que le groupe symétrique d’ordre n agit de maniére
naturelle par morphismes sur le groupe G, (g).

Le groupe symétrique d’ordre n agit sur I'ensemble I par o.(, z) = (0.a, ). On en déduit
une action par morphismes sur le groupe libre F'(I). Cette action passe au quotient car il est
aisé de vérifier que o.r € N pour tout relateur r. Ainsi le groupe des permutations d’ordre n
agit par automorphismes sur

Gulg) = F(I)/N.

La formule est donnée de maniére explicite grace a l’isomorphisme 1) : pour o € %, et x =
Hle e%x; € Gp(g) écrit comme produit strictement croissant d’éléments purs,

k

o(x) = H %%,

=1

Nous avons ainsi établi la premiére partie du théoréme 1.1.3.

L’ensemble J,(g) des éléments de G, (g) fixes sous I'action du groupe symétrique d’ordre n
est donc un sous-groupe de G, (g).

Nous nous intéressons & présent a ’étude de ce sous-groupe.

Remarquons que le groupe symétrique d’ordre n agit également de maniére naturelle par
automorphismes sur 'anneau 77K : siz + 3 o 1, €"%q est un élément de T"K, et si o est une

permutation de {1,...,n}, I'action est donnée par
o(x+ Z £%q) = + Z 7%,
acl, acly,

On désigne par J"K le sous-anneau de T"K des points fixes sous 'action de X,,. Pour ¢ €
{1,...,n}, désignons par 6 I’élément

> e
a€ln,|al=i
Il est alors aisé de vérifier que
n .
J'K ={z+ 25(’)mi|a},xi € K}.
i=1

Montrons alors que le sous-groupe J,,(g) est I'idéal d’augmentation de l’extension de I’algébre
g par 'anneau J"K :

Proposition 1.2.6. L’ensemble @}_, §g est un sous-groupe de G,(g). Plus précisément,
n .
PV = Ju(g).
i=1

Démonstration. Tl suffit de montrer que J,,(g) = @), 6%Wg.

Montrons en premier lieu que ;" , 6@Wg c J,(g). La preuve se conduit par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant évident. Notons (k) la suite de terme général 2" — 1 et (01')1<i<k, la
suite croissante des éléments de I,,. On pose de plus 6 = (0,...,0), de sorte que

(0?+1)1§i§kn+1 = ((07 9111)7 SRR (O’ egn)v (17 98)’ SRR (17 9]?”))
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Supposons le résultat vrai au rang n : pour tout x = Zfil eewnxwﬂ élément de @:.L:l 6(i)g,
pour toute permutation o € ¥,
o(x) ==x.

Soit alors x = anfl e Ljgn+1) un Elément de @?:‘11 6(g. Puisque (67) est une suite

strictement croissante,

kjn+1
ot
X = gt J)Ie'_rH»l I
i
=1

n

= Hg x|9n H€ 1‘|9n|+1
=1

Soit o € ¥,41. Les transpositions du type (4,7 + 1) engendrant le groupe 3,41, supposons
que o soit de ce type.

Distinguons deux cas. Si o = (4,7 + 1) avec i distinct de 1, alors, en notant o’ = (i — 1, 1),
on obtient

knt1

n+1
o(x) = H et T jgn1,

/ 71/
= HSOM wigp - Vs H’f Do

Or, par hypothése de récurrence,

kn

|| |I07l
e’ Zaqgn = €7 T|gn
7

i

et

kn

o,/ 7

HE P Tgr|41 = HE P07 |+15

%
d’ou

’VL

Hgo" g = HE(” Tiop

et

kn

1,0 1,6

%

On en déduit

kn kn
_ 0,6m 1,0,...,0 1,07
o@) = [ mgn - 100y ]300 1
= =1

= X.

Supposons alors que o = (1,2).
On a

07 = ((0,0,677),...,(0,0,671),(0,1,6571),...,(0,1,6; "),
(1,0,6571), ..., (1,0,67 ), (1,1,657 1), ..., (1,1,6).
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Alors
L = Z(0,0) " (0,1) " T(1,0) " T(1,1)

avec
knfl

— 0,0,67 1
00 = [] % Dz,
=1
kn—l L
— (0»179?7 )
T(o,1) = H € Tlor=ti417
1=0
knfl
_ (1,001
T(1,0) = H U et
=0
et

kn—l

_ (1,1,0771)
(1) = H € Liop=1|+2-
1=0

D’autre part,
o(z) = 2(0,0) " T(1,0) " T(0,1) - T(1,1)-

Or, en utilisant la relation ey - e’z = efz . 2y . g+ [y, z], on obtient

kn—l
. . ] ) (1,1,07 t4om 1
T(1,0) " T01) = T(0,1) " Z(1,0) H8 b [wwa?*\ﬂ’wla?’lm]
17]20

= L1 *ao- H

0<i<j<kn—1

n—1 n—1

([#n-11415 x|a;ﬂ*1|+1] + [3«"|a;*1\+1>3«"|ay*1|+1])
= (01" *@,0>
car

a0 Blag 4] = a0 papra:
On en déduit
o(x) ==,
ce qui termine la récurrence.

Il reste & montrer 'inclusion réciproque.

Soit x = Y c; €%Ta € Jn(g). Par 'absurde, supposons que = ¢ P;, 6@g. L’ensemble
des multi-indices « tel qu’il existe un multi-indice 3 de méme longueur pour lequel z, # xg est
donc non vide. Notons 6 le plus petit de ses éléments (pour 'ordre lexicographique). Il existe
B de méme longueur tel que zg # x3.

Soit o une permutation vérifiant 0.0 = 3 (une telle permutation existe puisque 6 et (3 ont
méme longueur). Notons (aq, ..., qp) la suite strictement croissante de multi-indices telle que

X = ((01,2ay)s -+, (ap,20,)) € F(I)!

et
o(X) =x.

Supposons que 0§ = ai et 8 = «;. Alors 0.a = . Par hypothéses, on a k < [. On vérifie de
plus que pour tout i < k, || < |ag| et e = 0.
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Nous avons
0. X = ((0.a1,%a,),-.,(0.0p,2q,))

et par les relations précédentes, on montre que
o XR((01,Toay)s- - s (Qpy Ty ). X

avec X' ne comprenant aucun élément pur sur les axes du type {a} X g, o < ay.
On obtient alors

o(x) = ¢(0.X)
- 90(((0‘17330-041)""7(akﬂx0¢l>)'X,)'

Or zx est point fixe sous 'action de 3. Ainsi 0.x = x et

90(((a17x0-a1)7 SRR (akvxaz))'X/) = 90(<(a17x0¢1)7 SRR (O‘pvxap)))v

ce qui implique Z4.o; = T, pour tout ¢ < k, et en particulier xy = g, ce qui est absurde.
Finalement, .J,(g) C @), 6®)g. Des deux inclusions, on déduit 1'égalité cherchée.
O

Si g est munie d’une structure d’algébre de Leibniz, le groupe symétrique 3, n’agit en gé-
néral pas par automorphismes sur le groupe G, (g). En revanche, Pensemble J,,(g) = @, 8lilg
est toujours un sous-groupe de Gy (g).

En effet, si z = 1" 6Wa; et siy = 321", 6Py, sont deux éléments de J,,(g), on a

-y = Zga(ff‘y)a

a€cly,
avec
|al
(HZ’ y) = Zlaf +y‘0‘| + Z Z x‘)\m|7y‘)\1|]7y|>\1|]7"' 7y|>\m*1|]-
m=2 \e P"(«

Si « et B sont deux multi-indices de méme longueur, les partitions de « et de 8 étant du méme
type, on a alors (2 - y)o = (2 - y)g, ce qui prouve que z -y € Jy,(g).

Puisque J,(g) = @, 6@Wg est un sous-groupe de G,(g), on en déduit que pour tous
n-uplets (x;), (y;) € g", il existe un n-uplet (z;) € g" vérifiant

Dy - y; = ‘ i)
S 60z, 3 60y, = 360
i=1 =1 =1

avec (z;) ne dépendant que de (z;) et (y;).
Explicitons les premiers termes :

z1 = T1+W%

2z = xa+yo+ [T1,y1]

z3 = a3+ y3+ 2[z2,y1] + [[x1, 11, 1] + [T1, 2]

zy = x4+ys+3[xs,y1] + 3[w2, 2] + 3[[w2, y1], v1] + [71,y3]
+2[[w1, y2), y1] + [[z1, 1], yo] + [[[z1, y1], v1], v1]

z5 = 5+ ys+4[za, y1] + 6[x3, y2] + 6[[73, v1], ¥1]

+4[z2, ys] + 8[[z2, y2l, y1] + 4[[x2, v1], 2] + 4[[x2, v1], v1], v1]
1, ya] + 3[[21, ys], ya] + 3[[w1, 9], val + 3[[[21, v2l, 1), 1]
+2[[[z1, y1l, val, val + [[[z1, vl vl wel + [[[l21, vl vals vl wal, o
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Donnons encore la formule explicite du cas particulier ot un seul des éléments de chaque
n-uplet (z;) et (y;) est non nul :

(1.3) 00z 60y = 60z + 6Dy + 37 Ci Iyl vl -yl
k>1
ot 6) = 0sir >n, [...[[zy],y]...],ylx désigne le crochet itéré de [x,y] avec y faisant

intervenir k fois I’élément y, et

we= (2 GE)CEET)-05)65)

Similairement, les coefficients de la formule générale des z;, que nous n’expliciterons pas ici,
font intervenir des produits de coefficients binomiaux.
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1.2.4 Compléments

Dans cette section, on suppose que le module g est muni d’une structure d’algébre de
Leibniz sur 'anneau K.

Le groupe polynomial G, (g)

Nous utilisons dans ce paragraphe la notion de groupe polynomial développée dans [1], qui
s’appuie sur celle d’application polynomiale sur un anneau (voir [4], chapitre IV). Rappelons-en
tout d’abord la

Définition 1.2.5. On dit qu’un K-module G muni d’une structure de groupe (G, m) est un
groupe polynomial d’ordre au plus k si et seulement si la multiplication m, [’inversion i sont
des applications polynomiales et si les produits itérés

m . G — G
(xz) [ — ngl Ty,
pour tout entier j, sont des applications polynomiales de degré au plus k.

On dit qu’un module G muni d’une structure de groupe (G, m) est un groupe polynomial si
et seulement s’il existe un entier naturel k tel que (G, m) soit polynomial d’ordre au plus k.

Remarquons alors que le groupe (G, (g),-) est polynomial (d’ordre au plus n). Par consé-
quent, le sous-groupe (J,(g), ) est également polynomial.

A tout groupe polynomial est associé une algébre de Lie (c’est une restriction du foncteur
Lie de la catégorie des groupes formels dans celle des algébres de Lie, voir [25] ou [6]).

Si g est une algebre de Lie, 'algébre de Lie associée au groupe polynomial (G,,(g),.) est la
structure naturelle d’algébre nilpotente sur Gy, (g) donnée par :

[Z £%Tq, Z €°‘ya] = Z EQEB[JIa,yﬁ].

a€cly, acl, a,BEl,

On montre aussi, en utilisant la formule (1.3), que l'algébre de Lie associée au groupe
polynomial J,,(g) est donnée par le crochet bilinéaire sur J,(g) vérifiant :

1

(5005, 60)y] = (’ TJ> 5+ 3, 4],

Si g est une algébre de Leibniz, 'algébre de Lie associée au groupe polynomial G, (g) est le
module G,,(g) muni du crochet de Lie

13 0y 30 el = 3 P ([0, ys] — [y 25])-

acl, acl, a>0

Ce crochet est clairement antisymétrique et nous savons par construction qu’il vérifie I'iden-
tité de Jacobi. Il n’est cependant pas difficile de démontrer directement ce dernier point.
Nous obtenons alors la

Proposition 1.2.7. L’application qui a une algébre de Leibniz (g, [.,.]) associe l’algébre de Lie
(Gn(9),[.,.]) décrite précédemment est un foncteur de la catégorie des algébres de Leibniz dans
celle des algébres de Lie.
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Remarque 1.2.5. La structure d’algébre de Leibniz du module g est entiérement caractérisée
par la structure de groupe construite sur Ga(g).

En effet, application qui & une structure d’algébre de Leibniz [.,.] sur le module g associe
la structure de groupe polynomial -[ ; précédemment décrite sur G2(g) est injective. En effet,
si une structure de groupe polynomial du type -[_j est donnée sur G2(g), on identifie le crochet
dont elle provient en utilisant la formule suivante :

le10@, e1y] = en1z, yl,

ou le crochet du terme de gauche désigne le commutateur de deux éléments du groupe Ga(g).
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Limites projectives
L’anneau tangent TK se projette de maniére naturelle sur la base K par ’application

Klz]/(2?) — K
[p] — p(0).

En utilisant la présentation par nombre duaux, cette projection associe a I'élément = + ey
de TK I’élément = de K. De maniere analogue, il existe des projections naturelles, notées m, j,
des anneaux T"(K) sur les anneaux T*(K), pour n > k.

Désignons par py, i la projection de I, sur I, U {0} définie par

(a1,..., ) si, pour tout i > k, a; =0,
an)) = {

aq, ... )
Prk((0n, 0 dans le cas contraire.

On définit alors

Tk (m + Z eo‘:ca) =z + Z gPrk(@ g

a€ly, a€ln,pp,k(0)#0

Ces projections forment clairement un systéme projectif d’anneaux et la limite projective de la
suite (T"K), notée T°°K est donc munie d’une structure d’anneau.

En utilisant 'inclusion naturelle du groupe symétrique d’ordre k dans le groupe symétrique
d’ordre n, on remarque que ¥, agit a la fois sur T*K et sur T"K. Pour cette action, la projection
T,k €st équivariante et I’on obtient alors, par restriction de 7, ; aux sous-anneaux des points
fixes, un homomorphisme d’anneaux de T"K>* sur TFK>*. Si T+Y.r 0 () ; est un élément de
J"K (ensemble inclus dans T”sz), on sait que son image par la projection 7, j doit appartenir
a JFK = TFK>* | et on vérifie alors que

n k
o k(T + Z 5(i)xi) =z + Z 5O,
i=1 i=1

On obtient ainsi un sous anneau de T°K, noté J*°K, en passant a la limite projective des
sous-anneaux J"K.

Remarquons qu’en caractéristique nulle, ’anneau J*°K peut-étre vu comme un anneau de
séries formelles : en effet, en désignant par ¢ ’élément

s — Zn:%
i=1

on remarque que

160 = 67,

et on obtient ainsi, en supposant les entiers inversibles dans K,

o)
JPK = {$+Z5(i)1}i|$,$iEK}
i=1

oo
= {z+ Z Slwilz, x; € K},
i=1

avec .07 = i1,
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Proposition 1.2.8. Les homomorphismes d’anneaur m,p : T"K — TFK (resp. Tn -
J'K — JFK), définis pour n > k, induisent des homomorphismes de groupes I, : G"(g) —
G*(g) (resp. I, J"(g) — J*(g)), qui forment ainsi un systéme projectif de groupes.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que la projection Il : G"(g) — G¥(g), définie pour

n > k par
L (Z 5a$a> _ Z Epn,k(a)xm

a€ly, a€ln,pp, k() #0

est un homomorphisme de groupes. On aura alors montré en méme temps que l'application
M, % : Jo(g) — Ji(g), associant a un élément >7 8@ x; de J,(g) Vélément Z,’f:l W, et
qui est la restriction de I'application précédente au sous-groupe J,(g), est un homomorphisme
de groupes.

Introduisons I'application

(a1y...,0) +— (a1,...,0k,0,...,0).
Soient x = Y i €0,y = D er. €%Ya deux éléments de Gy, (g). Il s’agit de montrer que
Hn,k(x : y) = Hn,k(l') : Hn,k(y)' Or

Hn,k(x . y) — Z gpn,k(a) (a:- . y)a

aEIn

= Z 59(1: : y)l(@)v

Ol
avec
( )z( 0) — Li 0)+yz(0 + Z Z H[ka’y)\l]’y)ﬁ]v'"73/)\""_1]'
m=2 X\eP™(i(0))

Désignons par =} g % et = > ver, %% les éléments T1,, x(z) et TL,, x(y) de Gi(g).
Alors, pour tout 0 € Iy, Tg = ;) et Yo = y;p)- On a donc

= > '@ e,

ocly
avec
6]
@0 = To+To+ Y Z [@xm, Yat], Ynz]s - - Yom—1]

m=2 \eP™(0

16|
= Tig) + Vo) + D Z mys Y b Vi)l - - -5 Yiam—1y]
m=2 \eP™(f
11 suffit alors de remarquer que [i(6)| = |0 et que

P7(i(0)) = {i(A)|A € P™(0)}

pour conclure & (7 - y)g = (= - y);(p)- Finalement, on a prouvé I'égalité cherchée et montré que
I'application II,, j, est un homomorphisme de groupes.
]
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Remarque 1.2.6. En munissant le module en11(g ® Gn(g)) de sa structure naturelle abé-
lienne de groupe polynomial, Uapplication 11,11, fournit une suite exacte scindée de groupes
polynomiaux :

{0} — eny1(a @ Gulg)) — Gnya(g) — Gnla) — {0},
dont une section est donnée par l'application

Gn(g) - Gt

1
Zaeln gaxa — Zae]n 8(

(9)

a,O)xa'

Le groupe Gp,4+1(g) est donc produit semi-direct du groupe G, (g) par le groupe abélien €y,41(g®
Gn(9))-

Corollaire 1.2.1. La suite de groupes (G (g)) (resp. (Jn(g)) admet une limite projective, notée
Goo(g) (resp. Jso(g)), donnée par le systeme projectif (I, 1).

Remarquons que le groupe J(g) est un sous-groupe de G (g). Dans le cas ol g est une
algébre de Lie, il semble difficile de pouvoir identifier une action d’un groupe symétrique sur
Goo(g) et de construire ainsi directement Jo(g) & partir de Goo(g).

En caractéristique nulle, on a vu que 'anneau J*°K peut étre interprété comme un anneau
de séries formelles. De maniére analogue, sous les mémes hypothéses, on peut voir le groupe
Joo(g) comme un groupe formel associé a l'algébre de Lie g. La structure de Go(g) est, en
revanche, plus compliquée.

Signalons enfin que 'application qui & une algébre de Lie g associe le groupe G (g) (res-
pectivement J(g)) est fonctorielle.

Dans le cas ou K est un corps de caractéristique nulle et ot g est une algébre de Lie sur
K, il reste a étudier le lien entre les groupes Joo(g), Goo(g) ainsi construits et le groupe formel
CH (g) donné par la formule de Campbell-Hausdorff.
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Application exponentielle et formule de Campbell Hausdorff

Nous supposons & présent que K est un corps de caractéristique nulle et que g est une
algébre de Lie sur K. Il existe alors un analogue polynomial du théoréme sur I'existence de la
série exponentielle pour les groupes formels (cf [1]) :

Théoréme 1.2.2. Soit G un groupe polynomial sur le corps K de caractéristique nulle. Alors
il existe une unique application polynomiale exp : G — G telle que

— pour tout x € G et pour tout entier relatif n, exp(nx) = (expz)”,

— la partie linéaire de Uapplication exp est l’identité.

L’application polynomiale exp est bijective et son application réciproque, notée log est encore
polynomiale.

Le théoréme donne de plus les formules explicites de ces deux applications polynomiales.

Notons exp,,, log,, les applications polynomiales inverses l'une de 'autre fournies par le
théoréme précédent pour le groupe polynomial Gy, (g).

Nous obtenons plus explicitement, pour un élément z =) %z, de G,(g),

exp, = 30 exp, )

[e7

ou, (cf [1]),

1
m:
m=2 AEPm ()

(exp,, T)a = To + Z — Z [[[xam, Tym-1], ..., xx2], x1].

Notons (Gr(g),*) la structure de groupe formel sur l’algébre de Lie Gy, (g) donnée par la
formule de Campbell-Hausdorff : pour tout couple (x,y) d’éléments de G,,(g),

1 1
ou [.,.] désigne la structure naturelle d’algeébre de Lie de G, (g). L’algébre de Lie G, (g) étant
nilpotente, (G, (g),*) est un groupe polynomial.

Le lien entre les deux structures de groupe polynomial existant sur Gy, (g) est donné par la

Proposition 1.2.9. L’application exp,, : (Gn(g),*) — (Gn(g),:) est un isomorphisme de
groupes polynomiau.

Démonstration. Puisque exp,,(mx) = exp,,(z)™ pour tout élément = de G, (g) et tout entier
relatif m, on a exp,,(A+X)x) = exp,,(Azx) -exp,,(Nz) pour tous scalaires A\, \'. Par le théoréme
4, Ch. III, Par. 4 de [6], application exp,, est un isomorphisme de groupes formels. Cette
application étant polynomiale, c¢’est un isomorphisme de groupes polynomiaux. ]

Corollaire 1.2.2. Pour tout couple (x,y) d’éléments de Gy,(g),

r x y = log, (exp,,(z) - exp,(v))-

Remarquons que 'application exponentielle du groupe polynomial J,(g) est donnée par la
restriction de 'application exp,, & J,(g). Pour le prouver, il suffit de vérifier que exp,,(o.z) =
0.exp,,(z) pour toute permutation o et tout élément = de G, (g). Or, de maniére plus générale,
I’application exponentielle d’'un groupe polynomial commute & tout automorphisme de groupe
polynomial (par unicité de l'application exponentielle). On obtient donc, pour le sous-groupe

(Jn(g), %), le
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Corollaire 1.2.3. Pour tout couple (xz,y) d’éléments de Jy,(g),

THkY = logn(expn (1}) * €XPy, (y))

Enfin, on peut vérifier que la suite d’applications (exp,,) est compatible avec le systéme
projectif (IL, %) : pour tout n < k et tout = € Gy(g), on a

expy (I (%)) = Tk (expy, (2))-

On peut donc former la limite projective de la suite (exp,,) et obtenir une application expo-
nentielle exp,, définie sur G (g) (respectivement sur Joo(g)). De méme, la suite (log,,) fournit
une application inverse log ., et alors, pour z,y éléments de Goo(g) (respectivement éléments
de Jx(g)), on obtient

x %y =log (expy. () - expy (¥)),

ol  désigne le produit donné par la formule de Campbell-Hausdorff pour la structure naturelle
d’algebre de Lie de G (g) (respectivement de Jo(g)).
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1.3 Le cas des systémes triples de Lie

Dans cette partie, nous supposons que K est un anneau dans lequel I’élément 2 est inversible.

1.3.1 Espaces symétriques associés a un systéme triple de Lie

Rappelons qu’un module g sur anneau K, muni d’un crochet trilinéaire [., .,.] est un sys-
téme triple de Lie, si et seulement si, pour tout x,y, z,u, v € ¢, les trois identités suivantes sont
vérifiées :

(STLl) ['raya Z] = —[y,m,Z]
(STL2) [z,y,2] + [y, z, 2] + [z,2,9] = 0

(STL3)  [u,v, [z,y, 2] = [[u, v, 2], y, 2] + [z, [w, v, 9], 2] + [z, 9, [u, v, 2]].

Les systémes triples de Lie apparaissent pour la premiére fois dans les travaux d’Elie Cartan
sur les sous-espaces totalement géodésiques d’un groupe de Lie ([8]). Ils y sont définis comme
étant des sous-espaces d’une algébre de Lie stables sous le crochet itéré [[.,.],.]. De maniére
équivalente, un systéme triple de Lie est un sous-espace propre pour la valeur propre —1 d’une
algébre de Lie avec involution. La premiére caractérisation intrinséque des systémes triples de
Lie a été donnée par N. Jacobson (cf [12], [16]). Elle reprend les trois identités énoncées ci-
dessus et deux autres, dont K. Yamaguti (cf [26]) a démontré qu’elles étaient une conséquence
des trois premicres identités (ce point découle déja de [13], section 3).

L’ensemble des systémes triples de Lie forme une sous-catégorie compléte de la catégorie des
algebres ternaires : si (q, [, .,]q); (4, [, .]q) sont deux systémes triples de Lie, une application

fiqa—d

est un morphisme de systémes triples de Lie si et seulement si, pour tout triplet (x,y,z)
d’éléments de q,

Fl2,y, 2la) = [f (@), f(y), £(2)] -

Soit q un systéme triple de Lie sur 'anneau K. Nous allons utiliser la construction précédente
(suite de groupes polynomiaux associés a une algébre de Lie) pour définir une suite d’espaces
symétriques polynomiaux associée au systéme triple de Lie q. En effet, tout systéme triple de
Lie peut étre considéré comme le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 d’une algébre
de Lie avec involution, son plongement standard.

Rappelons proprement la définition du plongement standard de g.

Une application linéaire A : ¢ — q est appelée dérivation de q si et seulement si, pour tout
triplet (z,vy,z) d’éléments de g,

A(lz,y, 2]) = [A(@),y, 2] + [z, A(y), 2] + [z, y, A(2)].
Un premier exemple de dérivation est fourni par les applications

R(z,y): q — q
z I [xaya Z]'

En effet, I'identité (STL3) fournit la relation
R(u,v)[z,y, 2] = [R(u, v)z,y, 2] + [z, R(u, v)y, 2] + [2,y, R(u, v)z].
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L’ensemble des dérivations du systéme triple de Lie g, noté Der(q), est une sous-algébre de Lie
de ensemble des endomorphismes de q : Der(q) est stable sous le crochet

[A,B] = Ao B — BoA.

Munissons I'ensemble q & Der(q) d’une structure d’algébre de Lie en définissant un crochet
bilinéaire antisymétrique par les relations suivantes, ol x,y sont éléments de q et A, B sont des
dérivations de q :

[A,B] = AoB— BoA,
[A,z] = Afz),
[z,y] = R(z,y).

Désignons par o 'involution de I’algébre de Lie q @ Der(q) définie par
olx+A)=—x+ A,

ou z € q, A € Der(q). Le systéme triple de Lie q est alors le sous-espace propre de o associé
& la valeur propre —1, munie de la structure de systéme triple de Lie donnée par le crochet

[ -], ]

Introduisons le sous-module [q, q] de I'ensemble des dérivations de g engendré par les dé-
rivations du type R(z,y). Cet ensemble est en fait une sous-algébre de Der(q) : en effet, la
propriété (STL3) des systémes triples de Lie peut s’écrire sous la forme

[R(z,y), R(u,v)] = R(R(z,y)u,v) + R(u, R(z,y)v).

On vérifie alors aisément que 1’ensemble q @ [q, q] est une sous-algébre de Lie de q @ Der(q).
Par définition, le plongement standard du systéme triple de Lie q est cette sous-algébre

g=q®][q,q].

Désignons alors par mq et 7y 4 les projections respectives de g sur q et [q,q]. L’algébre de
Lie g engendre une suite de groupes polynomiaux (G,,(g)). Chaque module G,,(g) se décompose
en la somme directe des deux sous-modules G, (q) et G,,([q,q]) et les projections de G, (g) sur
ces deux sous-modules sont données par le prolongement des projections mq, g q & Gin(g). On
les note encore mq et g q. De méme, U'involution o donne lieu a une involution du groupe
Gr(g), encore notée o. Introduisons ’ensemble

My (q) = {X € Gu(g)lo(X) = X'}
Proposition 1.3.1. L’ensemble M,(q) est en bijection avec ’ensemble G, (q) par l'application

p: Mp(q) —  Gulq)
X — me(X).

Démonstration. Si X = Y ; £*X, est un élément de Gy (g), I'élément X1 est donné par
X1 =3 e (X 1) ou

|a|

(X Va==Xat+ D> (D)™ > [[Xxm, Xpma],.. ], Xoa].
m=2 AeP™ ()
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On note alors, pour X appartenant a G,(g) et o appartenant a I,,,

|a|

Aa(X) = 30" 3 (X, Xymoi], - J X,

m=2 AEP™ ()

Ainsi (X1, = =X, + Aa(X).

Remarquons que si X7 désigne élément Y, _,e*X,, alors A (X) = Ao (X?) pour tout
a <46.

Soit X € Gn(g). On note x = Y ; €%rq et T = ) o5 %%y les éléments my(X) et
T(q,q (X). Les assertions suivantes sont équivalentes :

- X e M,

—o(X)=X"1

— pour tout « € Iy, =4 + Ty = —Xo + An(X),

— pour tout a € I, 2%, = An(X),

— pour tout a € I, mq(Aa(X)) = 0 et g q(Aa(X)) = 2Z4.

Soit ¥ = ) 5 €T un élément de Gy (q). Il s'agit de montrer qu'il existe un unique
¢lément X de M, tel que ¢(X) = x, ce qui revient a montrer qu’il existe un unique élément z
de Gp([g,q]) tel que = + & appartienne & M,,.

Soit T = ) o5 €"Tq un élément de Gy ([q, q]). D’aprés ce qui précede, sil'élément X = z+7
appartient a M,,, alors, pour tout i € {1,...,2" — 1},

2To, = ™q,q(As; (X))
= Tqq(Aa (X%)).

On obtient ainsi I'unicité de 1’élément  pouvant convenir : les éléments Zp, sont définis par
induction de la maniere suivante : Zg, = 0, et si les Ty, ont été définis pour 7 < k, on pose
Zg

[ iﬂ[q,q} (Aek (Xek))a

ot X = Y4\ e (g, + 34,).

Démontrons a présent que cet élément & convient. On pose X = x + Z. Il s’agit de montrer
que 7q(Aq(X)) = 0 pour tout o € I,, ou encore que o(A(X)) = Ax(X), ce qui est aussi
équivalent & 0(X,) = (X 1),. La preuve se méne par récurrence sur la longueur de a. Si « est
de longueur 1, A,(X) = 0 et le résultat est vrai. Supposons le vrai pour tous les multi-indices

de longueur au plus k et considérons un multi-indice o de longueur k + 1.
Par définition,

Af(X) = Xo + (X 71),.
Puisque
(X X)a=(X-XNa=0,
on obtient
Aa(X) = Xa+ (X Na— (X" X)a

|af

= 3 3 X e, Xl Xy

m=2 \e P™(c)
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et

Ag(X) = Xo+ (X He—-(X- X1,
lo

= 3 Y K (Xl (X )

m=2 \eP™(a)

On obtient alors

o(Aa(X)) = o 3 (X am Xl Xymoa])
AEP™ ()

— Z U([[(X_l))\m,XAIL...,X)\mfl])

AEP™ ()

= 3 [o((X ) (Xl 0 (K]

AEP™ ()

= Z [[XA’”?(Xil)kl]r"?(Xil))\m*l]

AEP™ ()
= A.(X),

ce qu’il fallait démontrer.

Donnons la

Définition 1.3.1. Soit V un module sur 'anneau K, muni d’une application produit p : V x
V — V. On dit que V est un espace symétrique polynomial de degré au plus k sur K si et
seulement si, pour tout x,y,z € V,

(SP1) pz,z) ==,

(SP2)  p(x, w(@,y)) =y,

(SP3) (. pu(y, 2)) = plu(z, ), p(z, 2)),
(SP4)  p(0,2) = —z + deg(2),

et si pour tout entier naturel n > 1, l'application

tn : (21, ) — w(xr, p(ze, .. p(zn—1,20)))

est polynomiale de degré au plus k.
On dit que V est un espace symétrique polynomial sur K si et seulement si il existe un
entier naturel k tel que V' soit un espace symétrique polynomial de degré au plus k.

Nous pouvons alors énoncer le
Théoréme 1.3.1. Le K-module G,,(q), muni du produit p défini par
p(x,y) = (e (z) - alp™ (y) ¢ (@),

est un espace symétrique polynomial.
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Démonstration. Par construction, le produit p vérifie les trois axiomes (SP1), (SP2), (SP3).
D’autre part,

u0,2) = ¢lo(p™ ()

ce qui montre en particulier que p vérifie (SP4). De plus, G, (g) étant un groupe polynomial
d’ordre au plus n, il est aisé de vérifier que les applications i sont polynomiales de degré au

plus n, pour tout entier naturel k.
O

On peut expliciter le calcul de pu(z,y)s pour les multi-indices de longueur inférieure ou
égale a 3 : si a est un multi-indice de I,, tel que |a| < 2, alors

M(xa y)a = 2‘%.04 — Yo,

et si a est un multi-indice de I,, de longueur 3, alors, en considérant I'unique A € P3(a), on
obtient

Wz, Y)a = 2Ta — Ya
1
+§([9€>\371‘,\1 — Y1, 2252 — Yn2] + [y, Tr2 — yxz, 2051 — yau))
1
—5([%\37%\1 —ynt, Txz] + [Yas, Taz — Yaz, Tp1]).

Remarque 1.3.1. En désignant par Q(X) lapplication
Y — sx(s0(Y)) = pu(X, p1(0,Y)),
on vérifie que pour tout x,y,z € (q,

[Q(c001%), Q(e010Y)](€1002) = €100% + €111[2, Y, 2],

ce qui prouve que la structure de systéme triple de Lie sur le module q est entiérement déter-
minée par la structure d’espace symétrique construite sur Gs(q).

Remarque 1.3.2. Dans le cas particulier ot q est un systéme triple de Lie trivial, le plonge-
ment standart de q a une structure abélienne d’algébre de Lie. On en déduit que la structure
d’espace symétrique de G,(q) est la structure plate : pour tout x,y € Gn(q),

w(x,y) =2z —y.
Corollaire 1.3.1. Le K-module J,,(q) = .1, 6%q est un sous-espace symétrique de G (q).
Démonstration. Introduisons ’ensemble
My(a) = My(q) N Jn(g).

En suivant la preuve de la proposition 1.3.1, on montre que 'application ¢ est une bijection
de M) (q) sur J,(q), ce qui permet de conclure. O
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Ainsi, pour tout couple (z,y) = (33;0Wx;,>",0Wy;) d’éléments de J,(q), il existe un
élément z = 3, 6@z de J,(q) tel que

w(z,y) = z.

On peut calculer les premiers termes de cet élément :

- 21 =211 — WY1,

— 29 = 2wo — Yo,

~ 23 =2x3 — Y3 — [T1, 91, 71] — [y1,71,, 91,

— 24 = 224 — y4 — 6[x2, 91, 21| + 3[x2, y1, 1] + 3[21, Y1, Y2] + 3[x2, 21, 21].

Il semble en revanche trés difficile de trouver une formule générale explicite donnant le
produit p de l'espace symétrique G,,(q) ou celui de l'espace symétrique J,(q).
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1.3.2 Fonctorialité de la construction

Si M et N sont deux espaces symétriques connexes et simplement connexes de dimension
finie sur le corps des réels, tout morphisme du systéme triple de Lie de M & valeurs dans le
systéme triple de Lie de N provient de maniére unique d’'un morphisme d’espaces symétriques
de M dans N. Ce résultat (que 'on peut trouver dans [19]) permet de démontrer 1'équivalence
de la catégorie des espaces symétriques connexes simplement connexes de dimension finie sur
le corps des réels avec la catégorie des systémes triples de Lie de dimension finie sur R.

Nous nous attachons dans cette section & démontrer 'analogue polynomial de ce résultat. 11
nous faut tout d’abord définir la notion de morphisme de la catégorie des espaces symétriques
polynomiaux.

Définition 1.3.2. Soient (M, p), (M', i) deuzx espaces symétriques polynomiauz. On ap-
pelle morphisme de ’espace symétrique polynomial (M, ) dans Uespace symétrique polynomial
(M', i) toute application polynomiale

f:M — M
respectant les applications produits : pour tout x,y € M,

fulz,y)) = w'(f(2), f())-
Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 1.3.2. L’application qui associe a un systéme triple de Lie q 'espace symétrique
polynomial G,,(q) est fonctorielle : si f : q — q' est un morphisme de systémes triples de Lie,
Uapplication f: Gn(q) — Gu(q'), restriction de lapplication f@xK[e1, ..., en] au sous-module
Gn(q), est un morphisme d’espaces symétriques polynomiauz.

Un obstacle & la démonstration de ce théoréme est ’absence de formule générale explicite
pour le produit p de 'espace symétrique G (q).

Afin de contourner ce probléme, nous montrons proprement que le produit y peut s’exprimer
uniquement en fonction du crochet triple du systéme triple de Lie q. C’est l'objet du lemme
1.3.1, qui utilise des notions et notations introduites dans ’appendice B et rappelées briévement
ici.

Introduisons une suite d’indéterminées X = (X;);>n et considérons I'algébre ternaire Lib%
libre sur I'ensemble X (cf définition B.1.2). Si L est une 3-forme abstraite élément de Lib%, si
(A, p) est un systéme triple (algébre ternaire), nous définissons une application évaluation de
L en A (cf section B.1.2), en posant, pour (a;) € AN,

LP((ai)) = 0((a:)) (L),
ot A((a;)) est I'unique prolongement & Lib% de I'application

X — A

T, —  Q;.
Nous pouvons alors énoncer le

Lemme 1.3.1. Soit n un entier naturel non nul. Pour tout élément o de I,, il existe une
3-forme abstraite L, élément de Lib§( telle que [’égalité

Wz, y)a = Lg""](($g1, LB YRy -1 YBn, 0,0, .0))

soit vérifiée pour tout couple (x,y) = (3 ger, eBag, > sel, ePys) d’éléments de Gy (q), (4, [, - -])
étant un systéme triple de Lie.
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Montrons en premier lieu que ce lemme entraine le théoréme.
Soit donc

fra—d
un morphisme de systémes triples de Lie et introduisons I'application

£+ Gn(a) — Gn(d),

restriction de l'application f @k Kleq,...,e,] au sous-module G,,(q). Il s’agit de montrer que
cette application est un morphisme d’espaces symétriques polynomiaux. B
Soient x =) 5. ePxp,y = > ser, €%y deux éléments de Gy, (q). On obtient alors f(z) =

> ser, P f(xp), fly) = > sel, P f(ys) et par le lemme 1.3.1,

u(f (@), F@))a = LW (@)ps s F@)gas S Wi+ £ (9)5,50,0,.)).

Or f est un morphisme de systémes triples de Lie. En particulier, ¢’est un morphisme
d’algébres ternaires. Par la proposition B.1.2, on a alors

LW o f = porkh,

ce qui prouve que

p(f (@), f(¥)a = f(u(z,9)a),

pour tout o € I, et ainsi

u(f (@), J() = Flulz,y)).

Aussi 'application fest—elle un morphisme d’espaces symétriques polynomiaux.

Il nous faut a présent démontrer le lemme 1.3.1.

Introduisons £x et qx algébre de Lie et le systéme triple de Lie libres sur X (voir la
proposition B.1.3). Nous notons i et j les injections naturelles de X dans £x et qx. Définissons
Iinvolution ¢ : £x — £x comme étant I'unique morphisme d’algébres de Lie prolongement
de I'application

(—1): X — Lx

a l'algebre de Lie libre sur X. Nous sommes alors en présence d’une algébre de Lie avec
involution et I'ensemble £5 des points anti-fixes sous o est donc naturellement muni d’une
structure de systéme triple de Lie.

Lemme 1.3.2. Il existe un isomorphisme de systemes triples de Lie de £y sur le systeme
triple de Lie libre sur X.

Démonstration. L’injection naturelle ¢ est & valeurs dans £5. Elle se prolonge donc en un
unique morphisme de systémes triples de Lie n : qx — £. Il s’agit de montrer que cette
application est bijective.

L’ensemble qx @ [qx, qx] est naturellement muni d’une structure d’algébre de Lie (donnée
par le plongement standard du systéme triple de Lie qx). L’injection naturelle j de X dans
qx @ [4x, q9x] admet donc un unique prolongement

v:Lyx — qx @ [qx,9x]
qui soit un morphisme d’algébres de Lie.
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Notons ¢ I'involution naturelle du plongement standard qx @ [qx, qx]. Nous obtenons alors
I’égalité v o 0 = 7 o v, puisque les deux membres de 1’égalité sont des morphismes d’algébres
de Lie prolongeant ’application

opposée de I'injection naturelle de X dans qx.

Aussi I'image de I'ensemble £ par I'application v correspond-elle & I'ensemble qx et I'on
obtient un morphisme de systémes triples de Lie, encore noté v, en considérant la restriction
du morphisme d’algeébres de Lie v a I'ensemble £

Les applications v on et n o v sont alors des endomorphismes du systéme triple de Lie qx.
On vérifie aisément que ces applications sont des prolongations de I'injection naturelle j de X
dans qx, ce qui prouve que von = nov = Id (par unicité du prolongement). Aussi 'application
n est-elle bijective. Le systéme triple de Lie £ est donc un systéme triple de Lie isomorphe
au systéme triple de Lie libre sur X. ]

Soit (q,[.,-,.]) un systéme triple de Lie. Désignons par (g, [.,.]) son plongement standard,
et par o4 l'involution d’algebre de Lie associée.

Lemme 1.3.3. Soit (x;)i>0 une suite presque nulle d’éléments de q. Pour toute 2-forme abs-
traite A élément de £x, on obtient

oq(A1((2:)) = o (1) ().

Si de plus A est élément de £,

Ab((@i) = v(A)b 1 ((22)),
ot v désigne l'isomorphisme de £ sur qx.

Démonstration. Soit (x;);>0 une suite presque nulle d’éléments de q.
L’application
ll : SX — 8]
A og(Ab (@)

est un morphisme d’algébre de Lie prolongeant ’application

l: X — g
Xi —  —Xj.

D’autre part, I’application

lp: £x — g
A — o(A((@)

est également un morphisme d’algébres de Lie qui prolonge I'application [. Par unicité du
prolongement de [ en un morphisme d’algébres de Lie défini sur £x, on a alors I; = s, ce qui
démontre la premiére partie du lemme.

La deuxiéme partie du lemme peut se reformuler ainsi : on veut montrer que pour toute
3-forme abstraite A élément de qx,

(A (@) = Ab1((20)),
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ou 7 désigne l'isomorphisme de qy sur £5.

Remarquons qu’il suffit de montrer cette égalité dans le cas particulier ou A est la projection
d’un mot de Libg( sur qx, le cas général en découlant par linéarité.

Si A = j(X;) est 'injection naturelle d’une indéterminée X; dans qx, alors n(A) = i(X))
est l'injection naturelle de 'indéterminée X; dans £x, et ainsi

(A ((2)) = 2 = A T((27)).

Désignons par 7 la projection de Libﬁf sur q.x. Rappelons que ’on désigne par X™ I’ensemble
des mots de Lib% de longueur m (avec m entier naturel impair). Supposons que n(A)l1((z;))
soit égal a Al+((z;)) pour tout élément A de 7(X™), pour m < k, et montrons que le résultat
est vrai pour les éléments de w(X*). Soit donc A € X*. Il existe A;, A, A3 trois mots de Lib3
de longueur strictement inférieure a k tels que

A = p3(A1, Az, A3),

oil p3 désigne le produit triple de Lib%. Alors, en notant p4 le produit triple de qx, et A} les
projections dans qx des éléments A; de Libgf, on obtient

Al = pg(A,lj ,2a Ag)
et ainsi, I’application n étant un morphisme de systémes triples de Lie,

n(A") = ps(n(A1),n(A3)), 1(A3)).

Ainsi, en utilisant ’hypothése de récurrence et la définition du crochet du plongement
standard, on obtient

n(AV (@) = [In(ADD (@), n(As) T (@) (A ()]

[ ( I

[(ADEI((@2)), (AR (i), (A5) T ()]

(AD b (@), (Ay) b ((22), (A5)8) (@)
)

ce qui termine la preuve.

O]

Revenons & présent a la preuve du lemme 1.3.1.

L’ensemble £x étant une algebre de Lie, on peut considérer I’ensemble G,,(£x) muni de sa
structure de groupe polynomial.

En copiant sa définition sur celle de la bijection ¢~ : G,,(q) — M,(q) (cf proposition
1.3.1), nous construisons une application f : G,,(£x) — Gn(£x). Soit R =Y cm e*Rq un
¢lément de G, (£x). Nous devons définir un élément f(R) = Y cm e“f(R)a de Gn(Lx). Si
est un multi-indice de longueur 1, on pose

1

f(R)a = Ra
Puis pour a quelconque, on pose
||
f(R)o = R + = Z ST R)am, F(R)amal, -] F(R) ).
AEP™ ()
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Si (Bi)1<i<an—1 désigne la suite strictement croissante des éléments de I,,, on introduit les
deux éléments de G, (£) suivants :

2n—1
Ml = Z 8ﬁiXi7
i=1

2 —1
My=Y " e’ Xion 1.
=1

Nous pouvons alors former le produit f(Mi)o(f(Ms))f(Mi). C'est un élément de G, (Lx).
Posons
To = (f(M)o(f(M2)) f(M1)),,-
Soient x = Z?i;l iy, y = Zfl;l ePiy; un couple d’éléments de Gy (q). Désignons par
(x,y,0,...) la suite presque nulle d’éléments de q définie par

(x,y,O, . ) = (.%'1, ey Xon 1, Y1, - ,ygn_l,0,0, . )
Il est alors clair que

TE((@,9,0,...)) = (¢ (@)-0 (07 (1) -7 (7))o

En notant fa la projection de T, sur 2;(1, on a alors T, = %(Ta —0(T,)), et en utilisant le
lemme précédent, on obtient

V(T (2,9,0,..)) = Tol((2,9,0,...))
= (T =0TV (@,9,0,..)
= %(T&"}((fc,y, 0,...)) — o(T) (2, 4,0,...))
= ST (9,0,..) — og(TE (@, 9,0,..))
= (e @0 @)~ (@))a)
= wz,Y)a-

Finalement, I'élément v(T,) vérifie

V(Toé)((xa y,0,.. )) = :u(x’ y)a

pour tout couple (z,y) d’éléments de G, (q), et il suffit alors de choisir un élément L, de Lib%

dont la projection sur qx coincide avec T}, pour obtenir la preuve du lemme 1.3.1.
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Chapitre 2

Notion de fibré symétrique

Les fibrés symétriques sont des fibrés vectoriels sur des espaces symétriques, munis d’une
structure d’espace symétrique compatible avec la structure de la base, et telle que chaque
fibre soit munie de la structure plate. De plus, 'application (—1), définie sur chaque fibre par
(—=1)z(v) = —v, doit étre un automorphisme d’espace symétrique. Nous développons dans une
premiére partie le point de vue algébrique des fibrés symétriques, montrant qu’un tel objet
est naturellement associé & une représentation de systéme triple de Lie. Dans une seconde
partie, nous développons le point de vue géométrique, montrant en particulier qu’a chaque
fibré symétrique sont associés un espace a symeétries et une connexion d’Ehresmann.
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2.1 Le point de vue algébrique

Rappelons qu’une représentation de l'algébre de Lie g dans un module V' est la donnée
d’un morphisme d’algébres de Lie de g dans 'algébre des endomorphismes de V. Il y a une
correspondance biunivoque entre ces représentations et les suites exactes scindées d’algébres
de Lie

{0} —V -—g-—g— {0},

oug=ga®V etV est muni de sa structure triviale d’algébre de Lie (on dit alors que g est une
extension inessentielle intégrable ou abélienne de g par V).

Etant donnée une représentation de ’algébre de Lie g dans le module V', on obtient pour
tout entier naturel n, par fonctorialité de la construction précédente, une suite exacte scindée
de groupes polynomiaux

{0} — Gn(V) — Gn(g) — Gn(g) — {0},

ot G, (V) est muni de sa structure abélienne triviale de groupe polynomial.
Réciproquement, étant donnés deux algeébres de Lie g, g et un module V tels que, pour tout
entier naturel n, la suite de groupes polynomiaux

{0} — Gn(V) — Gu(g) — Gnlg) — {0}

soit une suite exacte scindée, on montre, en utilisant I'injectivité de la construction (cf remarque
1.2.5), que l'algeébre de Lie g = g & V est une extension abélienne de g par V.

Introduisons la notion de fibré de groupes polynomiaux. Soient G, G’ deux groupes poly-
nomiaux, V un K-module. On dit que G’ est un fibré de groupes polynomiaux sur G de fibre
V si et seulement si G’ = G @V et si la suite

{0} —V —G — G — {0},

ol V est muni de sa structure abélienne triviale de groupe polynomial, est une suite exacte
scindée de groupes polynomiaux. .

Il y a donc une correspondance biunivoque entre les représentations d’algébres de Lie de g
dans V et les suites de fibrés de groupes polynomiaux sur G, (g) de fibre Gy, (V).

L’appendice B présente la notion de représentation pour des catégories générales d’algébres
n-aires annulant une famille donnée de formes abstraites. En particulier, il existe une notion
naturelle de représentation dans la catégorie des systémes triples de Lie. Aprés avoir présenté
cette notion dans une premiére partie, nous introduisons la notion de fibré symétrique polyno-
mial et établissons une correspondance biunivoque entre ces deux notions.

2.1.1 Représentation d’un systéme triple de Lie

Soit (q,[.,.,.]) une algébre ternaire sur ’anneau K. Introduisons les applications produit
partielles R, M, L. de I'algébre ternaire q : elles sont définies par

R(z,y)z = M(z,2)y = L(y, 2)x = [x,y, z].

Les trois identités définissant un crochet de systéme triple de Lie sont des identités mul-
tilinéaires, ce qui fait des systémes triples de Lie des L-algébres (cf appendice B). On peut
transcrire ces identités en des identités sur les applications produit partielles :
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Proposition 2.1.1. Soit g un module muni d’une application trilinéaire |.,.,.]. Alors (q,].,.,.])
est un systéme triple de Lie si et seulement si, pour tout quadruplet (z,y,u,v) d’éléments de
q, les relations suivantes sont vérifiées :

(RSTLO) M(x,y) = —L(z,y)

(RSTL1) R(z,y) = —R(y, )

(RSTL2) R(z,y) =M ) M(y,z)

(RSTLS) R(x,y)R(u,v) — RE ,v; E R([z,y,u],v) + R(u, [z, y,v])
M

Ve

y)
(RSTL4)  R(z,y)M(u,v) — M(u,v)R(z,y) = M([z,y, u],v) + M(u, [z,y,0])
(RSTL5) M (x, [u,v,y]) = M(u,y)M(z, ) M (v, y)M (x,u) + R(u, v) M (z,y),

ou R, M, L désignent les applications produit partielles de l’algebre ternaire q.

Démonstration. 11 s’agit de Pécriture des identités (STL) en utilisant les applications produit
partielles. O

Remarque 2.1.1. L’identité (RSTL2) implique lidentité (RSTL1). De méme, les identités
(RSTL2) et (RSTL4) impliquent l'identité (RSTLS3).

Les applications R, M et L, définies sur ¢q x q et & valeurs dans End(q) devant former une
représentation de q dans q (représentation que 'on appelle réguliére), on définit par analogie
les représentations de systémes triples de Lie :

Définition 2.1.1. Une représentation du systéeme triple de Lie q dans le module V est la
donnée de trois applications bilinéaires r,m et | définies sur q X q et a valeurs dans End(V)
vérifiant les siz identités (RSTLO0-5), ou de maniére équivalente, vérifiant les quatre identités

(RSTLO0-2-4-5).

Remarquons que les identités (RSTLO) et (RSTL2) permettent de définir les applications
r et | & partir de 'application m, ce qui permet de définir une représentation de systémes
triples de Lie comme la donnée d’une application bilinéaire m vérifiant les identités (RSTL4)
et (RSTL5), ou 'application r est définie par (RSTL2) (cf [14]).

Une autre définition possible de la notion de représentation de systéme triple de Lie est
celle donnée par W.G. Lister dans [16] : en suivant les définitions de représentation d’algébre
de Lie et de représentation spéciale d’algebre de Jordan (cf [12]) données par un morphisme
d’algebres de Lie ou d’algebres de Jordan dans End(V') (muni de son crochet de Lie d’algébre
associative [x,y] = zy — yz ou de son produit de Jordan d’algébre associative x -y = %),
celui-ci définit les représentations de systémes triples de Lie comme étant des morphismes de
systémes triples de Lie d’un systéme triple de Lie q dans End(V'), muni du crochet triple donné
par itération du crochet de Lie : [z,y, z] = [[z, ], 2].

Nous allons montrer que les représentations de systémes triples de Lie correspondent de
maniére biunivoque a certaines extensions inessentielles et intégrables du systéme triple de Lie
g par le systéme triple de Lie trivial V. Précisons la

Définition 2.1.2. Soit q un systéme triple de Lie sur K, V un K-module. On dit que le systéme
triple de Lie q est une extension de q par V si et seulement si la suite

{0} =V —4q—0q— {0}

est une suite exacte de systémes triples de Lie, le module V étant considéré muni du crochet
nul .
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Si, de plus, la suite est une suite exacte scindée de systémes triples de Lie (donc admet une
section homomorphisme de systémes triples de Lie), on dit que q est une extension inessentielle
de q par V.

On dit que l’extension est intégrable si et seulement si pour tout x,y,z € q, [:c,y,zh =0
dés que deux des éléments x,y, z appartiennent a V.

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 2.1.1. Soit q un K-module. Supposons qu’il existe deux sous-modules q et V tels
que q soit muni d’une structure de systéme triple de Lie et tel que q soit somme directe des deux
modules q et V. Soient r et m deux applications bilinéaires de q X q a valeurs dans End(V).
Le produit triple défini pour tout X,Y,Z € q et pour tout u,v,w € V par

(2.1) X+u,Y+v,Z4+w=[XY,Z]+r(X,Y)w+m(X, Z)v —m(Y, Z)u

munit le module q d’une structure de systéme triple de Lie (et alors q est une extension inté-
grable et inessentielle de q par V') si et seulement si (r,m) est une représentation de systémes
triples de Lie.

Démonstration. Supposons que le crochet triple défini par (1) munisse q d’une structure de
systéme triple de Lie. Alors clairement, le systéme triple de Lie q est une extension inessentielle
et intégrable de q par V.

Notons R, M les applications partielles du produit triple de Lie q. Par hypothése, puisque
g est un systéme triple de Lie, elles vérifient les identités (RSTL).

Or r(X,Y)(w) = R(X,Y)(w) et m(X, Z)(v) = M(X, Z)(v) donc par restriction des iden-
tités (RSTL) pour les applications R, M, on obtient les identités (RSTL) pour les applications
r,m. Ainsi (r,m) est une représentation de systéme triple de Lie.

Réciproquement, supposons que les applications r et m vérifient les identités (RSTL).

Remarquons que le crochet triple défini par (1) sur ¢ est nul dés que deux au moins de ses
arguments appartiennent a V.

Par (RSTL1), on a
R(X,Y) = —R(Y, X)

pour X,Y €q.
Si X, ZeqetveV,ona

R(X,v)Z =[X,v,Z]=m(X,Z)v=—-[v,X,Z] = —-R(v,X)Z.

Ainsi R vérifie (RSTL1).
La relation (RSTL2) implique

M(X,Z) - M(Z,X)=R(X,Z)

pour tout X, Z € q.
SiX,;)YeqetweV,ona

M(X,w)Y —Mw,X)Y = r(X,Y)w+m(Y,X)w
= m(X,Y)w
= R(X,w)Y.

Avec (RSTL1), on conclut que (RSTL2) est vérifié pour les applications R, M.
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Vérifions les applications produit partielles satisfont a I'identité (RSTL3) : on doit montrer
que pour tout U, W, X,Y, Z €4,

R(U,W)[X,Y, Z] = [R(U,W)X,Y, Z] + [X, R(U, W)Y, Z] + [X,Y, R(U, W) Z].

SiU,W,X,Y,Z € q, c’est la relation (RSTL3) pour le systéme triple de Lie de g.

SiU,W,X,Y € qget w € V, respectivement si U, W, X, Z € qet v € V (et de maniére symé-
trique par (RSTL1) si U,W,Y,Z € q et u € V), les conditions (RSTL3) pour la représentation
(r,m) fournissent respectivement (RSTL3) et (RSTL4).

Supposons alors X, Y, Z. U € qet w € V (lecas X, Y, Z,W € q et u € V s’en déduit par
(RSTL1)). La relation (RSTL3) s’écrit

m(U,R(X,Y)Z)=—m(Y,Z)om(Y,X)+m(X,Z) om(U,Y) +r(X,Y)om(U, Z),

ce qui est exactement (RSTL4).
Ainsi le crochet triple défini sur q est un crochet de systéme triple de Lie. Il reste a vérifier
que le systéme triple de Lie g est une extension inessentielle et intégrable de q par V.
O

Appelons g-module tout module V pour lequel le module ¢ = q @ V est muni d’une
structure d’extension intégrable et inessentielle du systéme triple de Lie q par le module V.
Cette notion a été introduite par B.Harris dans [11]. Par le théoréme précédent, il existe une
correspondance biunivoque entre les représentations du systéme triple de Lie q et les structures
de g-modules. En effet, si V' est un g-module, en notant [., .,.] la structure de systéme triple de
Lie de I'extension q @ V', on définit une représentation (r,m) de q dans V' en posant

r(X,Y)v) = [X,Y,v]
m(X,Y)v) = [X,v,Y]

Réciproquement, si (r,m) est une représentation du systéme triple de Lie g dans le module V/,
on obtient une structure de g-module sur V' en considérant le module g & V' muni du crochet
triple donné par la formule (2.1). On vérifie aisément que ces deux correspondances sont inverse
I'une de l'autre.

La proposition suivante fournit une autre caractérisation de la structure de g-module.

Proposition 2.1.2. Soit q un systéme triple de Lie, soit V un K-module. Une structure de
systéme triple de Lie sur le module @ = q @V provient d’une structure de q-module sur'V' si et
seulement si les trois points suivants sont vérifiés :

— q est un sous-systeme triple de q,

— V est un idéal de q, sous-systeme triple de Lie trivial,

— Uapplication (—1) : x+v — x —v est un morphisme du systéme triple de Lie q = q® V.

Démonstration. Le sens direct est évident (puisque la structure de systéme triple de Lie sur q
est alors de celle donnée dans le théoréme précédent).

Réciproquement, supposons que g soit muni d’une structure de systéme triple de Lie véri-
fiant les trois points précédents. Le systéme triple de Lie q est alors une extension inessentielle
de q par V. Cette extension est intégrable, car si deux des éléments x,y, z donnés dans q ap-
partiennent & V| le dernier appartenant a g, on a, en utilisant le fait que 1’application (—1) soit
un morphisme de systéme triple de Lie,

(=D, y, 2] = [(=Dz, (=Dy, (=1)z] = [2,y, 2].
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Ainsi, I'élément [x,y, z] appartient & g. Or c’est également un élément de V' puisque V' est un
idéal. Les deux modules V et ¢ étant en somme directe, on en déduit

[x7 y? Z] = 07

ce qui prouve que 'extension est intégrable. Il suffit alors de considérer les applications bili-
néaires r et m de q x q & valeurs dans End(V') définies par r(z,y)(v) = [z,y,v] et m(z,y)(v) =
[x,v,y] pour conclure. O

Remarque 2.1.2. La correspondance biunivoque existant entre q-modules et représentations
linéaires de q est en fait une équivalence de catégories : les notions de morphisme de représen-
tations et de morphisme d’extensions sont précisées dans les sections B.2.1 et B.5.1.

2.1.2 Lien avec les représentations d’algébres de Lie avec involution

Si A est une algébre de Lie munie d’une involution o (ie d’un automorphisme involutif),
on obtient un systéme triple de Lie q en considérant ’espace propre de o associé a la valeur
propre —1, muni du crochet triple

[a, b, c] = [[a,b],].

L’application associant a ’algébre de Lie avec involution (A, o) le systéme triple de Lie q est
un foncteur, noté F', de la catégorie des algébres de Lie avec involution dans celle des systémes
triples de Lie. Rappelons qu’un morphisme dans la catégorie des algébres de Lie avec involution
est un morphisme d’algébres de Lie compatible avec les involutions données.

Dans le cadre des algébres de Lie, une suite exacte

{0} — V —F— A— {0}

est dite extension abélienne de A par V si et seulement si c’est une suite exacte d’algébres de
Lie, V étant muni du crochet nul. Dans le cas d’une structure d’algébre de Lie induite par une
structure d’algébre associative, cela correspond au fait que la loi de I'algébre associative V' est
abélienne.

On vérifie alors aisément que toute extension abélienne d’algébres de Lie avec involution
induit par le foncteur F' une extension intégrable de systémes triples de Lie.

En effet, soit

[0} — (V,0v) — (B,a5) — (A,04) — {0}

une extension d’algébres de Lie avec involutions, supposée abélienne.
Il est alors clair que la suite de systémes triples de Lie

{0} — F(V) — F(E) — F(A) — {0}

est une suite exacte.

De plus, [F(V),F(V),F(E)] C [[V,V], E]. L’algébre de Lie V étant abélienne, on a alors
[F(V)aF(V)7F(E)] = {0}

De méme, [F(E),F(V),F(V)] C [[E,V],V] et puisque V est unidéal de E, [F(E), F(V), F(V)] C
[V,V] et ainsi [F(E), F(V),F(V)] = {0}.

L’extension de systémes triples

{0} — F(V) — F(E) — F(A) — {0}
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est donc intégrable.

Réciproquement, étant donnée une extension intégrable de systémes triples de Lie, existe-
t-il une extension abélienne d’algébres de Lie avec involution, induisant par le foncteur F
Iextension intégrable de systémes triples de Lie donnée ?

Dans le cas d’une extension intégrable et inessentielle provenant d’une structure de g-
module, la réponse est affirmative.

Proposition 2.1.3. Soit
{0} =V -—9qg8V —q— {0}

une extension intégrable et inessentielle de systéme triple de Lie. Il existe alors une extension
inessentielle (extension admettant une section homomorphisme d’algébres de Lie) et abélienne
d’algébres de Lie avec involution induisant par le foncteur F 'extension donnée.

Démonstration. Rappelons que le foncteur F' est un foncteur surjectif : si q est un systéme triple
de Lie, son plongement standard, noté L(q) est une algébre de Lie avec involution vérifiant
F(L(q)) = q. Rappelons que L(q) = q @ [q, q], ou [q, q] désigne la sous-algébre de ’ensemble
des dérivations de q engendrée par les applications du type R(z,y) : z — [z, v, 2].

Puisque le crochet triple sur q @ V s’annule dés que deux de ses arguments appartiennent
a V', on obtient

L@aV) = qeVaelqgeV,qeV]
= q®q,q]®V S [q,V]
= L@ @N,

ot 'on a pos¢ N =V & [q, V]. L’ensemble [q, V] est défini par
[9,V]={Dela®V,qa V][D(q) C V,D(V) = 0}
On vérifie alors aisément que la suite
{0} — N — L(a)® N — L(q) — {0}

est une extension inessentielle et abélienne d’algebres de Lie.

Si 'on munit N de l'involution oy = —Idy & Idq ) et L(q) © N de I'involution o, ® o,
on vérifie que cette suite respecte les involutions. Aussi obtient-on l’extension inessentielle et
intégrable du systéme triple de Lie q par V' donnée en appliquant le foncteur F.

O

Introduisons la notion de représentation d’algébre de Lie avec involution :

Définition 2.1.3. Soit (g,0) une algébre de Lie avec involution, (N,o’) un K-module avec
involution. Une représentation d’algébre de Lie avec involution de (g,0) dans (N,c') est une
représentation r de ['algebre de Lie g dans le module N vérifiant pour tout x € g, pour tout
neN,

r(o(x))(o'(n)) = o'(r(z)(n)).

Nous obtenons alors le
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Corollaire 2.1.1. Etant donnée une représentation r de l'algébre de Lie avec involution (g, o)
dans le module (N,on), on obtient une représentation (R, M) du systéme triple de Lie F(g)
dans le module F(N) en posant

Réciproquement, toute représentation (R, M) du systéme triple de Lie q dans le module V induit
une représentation v de ’algébre de Lie avec involution L(q) (plongement standard de q) dans
le module N =V & [q,V].

Démonstration. Si r est une représentation de ’algébre de Lie avec involution (g,oq) dans le

module avec involution (N, o), on obtient une structure d’algébre de Lie avec involution sur
le module (g & N,04 ® on) en munissant g ® N du produit

[z +n,y +m] = [z, ylg + r(x)(m) —r(y)(n).
Pour cette structure d’algébre de Lie avec involution, la suite
{0} — N -—go&N-—g— {0}

est une extension abélienne et inessentielle d’algébres de Lie avec involution. Cette suite induit
donc une extension inessentielle et intégrable de systémes triples de Lie

{0} — F(N) — F(g® N) — F(g) — {0}

Comme F(g® N) = F(g) ® F(N), on en déduit que le module F(N) est un F(g)-module, donc
on obtient une représentation du systéme triple de Lie F'(g) dans le module F(N) en posant

RX,Y)(v) = [X,Y,v]pq
= [X,Y],vlq
= r([X,Y])(v)

et
M(X,Y)(v) = [X,v,Y]pq)
= [[X,ULY]E
= _[Yv [va]]

= —r(Y)or(X)(v).

Réciproquement, étant donnée une représentation du systéme triple de Lie q dans le module
V', on obtient une structure d’extension inessentielle et intégrable de q par V sur le module
q @ V. Par la proposition 2.1.3, le plongement standard L(q @ V') est une extension intégrable
et inessentielle de l'algébre de Lie avec involution L(q) par le module N = V & [q, V]. Cette
extension fournit une représentation de l’algébre de Lie avec involution L(q) dans le module
N. O
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2.1.3 Notion de fibré symétrique polynomial

Un premier exemple d’extension intégrable d’un systéme triple de Lie (q, [.,.,.]) est donné
par l'extension scalaire (q @ ed, [., ., .| ®x Idg[)-

L’interprétation géométrique de cette extension est la suivante : si (M, p) est un espace
symétrique sur un corps ou anneau topologique K, I'application tangente Ty munit le fibré
tangent T'M d’une structure d’espace symétrique sur I’anneau TK. Le foncteur tangent s’in-
terpréte ainsi comme un foncteur d’extension par les nombres duaux : si (g, [.,.,.]) désigne le
systéme triple de Lie de I'espace symétrique (M, ), (q @ eq,[.,.,.] @k Idg[)) est le systeme
triple de Lie associé a l'espace symétrique (T'M,Tw).

Etudions alors I'espace symétrique polynomial associé a cette extension.

Puisque la suite de systémes triples de Lie
{0} —eqg—aq@eq—qg— {0}

est une suite exacte scindée, en utilisant la fonctorialité de la construction, on obtient une suite
exacte scindée d’espaces symétriques

{0} — Gn(eq) — Gun(q @ eq) — Gn(q) — {0}.

Le systéme triple de Lie eq étant un systéme triple de Lie trivial, 'espace symétrique Gy, (eq)
est plat (cf remarque 1.3.2).

Le lemme suivant va nous permettre de préciser la structure d’espace symétrique de G,,(q@®

eq).
Lemme 2.1.1. L’application

Gn(CIEBEq) — Gn+1(q)
>aer, €0 (@a texy) > Yaer, (el g, 4+ eleyg! )

est un morphisme d’espaces symétriques polynomiau.

Démonstration. Le plongement standard du systéme triple de Lie q @ €q étant donné par
I’algébre de Lie g ® eg, ot g est le plongement standard de ¢, il nous suffit de montrer que
I’application

Gn(Q@c‘:g) E— Gn+1(g)
Yaer, € (@atexy) — Yaer, (€@Vza + e Vaf)

est un morphisme de groupes.

Soient donc Y~ o1 (Ta +€2,,), D aer, (Ya +€yl,) deux éléments du groupe G, (g @ eg). On
a alors

Z (2o +exl) - Z (Yo +€Yh) = Z £*(zq +€2))

ael, aely, acly,
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avec

2o+ ez, = To+er, + Yo+ eyl

|al

+ Z Z [Zam + €x\m, yxr + €Yr1], - - Yam—1 + EY\m—1]
m=2\eP™(a)

= $a+ya+5($a+y;)

|a|

+Z Z [@Am, Y], - - Yam-1]

m=2 \e P («

|a|

Z Z [hms yars - yam]

m=2 \e P ()

|al

+Z Z Z [[[zxm, ya1], --,yg\i]a---yxm—l])-

m=2 \eP™(a) i=

D’autre part,

Z (@0, +e@Veg! ). Z (e @0y, + @Dyl Z P25

a€l, acl, BEIn+1

avec, si 3 est de la forme («, 0),

26 = ZatYa

|a

+ Z Z HUUAmy)\l],...y/\mq},

m=2 A\e P ((a,0))
si 3 est de la forme (o, 1),

|al
zg = T +y,+ Z Z [[Z5\m, yni], - - - Ypm—1]
m=2 /\Ep’"((a 0)
|a

+Z Z Z .j(,'/\m,y)\l ..,y;i]y-'-yAm*1]7

m=2\ eP™(a) i=1

et enfin, si 4 = (0,...,0,1),
zg =0,

ce qui prouve que l'application considérée est un morphisme de groupes.
O

Nous pouvons ainsi regarder 'espace symétrique G,,(q @ €q) comme un sous-espace symé-
trique de l’espace symétrique G,+1(q).
Décrivons & présent la structure d’espace symétrique de G,,+1(q) en utilisant celle de Gy, (q).
En considérant la projection naturelle 7w : G,+1(g) — G, (g), nous obtenons une suite exacte
de groupes
{0} — ent1(g @ Gn(9)) — Gnia(g) — Galg) — {0},
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ou le groupe €,4+1(g @ G,(g)) est abélien (cf remarque 1.2.6). Il est clair que I'application o
commute a la projection 7 et ainsi, w(My4+1) C M,
De plus, les projections 7 et mq commutent. Ainsi

Tq(m(Mnt1(q))) = 7(mq(Mnt1(q)))
= 7(Gny1(q))

En utilisant la bijectivité de I'application ¢, on en déduit 7(My,+1(q)) = M, (q). Plus précisé-
ment, en utilisant la notation provenant de la structure sur G,,+1(g) de produit semi-direct, on
a les équivalences suivantes
- (N> H) € MnJrl(q)
o(N, H)) = (N, H)!
~ (o(N),oc(H)) = (H'N-'H,H)
~o(N)=H 'N'Heto(H)=H"!
~ o(N)=H 'N"'H et H € M,(q)
Si (n,h), (n',h’) sont éléments de l'espace symétrique

Gn11(9) = ent1(q © Gn(q)) X Gn(a),

en notant (N, H), (N', H') les uniques éléments de M,,11(q) dont les images par application
@ sont (n,h),(n', '), on obtient

,U/((nvh)v(n/?h/)) = W((N7H)U(N/7Hl)(N7H))
= @((NHo(No(H\No(H)"'H™', Ho(H')H)).

Or on sait que o(H') = H'"' et o(N') = H'"'N'"'H'. Ainsi,

p((n,h), (1)) = o(NH(H')"'N'""'NH'H™', Ho(H')H))
En particulier,

(. )1, 1)) = G((NN'\N, Ho(H)H)) = (20 — ', ),

car e,41(g D Gpn(g)) est abélien. Aussi le sous-espace a symétries ,11(q ® Gp(q)) est-il muni
de la structure plate d’espace & symétries.

Remarquons d’autre part que si (N, H) appartient a I’ensemble M, 1(q), alors (N~!, H) en
est aussi un élément. En effet, 'application ¢ étant un endomorphisme de groupe polynomial,
on a

(N7 = (o(N))™!
— (H_lN_1H>_1
= H 'NH,
ce qui prouve que (N~1 H) appartient & M, 1(q). Or I'espace e,+1(g © Gy(g)) est abélien.

Ainsi N1 = —N.
Montrons alors que ’application
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est un morphisme d’espace symétrique.

Soient (n,h),(n/,h’') deux éléments de G,+1(q). Notons (N, H), (N', H') les uniques élé-
ments de M, 1(q) vérifiant o((N, H)) = (n,h) et o((N’, H')) = (n’,h’). Alors (N~', H), (N'""', H') €
My (g ®eg) et o((N7H H)) = (—n, h), (N1, H')) = (—n', I).

D’une part, nous obtenons

p((=1)(n, h), (1) (7, 1)) = p((=n,h), (=n", 1))
= o(N'HH Y N"YIN'H'H ' Ho(HH)
= o(N'HH'N'N-'H'H™' Ho(H)H),

et d’autre part,

(=Dp((n, h), (0, h")) = (1) (o(NHH'™'N'""'NH'H™', Ho(H')H)
Oo(~-NHH''N'"'NH'H™',Ho(H')H)

= o(NHH'N'NH'H Y)' Ho(H)H)
Oo(HH'N"IN'H'H'N~' Ho(H")H).

En utilisant la commutativité des éléments de €,41(g ® Gp(g)), on obtient alors I’égalité cher-
chée :
p((=1)(n, h), (=1)(n, b)) = (=1)u((n, h), (', 1')).
Nous allons montrer que ces propriétés caractérisent les espaces symétriques provenant
d’extensions inessentielles et intégrables de systémes triples de Lie données par une structure

de g-module.
Donnons la

Définition 2.1.4. Soient (M, pn), (M', 1) deuzx espaces symétriques polynomiauz sur ’anneau
K. Soit V' un K-module. On dit que M’ est un fibré symétrique polynomial sur M de fibre V
si et seulement si les quatre assertions suivantes sont vérifiées :

(FSP1) M'=MaV,

(FSP2) M est un sous-espace symétrique de M’

(FSP3) Uapplication (—1) : M — M', définie par (—1)(x +v) =z — v,
est un automorphisme d’espace symétrique polynomial,

(FSP4) pour tout (z,v,w) € M XV x V, p'(x+v,2+w) =2+ 20 — w.

Exemple 2.1.1. Pour tout entier naturel n, ’espace symétrique Gp41(q) est un fibré symé-
trique polynomial sur l'espace symétrique Gr(q), de fibre ent1(q ® Grn(q)). On en déduit que
Gn(q®eq) est un fibré symétrique polynomial sur 'espace symétrique G,(q), de fibre eG,(q).

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 2.1.2. Soit q un systéme triple de Lie sur K. Soit V un K-module. Supposons que
q=q®V soit muni d’une structure de systéme triple de Lie. Cette structure provient d’une
structure de q-module sur V' si et seulement si, pour tout entier naturel n non nul, G,(q) est
un fibré symétrique polynomial sur G, (q) de fibre G, (V).

Démonstration. Supposons en premier lieu que pour tout entier naturel non nul n, G,,(q) soit
un fibré symétrique polynomial sur Gy,(q) de fibre G, (V).
En particulier, la suite

{0} — G3(V) — Gs(q) — Ga(q) — {0}
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est une suite exacte scindée de fibrés symétriques polynomiaux, ot G3(V) est muni de sa
structure plate. De plus, G3(q) est un sous-systéme triple de Lie de G3(q). Or, on a vu que
pour tout systéme triple de Lie [, la structure de systéme triple de Lie sur [ est entiérement
déterminée par la structure de fibré symétrique construite sur Gs(l) (remarque 1.3.1) : plus
précisément, pour x,y, z € [, [z, y, 2] est 'unique élément de [ tel que

[Q(c001), Q(g010Y)](€1002) = €100% + €111 [T, Y, 2].
On en déduit que la suite
{0} —V —9q-—q— {0}

est une suite exacte scindée de systémes triples de Lie, V' étant muni de sa structure triviale
de systéme triple de Lie et que q est un sous-systéme triple de Lie de q.

Pour tout homomorphisme f d’espace symétrique polynomial, on vérifie que f o Q(z) =
Q(f(z))of. L’application (—1) : X4+V — X —V étant un homomorphisme du fibré symétrique
polynomial G3(q) = Gs(q) ® G3(V), on a donc, pour tout X,Y, Z € G3(q),

ce qui permet de montrer que I'application (—1) : x + v — x — v est un homomorphisme du
systéme triple de Lie q=q&® V.
Finalement, on a montré que q provient d’une structure de g-module sur V.
Supposons a présent que g soit une extension inessentielle et intégrable de q par V', provenant
d’une structure de g-module sur V.
En particulier,
q=qoV

et on a une suite exacte scindée de systémes triples de Lie
{0} =V —q-—9— {0}

(ot V' est muni de sa structure triviale de systéme triple de Lie). D’autre part, on sait que
I’application
-H: a9 — 9

r+v +—— T =0

est un morphisme de systéme triple de Lie.
En utilisant la fonctorialité de ’application qui & un systéme triple de Lie q associe ’espace
symétrique G, (q), on obtient une suite exacte scindée d’espaces symétriques

(ot Gp(V) est muni de la structure plate) et un morphisme d’espace symétrique (—1), :
Gn(q) — Ga(q)-
I1 reste & montrer que pour tout z,u,w € G,(q) X G, (V) x G, (V),

wr+u,x+w) =x+2u —w.

Notons X I'élément 1 (z), f(u) Pélément o1 (z +u) — ¢~ (x) de telle sorte que =t (z +
u) =X + f(u).

65



CHAPITRE 2. NOTION DE FIBRE SYMETRIQUE

On sait que

1
o Hz+u)=z+u+ §A(Jc+u),
ot A(x + u)q est défini par récurrence sur la longueur de « par

|a|

Al +u)a = (1" > X+ f@)am, (X + f@)yml, - ], (X4 f ) xi].

m=2 AEP™ ()

Puisque q est une extension inessentielle de q par V, le plongement standard de q est donné
par g=q&[g,qle Ve Vi=gaVelqV]

Remarquons que pour tout multi-indice «, 'élément f(u), appartient au sous-module V &
[q, V] : cela se montre par récurrence sur la longueur du multi-indice «.

Si a est de longueur 1, f(u)q = (x4 u)o — Ta = uq est élément de V. Supposons le résultat
vrai pour les multi-indices de longueur inférieure ou égale a k. En notant Il la projection
de I'algebre de Lie g sur algebre de Lie g, on a donc, pour tout multi-indice 8 de longueur
inférieure ou égale a k,

(X + f(u))p) = Xp-

Considérons un multi-indice a de longueur k + 1. Alors, puisque la projection Il est un
morphisme d’algebres de Lie, on obtient

Hg(A(z + u)q)
|al

= gD (=1)™ > (X + f)ams (X + f(w))am] o ] (X + fw))x])

m=2 AEP™ ()
|al
= Yy
m=2
Y IG((X + fu)am), (X A+ f(w))am=)],- ] (X + f(u))a)]
AEP™ ()
|a|
= D™ Y (X Xl X
m=2 AEP™ ()
= A(®)a,

ce qui prouve que

(X + f(u)a) = Ty(ra+ua + 5 A+ u)o)

1
To + §A(x)a
= X,

Aussi le résultat est-il vrai pour les multi-indices de longueur k + 1.
Montrons alors que ’application

f: Gup(V)
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est lindaire. On a f(u) = u+ $(A(z + u) — A(z)). 1l s’agit donc de montrer que pour tout
couple (u,w) d’éléments de G, (V'), pour tout multi-indice «,

Alx+u+tw)a+A@)e = Alx + 1) + Az + W) a,

ce qui se fait par récurrence sur la longueur du multi-indice « en développant les crochets itérés
intervenant dans la définition de A(z + u + w), et en remarquant que V & [q, V] est un idéal
abélien de g.

11 est alors licite de noter U, W les images par f de deux éléments u, w de G, (V') : 'élément
U + W correspond alors & I'image par f de u + w.

Avec ces notations, o Nz +u) =X +Uet ol (z+w)=X+W.

Démontrer I'égalité

plr +u,z+w)=x4+2u—w
revient alors a démontrer que
(X4+U) o X+W)- (X4+U)=X+2U -W.
Considérons un multi-indice .. On obtient alors

(X +U) -o(X+W)),
= (X +U)a+o(X+W),
|a|
> D X +U)am, o(X + W), 0(X + W) yma]
m=2 A\ P™(a)

|al

= Xot+o(X)at >, > XWU o 0 (X ) ]
m=2 \e P"(«

|a|

HUa+o(W)at+ D> > (U, o(X)as,. ., 0(X)ymi]

m=2/\er(a)
o
+> Y Z Xom,o(X)at,. oy 0(W)yiy ooy 0(X) yme1].
m=2 \eP™(a) 1=1
Or
X -o(X)=0.

On en déduit
]

Xoto(X)at Y, > [Xam,o(X),..,0(X)ma] =0,
m=2 X\eP™(a)

ce qui prouve que

((X + U) : U(X + W))Oc = Ua + J(W)oz

|a|

+Z Z )\m 0‘ Al,...,O’(X)/\m—l]

m=2 \e P™(«

|af

m—1
D D Xom o(X)a, oW )i 0(X) ]

m=2 \eP™(a) =1

67



CHAPITRE 2. NOTION DE FIBRE SYMETRIQUE

Développons de méme la relation

(X +W)-0(X +W)=0.

On obtient alors

0 = (X+W)a+o(X+W),
lal
+> Z (X +W)pm, o(X + W), ..., 0(X +W)ym-1]
m=2 ) \eP™(«a
o
= Xo+ U(X)Oé + Z Z [XAm7U(X)A17 s 70—(X)>\m*1]
m=2\eP™(a)

|a

+Wa+0 +Z Z W)\m 0' ...,O'(X)/\m—l]
m=2\eP™(«a
|ot|
+> > Z Xom, 0(X )ty s 0(Wyis oo oy 0(X) yme1]
m=2 \eP™(a) 1=
|a|
= Wa+0' ot Z Z W)\m O' ..,O'(X))\m—l]
m=2 \e P"(«

|ex] m

-1
D D X o(X)a, oW )i (X)) jmn],
=1

m=2 A\eP™(a) i

ce qui montre que

|al

+Z Z [(U—=W)am,0(X)s1,...,0(X)ym-1].

m=2 A\e P («
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Nous pouvons alors effectuer le calcul suivant :

(X +U)-o(X+W)- (X +U))a
= Xo+2Us—W,

|al

+Z Z U W)\’m O'(X))J’...,O-(X))Jnfl]
m=2 \e P"(«

|a|

+> Z (U = W)am, Xpt,. .., Xamet]

m=2 \e P"(«

|| qu\

XD D AU =W )ham, o(X ),y 0(X )1, Xy, X

=2 pePl(a) m=2XeP™ (u)
En partant de la relation
(U=W) (X)) X = (U=W)-(a(X)-X)=U—W,

on obtient

|a

= > Z (U =W)am,0(X)a1, ..., 0(X)ym-1]

m=2 ) \eP™(«a
||

+> Z (U =W)am, Xy, .., Xym—1]

m=2 \e P™(«

|al \ml

A3 DT U =W, o(X ),y 0 (X ) pmer, Xy, X ],

=2 pePl(a) m=2 AeP™ ()
ce qui prouve que
(X+U) - o(X+W) - (X4+U)=X+2U —-W,

ce qu’il fallait démontrer. O

2.1.4 Constructions algébriques de g-modules

Nous décrivons ici des constructions algébriques permettant d’obtenir de nouvelles repré-
sentations de systémes triples de Lie a partir de représentations données. D’aprés le théoréme
2.1.2, cette construction permet de construire de nouvelles structures de fibrés symétriques
polynomiaux.

Somme directe

Soient V' et W deux modules, munis d’une structure de g-module. Notons (R, MV),
(RW, MW les représentations linéaires associées. La représentation (RVEW MVOW) définie
par

RVEW(XY) = RY(X,Y)® RV (X,Y)
MVEW(XY) = MY(X,Y)eo MY (X,Y)

est une représentation linéaire du systéme triple de Lie q dans le module V@& W (cf proposition
B.2.3). On obtient ainsi une structure de g-module sur V & W.
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Dualité

Soit V' un g-module, (R, M) la représentation associée. En combinant les propositions B.5.1
et B.2.4, on montre que les applications (R*, M*), définies par

R*(X,Y) R(Y, X)*
M*(X,Y) = M(,X)*

forment une représentation linéaire du systéme triple de Lie q dans le module dual V*. On
obtient ainsi une structure de g-module sur V*.

Produit tensoriel

Soient V et W deux modules, munis d'une structure de g-module. Notons (RY, M"),
(R, MW les représentations linéaires associées. On ne peut pas construire directement de
représentation de systéme triple de Lie de q sur V ®@ W. En revanche, pour les représentations
d’algébres de Lie, nous pouvons effectuer un produit tensoriel : si 74,75 sont deux représenta-
tions linéaires d’une algébre de Lie g dans des modules A et B, on obtient une représentation
linéaire de l'algebre de Lie g dans le module A ® B en considérant l'application linéaire r45p
définie par

rass(9)(a®b) = ra(g)(a) ® b+ a @ ru(g)(b).

Nous pouvons alors utiliser la correspondance existant entre les représentations linéaires du
systéme triple de Lie q et les représentations linéaires de ’algébre de Lie avec involution L(q)
(plongement standard de q) afin d’effectuer le produit tensoriel des représentations d’algébres
de Lie.

Désignons par qy = q@ V, qw = q & W les extensions inessentielles et intégrables de g
associées aux structures de g-modules données sur V' et W. Nous notons

g=a[a,q]
le plongement standard du systéme triple de Lie q,
gvn=goN=goVaolV]

et
gM=9gOM=gdW & [q, W]

ceux des systémes triples de Lie qy et qp, ot 'on a noté
[0, W] ={D € [aw,aw]|D(W) = {0}, D(q) C W}.

En utilisant le corollaire 2.1.1, on obtient alors deux représentations de l'algébre de Lie avec
involution g sur les modules avec involution N et M, notées r et 7ps. La représentation déduite
ryvem de l'algébre de Lie avec involution g sur le module avec involution N ® M (muni du
produit tensoriel des involutions de N et M) fournit alors une représentation, notée (R, M),
du systéme triple de Lie q dans le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 du module

NoM=VoWaVeqWaeqV]eWadq,V]e g, W],

c’est-a-dire dans

Velg,Wielq,V]eW.
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Proposition 2.1.4. En désignant par (R, M9) la représentation réguliére du systéme triple
de Lie q, les formules

R(X,Y)(v® B)=RY(X,Y)(v)® B+v®[RIY(X,Y), B],
M(X,Y)(v® B)=M"(X,Y)(v)® B+ [X,0]® B(Y) +[Y,v] ® B(X) +v®[Y, B(X)],
R(X,Y)(A®w) = [RIX,Y), Al@w+ A® RV(X,Y)(w),
MX,Y)(A®w)=[Y,AX)|®@w+ AX)® [Y,w] + AY)® [X,w] + A MV (X,Y)(w),

ol
XYequeViweW,Aeq,V],B € [q,W],

définissent une représentation du systéme triple de Lie q dans le module
Vg WleqV]eW.
Démonstration. On obtient en effet, par la construction précédente,
R(X,Y)(v®@B) = ryvem([X,Y])(v® B)

= (X, Y])(v) ® B+veru([X,Y])(B)
= RY(X,Y)(v)® B4+v®[RYX,Y),B],

MX,Y)v®B) = —rnem(Y)rnem(X)(v® B)
—rnem(Y)(rn(X)(v) @ B +v@ru(X)(B))
—ryeom (Y)([X, ]®B—U®B(X))

= —rnv(Y)([X,v]) ® B = [X,v] @ ry (Y)(B) + ry(Y)(v) ® B(X)
+o@ru(Y)(B ( )
= MY(X,Y)(v)® B+ [X,v]® B(Y) + [Y,v] ® B(X)

+v®@ [Y, B(X)],
et, de méme,

RX,Y)A@w) = ryvem(X,Y])(A®w)
rv (XY (A) @ w +v@ry([X,Y])(w)
= [RY(X,Y),Al@w+ A2 RV (X,Y)(w),

MX,)Y)Aow) = —ryem(Y)rvem(X)(A® w)
—rNem(Y)(rv(X)(A) @ w+ A ® ry(
—TN®M(Y>( (X) w+A®[X,w])
= rv(AX)) @w+ AX) @ ry (V) (w) — ry(Y)(A) @ [ X, w]
—A@ry(Y)([X, w])
= [VAX)|@w+ AX)® [Y,w]+AY) @ [X,w]
+A @ MY (X,Y)(w),

X)(w))
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Homomorphismes

Soient V et W deux modules, munis d'une structure de g-module. Notons (RY, M"),
(R, M"W) les représentations linéaires associées. Il n’existe pas de construction permettant
d’obtenir une représentation du systéme triple de Lie q sur le module Hom(V, W). En revanche,
cette construction existe au niveau des représentations d’algébre de Lie : si r4,rp sont deux
représentations linéaires d’une algébre de Lie g dans des modules A et B, on obtient une repré-
sentation linéaire de l'algébre de Lie g dans le module Hom(A, B) en considérant l’application
linéaire rgom(4,p) définie par

(rHom(4,8)(9)(w))(a) = 78(9)(u(a)) — u(ra(g)(a)).

Nous pouvons alors effectuer la méme construction que dans la section précédente (produit
tensoriel). On obtient la

Proposition 2.1.5. En désignant par (R, M9) la représentation réguliére du systéme triple
de Lie q, les formules

(RX,Y)(f+9)v+A4) = [RUX,Y),f(v)] - f(RY(X,Y)(v))
—9([RI(X,Y), A]) + R (X,Y)(g(A)),

(MX,Y)(f+9)w+A) = [Y,(f(0)(X)]+ Y, g([X,v])] + [X, g([Y; v])]
+MW( YY) (g(A4)) + fFIAX)(Y)
+FAW))(X) + f(MY(Y, X)(v))
+9([X, A(Y)]),
. X,Y €q,f € Hom(V,[q,W]),g € Hom([q,V],W),v € V, A € [q,V],

définissent une représentation du systéme triple de Lie q dans le module
Hom(V, [a, W]) & Hom([q, V], W).

Démonstration. Nous gardons les mémes notations que dans la section précédente et obtenons,
grace aux plongements standards des systémes triples qy et quy deux représentations ry et
rar de l'algébre de Lie g dans les modules N et M. On en déduit une représentation notée
THom(N,M) de 'algebre de Lie g dans le module Hom(N, M), qui induit une représentation du
systéme triple de Lie q dans le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 du module

Hom(N,M) = Hom(V @ [q,V],W @ [q, W])
= Hom(V, W) @& Hom(V, [q, W])
@®Hom([q, V], W) @ Hom([q, V], [q, W]),

c’est-a-dire une représentation, notée (R, M), du systéme triple de Lie q dans le module
Hom(V [q, W]) & Hom([q, V], W).
Plus précisément, nous obtenons, pour

X,Y €q, f € Hom(V, [q,W]),g9 € Hom([q, V], W]),v € V,A € [q, V],
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(RXY)(f+9)w+A) = (raomev,mn (X, Y +9) (v + A)
= ru([X,Y))(f(v) +9(4))
—(f+9)rn (X, Y]) (v + 4))
= [RIUX,Y), f(v)] +RW(X Y)(9(A))
~(f +9)(R"(X,Y)(v) + [RU(X,Y), A])
()] = f(RY(X,Y)(v))

= [RIX.,Y), f
—g([RY(X,Y), A]) + RV (X,Y)(9(A)),
et
MX,Y)(f+9)v+4) = (=rHomx,m)Y) Homv, ) (X)(f + 9))(v + A)
= = (Y)(THomv,a)(X)(f +9)(v + A4))
+(THom(N,M)( )(f+g))( (Y)(U+A))
Or
(rHom(v, ) (X)(f +9))(v + A)) = ru(X)(f(v) +9(A))
—(f+9)(rn(X)(v+ A)))
= —(f()(X)+ [X,g(4)]
—9([X,v]) + f(A(X)),
et
(rHom(v,m) (X)(f +9))(rn (V) (v + A4)) = (THom(v,an) (X)(f + 9))([Y,v] — A(Y))
= ru(X)(g([Y;v]) = fFA(Y)))
—(f +9)(rn(X)([Y,v] = A(Y)))
= [X,g([Y,0u])] + fFA(Y))(X)
+HF MY (Y, X)(0) + g([X, AY))).
D’ou

(MEX,Y)(f+9)w+A4) = [Y, fo)(X)]+M7(X,Y)(g(A))
+Y, g([X, o)) + f(A(X)(Y)

+X g([Y, o)) + F(A(Y))

+F(MY (Y, X)(v) + g
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2.2 Le point de vue géométrique

Nous considérons dans cette partie des espaces symétriques définis sur des corps ou anneaux
généraux pour lesquels il existe une notion de calcul différentiel (voir annexe A). Dans ce
contexte, le foncteur tangent peut s’interpréter comme un foncteur d’extension par les nombres
duaux.

Si (M, p) est un espace symétrique sur I'anneau K| le fibré tangent 7'M est alors naturelle-
ment muni d’une structure d’espace symétrique sur I'anneau TK = K @ K, structure induite
par 'application produit T u.

Introduisons pour tout scalaire r 'application (r)ras dont la restriction a chaque espace
vectoriel T, M est ’homothétie de rapport 7 et remarquons que ces applications sont des auto-
morphismes de 'espace symétrique T'M.

En particulier, I'involution (—1)7; fournit une décomposition du systéme triple de Lie g
de T'M sous la forme q@® V , ol q est un sous-systéme triple de Lie de q isomorphe au systéme
triple de Lie de 'espace symétrique M.

Partant de cette remarque, nous définissons la notion de fibré symétrique. Un fibré symé-
trique est un fibré vectoriel (F, 7, M) muni d’une structure d’espace symétrique (F, u) telle que
7 soit un automorphisme d’espaces symétriques et telle que application (—1)g, dont la res-
triction a chaque fibre F, est 'homothétie de rapport (—1), soit un automorphisme de l’espace
symétrique (F, p).

Si (F,m,M,pn) est un fibré symétrique, on construit une seconde application produit f
vérifiant (S1), (S2) et (S3). On est alors en présence de trois involutions : oy, v, = p(x,.) et
hs = 0z 0 v,. L’étude de ces différentes symétries fait I'objet de la seconde partie.

Enfin, nous étudions le lien existant entre les structures de fibré symétrique sur un fibré
vectoriel et les connexions d’Ehresmann sur ce fibré.

2.2.1 Définition d’un fibré symétrique

La définition d’un fibré symétrique est motivée par 'exemple du fibré tangent.

Proposition 2.2.1. Soit (M, u) un espace symétrique. L’application tangente Ty munit le fibré
tangent TM d’une structure d’espace symétrique. Pour cette structure, l'application (—1)ppr,
dont la restriction a chaque fibre T, M est ’homothétie de rapport —1, est un automorphisme
d’espace symétrique.

Démonstration. Par la proposition A.3.1, 'application tangente T est une application produit
sur T'M.
En utilisant la fonctorialité de T, on montre facilement que T vérifie les trois premiers
axiomes (S1), (S2) et (S3) d’un espace symétrique (voir la définition A.3.2).
Par la formule explicite
Tip,gp(v, w) = Tyop(w) + Tpre(v)
de la proposition A.3.1, on montre que pour tout scalaire r, 'application
(r): TM — TM,
dont la restriction & chaque fibre T, M est I'homothétie de rapport r est un automorphisme du
produit Ty :
Tipgyp((r)(v), (r)(w)) = Taop((r)(w)) + Tpre((r)(v))
= (r)(Tyop(w) + Tpre(v))
= (T)(T(p,q)ﬁ‘(va w)).
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Siv,w € T, M, on obtient, sachant que Tpu(v,v) = v ((S1) pour Ti) et que T,op,(v) = —v,
Tyop(w) = —w (($4) pour ) :

Tprp(v) = T(pyp),u,(v,v) — Tpop(v)
= 2v,

et ainsi

Tppyuv,w) = Tpop(w) + Tpryp(v)
= 2v—w,

ce qui montre que chaque espace vectoriel T,M est muni de la structure canonique d’espace
symétrique.

Désignons par 6, 1'application qui & w € T'M associe Tu(v,w). On veut donc montrer que
T0,(w) =—w siw e T,TM.

Soit v € T,M. On a par ce qui précede 0, = 9(%)@) (v) avec 0(%)(1)) automorphisme du
produit T'p. 11 suffit donc de vérifier (S4) pour v = 0, ce qui revient a prouver que Ty, (w) =
—w siw € To, TM.

Or, siw e T,M,

90;; (’LU) = T(p,q),u(opv w)
Tyop(w) + Tpre(0)

= qup(w)7

et ainsi 0, = T'oy,.
Ainsi To, 6y, = To,Top est canoniquement isomorphe a Ty0, x Tpo,, par la proposition
A2.2.
Or, puisque I"application p vérifie (S4), Tpo,(v) = —v pour tout v € T, M et ainsi To, 0o, (w) =
—w pour tout w € Ty, T'M, ce qu'il fallait démontrer.
O

Définition 2.2.1. Soient M un espace symétrique et F' un fibré vectoriel sur M, dont la pro-
jection est notée w. Soit p une application produit sur F' munissant F d’une structure d’espace
symétrique. On dit que (F, 7, M, p) est un fibré symétrique sur M si et seulement si

(FS1) 7 est un homomorphisme d’espaces symétriques,
(FS2) pour tout x € M, le sous espace symétrique (Fy, p|p,) est
lespace symétrique canonique associ€ a l’espace vectoriel F,
(FS3) Uapplication (—1) : F' — F identiquement égale & —Id
sur chaque fibre F, est un automorphisme d’espace symétrique.

Définition 2.2.2. On appelle homomorphisme de fibré symétrique tout homomorphisme de
fibré vectoriel (f,g) tel que les applications f et g soient des homomorphismes d’espaces symé-
triques.

L’ensemble des fibrés symétriques forme donc une catégorie.

Exemple 2.2.1. Soit (M, p) un espace symétrique. Le fibré tangent T M, muni de l’application
produit T'u, est un fibré symétrique sur M.
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2.2.2 Propriétés géométriques de base

Soit, (F,m, M, 1) un fibré symétrique.
Notons, pour tout u € F, o, la “symétrie ponctuelle” définie par

oul(v) = ().
On introduit alors, pour tout u € F, la “symétrie horizontale” p, définie par
Pu=01,0 (=1)po Oy
et la “symétrie verticale” v, définie par
Vy = Oy O Py-
La proposition suivante justifie ’appellation de ces applications.

Proposition 2.2.2. Ces trois “symétries” sont des automorphismes involutifs de l’espace sy-
métrique (F, ).

Démonstration. Tout est immeédiat excepté le fait que v, soit une involution.
Il s’agit de montrer que les involutions o, et p, commutent.
On le vérifie tout d’abord pour u = 0, puisque pg, = (—1)F est un automorphisme de u,

par (FS3).
En effet,
po, ©00, = (—1)roo,
O(-1)p(0.) © (1)
= UQZ o poz.

Soit alors u € F.
Puisque o, est un automorphisme de g, on a, pour tout w € F,

Oy © Oy = Og,(w) © Ov-

En particulier,

O%u ©00, = UU%u(Oz) CO0Ly:

1
2

Or, par (FS2),
D’ou

et ainsi

Pu OO0y — a%uopozoa%uoa‘u
= 01,000, °©00,°0L,
= g%uoaozopozoaéu
= o’uOU%quOIOU%u

= 0y 0 pPuy-
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Remarque 2.2.1. La preuve montre en particulier que si u € F, v, = 01y, OV, 001,

Propriétés 2.2.1. 1. L’ensemble des points fizes de p, est o1,(2(M)) et Uapplication p,
2
laisse stable chacune des fibres de F'.

2. Siu € Fy, v, =1y, ce qui signifie que la symétrie verticale ne dépend que de la fibre.

3. Siu € Fy, vy a pour ensemble de points fizes la fibre Fy et pour tout y € M, v,(Fy) =
ou(Fy).
4. Pour tout u,w € F, vy 0oy, 01y = Vi (w)

Démonstration. 1. L’ensemble des points fixes de I'application (—1)p est clairement z(M).
Puisque p, = 01, 0 (=1)p 001, on en déduit que I'ensemble des points fixes de p, est
2 2
o1, (2(00)).

Enfin, le fait que chaque fibre de F' soit un espace stable pour p, découle du fait que =
est un homomorphisme d’espaces symétriques :

siu,v € Fp X Fy,

mopu(v) = 71'(0%“ o(—=1)Fo U%u(v))

par (S1).
2. Soit u € Fy. Il résulte de (FS2) que —iu = o9, (3u). Alors, sachant que g, est un
automorphisme de ’application produit p, on obtient

O'_%uOO'()x = 0 © oo,

00, (31)
00,

et ainsi,

vV, =

1
Q Q Q9
Nl= = N
5 IS S
[e)
—~~
|
—_

—~~
|
S
S

3. Siu € Fy, on déduit de (FS2) que 0, (u) = —u et par conséquent, on obtient vy, (u) = u.
Ainsi, vy, et donc v, laisse fixe la fibre F.
Siye M, v,(Fy) = ou(pu(Fy)) = 0u(Fy) puisque p,, préserve les fibres.

7



CHAPITRE 2. NOTION DE FIBRE SYMETRIQUE

4. Par le point 2., il suffit de montrer que pour tout x,y € M,

Vvo, (0y) = V0. © Y0y © V0, -

<_1)F0000x(0y)
= (=1)r o000, © 00,000,
(=1)F o 0p, 0cog, o (—1)po(=1)r ooy,

= 1, © I/(]y o1, -

VVDx (Oy)

Remarque 2.2.2. L’application produit

v: FxF — F
(u,w) +—  vy(w)

vérifie (S1), (S2) et (S3). On dit, selon [Lo/, que (F,v) est un espace a symétries.

Il est facile de vérifier que l'application qui associe a un fibré symétrique (F, 7, M, ) sur M
associe 'espace a symétries (F,v) est un foncteur de la catégorie des fibrés symétriques dans
la catégorie des espaces & symétries.

2.2.3 Fibrés symétriques et connexions d’Ehresmann

Connexions d’Ehresmann

Soient M une variété lisse modelée sur un K-espace vectoriel F', .S une variété lisse modelée
sur un K-espace vectoriel G , et (E,p, M,S) un fibré sur M de fibre S.
Soient {(U;, ¢i)icr} un atlas de M, de sorte que l'on écrira

M = {[i,z]|i,x € I x p;(U;)},
quotient de M = {(i,z)|i € I,z € o(U;)} par la relation d’équivalence
(i,2) = (j,y) si et seulement si pj;(z) = y.
Soit {gi;j(x)|[¢,x] = [j,z]} 'ensemble des fonctions de transition du fibré E, de sorte que

I'on écrira
E={[i,z,v]li € I,x € p;i(U;),v € S},

quotient de E = {(i,z,v)|i € I,z € ¢;(U;),v € S} par la relation d’équivalence
(i, 2,v) = (J,y,w) si et seulement si pj;(z) =y etg;i(z)(v) = w.

On désigne par gj; application (z,v) — (pi;(x), gji(z)(v)).
On montre tout d’abord le

Lemme 2.2.1. L’ensemble VE, défini comme étant le noyau de l'application tangente T'p, est
un fibré vectoriel sur E. De plus,

VE = {[i,z,v,0,v]|[i,z,v] € E,v" € G}.
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Démonstration. Décrivons tout d’abord le fibré tangent TE. On a
TE = {[i,x,v,2',7']|(i,z,v,2',0") € ﬁ},

quotient de -
TE = {(i,z,v, 2", V)i € I,z € o(U;),v € S,2" € F,v' € G}

par la relation d’équivalence

- ! N — - / /
(Z,I,U,I‘ ,’U) = (]7y7w7y )w)
si et seulement si

gji(2,v) = (y,w) et dgji(x, v)(z',v") = (¢, w'),

Remarquons que T'E est un fibré vectoriel sur E de fibre F' x G.
Puisque
p: E — M
[i,x,v] — [i,2],
on obtient
Tp: TFE — TM
[i,z,v,2',0'] — [i,z,2],

de sorte que -
KerTp = {[i,z,v,0,v]|(i,z,v,0,v") € TE}.

Vérifions que cet ensemble est bien un fibré sur £ de fibre {0} x G.
En effet, si (4, 2,v,0,v"), (j,y,w,y’,w') € E sont tels que

(i, 2,v,0,v") = (4,y, w,y,w'),

alors Tp([i,z,v,0,v']) = Tp([j,y, w,y',w']) ie [1,2,0] = [j,y,y']. Ainsi ¢’ = dpj;(2)(0), ce qui
prouve que 3’ = 0. - -

Le sous ensemble {(i,z,v,2',v') € TE|x’ = 0} de TE est donc stable par la relation
d’équivalence, ce qui montre que V E = KerTp est un sous fibré de TE.

O

Nous pouvons alors donner la définition d’une connexion au sens d’Ehresmann (cf [24]) :

Définition 2.2.3. Une connexion (au sens d’Ehresmann) sur le fibré E est une section ¢ du
fibré (sur E) End(TE), vérifiant pour tout x € E,

-V, oV, =V,

- Im¥, =V, E,

Remarquons tout de suite qu’une connexion d’Ehresmann ¥ sur le fibré E associe a tout
x € F une projection ¥, de T, FE sur V F.

Lemme 2.2.2. Si V¥ est une connezion d’Ehresmann sur le fibré E, l'ensemble HE = ., Ker(V,)
est un fibré vectoriel sur E, supplémentaire de VE dans TE.

Démonstration. Puisque W est une section de End(T'E), il est facile de vérifier que HE est un
fibré vectoriel sur E. Si x € E, VU, est une projection sur V. F, donc son noyau, noté H,F
est un supplémentaire de V,E dans T, F. Ainsi, HFE est un fibré supplémentaire de V E dans
TE. O
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Proposition 2.2.3. Soit HE un fibré vectoriel sur E, supplémentaire de VE dans TE. L’en-
semble £ des connexions d’Ehresmann sur le fibré E est un espace affine modelé sur [’espace
vectoriel I'(End(HE,VE)), ensemble des sections de End(HE,VE).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que ’application

£ — T(End(HE,VE))
U — (v Veln,r)

est correctement définie et admet pour inverse 'application

[(End(HE,VE)) — £
o —  (z— ¢y © Idy,E).

Connexion d’Ehresmann associée a une structure de fibré symétrique

Soit (E, p, M, ) un fibré symétrique sur l'espace symétrique M. On a défini dans la section
2.2, pour tout u € F la symétrie horizontale p, associée au produit pu.

Proposition 2.2.4. L’application

v E — End(TE)
U — %(IdTuE—Tupu)

est une connexion d’Ehresmann sur le fibré E.

Démonstration. Si v € E, ¥, est un endomorphisme de T, F, ce qui prouve que v est une
section du fibré End(TE).

Soit u € E. Il nous faut montrer que ¥, est une projection de T, F sur V,FE. Utilisant
p2 = Idg, il vient (T,p,)? = Idy, g et par suite ¥, 0o ¥, = U,,.

Montrons que ¥, est a valeurs dans V,FE, ie que Typo ¥, = 0.

On sait que p,, préserve les fibres de F donc p o p, = p. Il en découle Typ o T,p, = Tyup et
de la

1
Tupo Wy = i(Tup —Tupo Tupu) =0.

Ainsi ImV,, C V, FE.

Montrons que Im¥,, = V,, E' en montrant que ¥, |y, p = Id.

Il existe (7,y,v) € E tel que u = [i,y,v]. On a vu que si [i,y,v], [i,y,w] € E, hy[i,y,w] =
[i,y,2v — w], ce qui entraine pour [i,y,v,0,v'] € V, E,

Tupu([la Yy, v, Oa U/]) = [ia Y,, 0, _U/]

et ainsi
o ([3,9,v,0,0']) = [i,y,v,0,0],

ce qu’il fallait démontrer.
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2.2.4 Version infinitésimale d’un fibré symétrique

Le but de cette section est d’étudier le systéme triple de Lie associé a un fibré symétrique.

Soit (F, p) un fibré symétrique de fibre V' sur I’espace symétrique M.

Désignons par q le systéme triple de Lie de l'espace symétrique (M, o) et par q celui de
I'espace symétrique (F, u, 0,). Par la proposition A.2.1, en introduisant H I’ensemble image de
M par la section zéro du fibré F, on a

a:ToH@V

ou V est assimilé a ’espace tangent en 0, a la fibre F,.
La proposition suivante précise cette décomposition.

Proposition 2.2.5. L’application Tymw : @ — q fournit une suite exacte de systémes triples
de Lie
{0} =V -—q-—9— {0}

Siz: M — F désigne la section zéro du fibré F, Uapplication Tpz : ¢ — q est une section

de T07T.

Démonstration. Puisque 7 : I — M est un homomorphisme surjectif d’espaces symétriques
avec point de base, application Tym : § — q est un homomorphisme surjectif de systémes
triples de Lie.

Soit (U;, ¢i)ier un atlas de M, variété modelée sur E. Notons W 'espace vectoriel fibre de
E. Explicitement, si 0 = [i,, x,|, on a

Tom : ToF — T,M
[i07x070W767w] B [i0,$0,€],

ce qui montre que V =Ty F, = {[is, To, Ow, 0, w]|w € W} est le noyau de cette application.
Aussi la suite
{0} =V -—0q-—9—{0}

est-elle une suite exacte de systémes triples de Lie.

Puisque 7 o z = Id|s, on obtient Ty(m o z) = T,(Id|ps), ou encore Tomw o Toz = Idyp,z, ce
qui montre que 7T,z est une section linéaire de Ty.

L’application T,z est en fait un morphisme de systémes triples de Lie : en effet, I’application
(—1), identiquement égale & —Id sur chaque fibre de F', est par hypothése un morphisme
d’espace symétrique. Ainsi, si x,y € M, si i désigne le produit de I'espace symétrique F', on a

(=1)1(02,0y) = f((=1)0z, (=1)0y) = (02, 0y),

ce qui montre qu’il existe ¢t € M tel que (0., 0y) = 0;. Nécessairement, en notant y le produit
de l'espace symétrique M, on a t = p(z,y), puisque 7 est un morphisme d’espaces symétriques.
Aussi 'application z est-elle un morphisme de 'espace symétrique M dans ’espace symétrique

F, ce qui permet d’affirmer que I’application T,z est un morphisme de systémes triples de Lie.
O

En identifiant désormais Ty H et ¢, on a ainsi
q=qoV.
On montre alors que 'espace vectoriel V' est un module pour le systéme triple de Lie q :
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Proposition 2.2.6. L’espace vectoriel V =Ty F, est un q-module (ot q = ToH ) dont l’exten-
sion inessentielle et intégrable est le systéme triple de Lie q = ToF.

Démonstration. 1l nous reste & montrer que 'extension inessentielle de g par V est intégrable.
L’application (—1)p étant un automorphisme involutif de l'espace symétrique (F, u), I'ap-
plication
T()(—l)F . T()F [ — T()F
lio, To, O, e, 0] —  [ig, Zo, Ow, €, —w]

est un automorphisme involutif du systéme triple de Lie Ty F'. Les sous-espaces propres corres-
pondant aux valeurs propres 1 et —1 de cet automorphisme sont respectivement ToH = q et
ToF,=V.

Soit u, v, w trois vecteurs propres de Ty(—1)p, dont deux exactement de valeur propre —1.
Alors

To(—Dr(fu,v,w]) = [To(=1)r(u), To(=1)r(v), To(—=1) p(w)]
= [u,v,w],

ce qui montre que [u,v,w| € q. Or, par le point 1., [u,v,w] € V. Les espaces q et V étant
supplémentaires, on en déduit [u,v,w] = 0.
Enfin, puisque le sous-espace symétrique F, est muni de la structure plate (c’est 'axiome
(FS2)), [u,v,w] = 0 pour tout u,v,w € V.
[

2.3 Cas de la dimension finie sur le corps des réels

Nous travaillons & présent sur des variétés lisses et de dimension finie sur R. Les espaces
symétriques considérés sont supposés connexes et simplement connexes. Rappelons que, dans
ce cadre, il y a une équivalence de catégories entre les espaces symétriques avec point de base
et les systémes triples de Lie.

Une équivalence de catégories

Lemme 2.3.1. Soit M un espace symélrique avec point de base o. Soit F un fibré vectoriel
de fibre V' sur l'espace symétriqgue M. Alors une structure d’espace symétrique sur F est une
structure de fibré symétrique sur F si et seulement si le systéeme triple de Lie de [’espace
symétrique F' avec point de base 0, est une extension inessentielle et intégrable du systéme
triple de Lie de M provenant d’une structure de q-module sur V.

Démonstration. La proposition 2.2.6 fournit 'implication directe. Supposons & présent que le
systéme triple de Lie de 'espace symétrique F', noté q, soit une extension inessentielle et in-
tégrable du systéme triple de Lie de l'espace symétrique M, noté g, par l’espace vectoriel V.
La projection de q sur q est alors un morphisme de systémes triples de Lie, ce qui prouve que
la projection de F' sur M est un morphisme d’espaces symétriques. De méme, puisque I’appli-
cation Idq — Idy est un morphisme du systéme triple de Lie q, on en déduit que 'application
identiquement égale a —Id sur chacune des fibres de F' est un morphisme d’espace symétrique.
Enfin, V' est un sous-systéme triple de Lie trivial, donc chaque fibre de F' est un sous-espace
symétrique plat de F. O

82



2.3. CAS DE LA DIMENSION FINIE SUR LE CORPS DES REELS

Pour un espace symétrique donné M, on introduit la catégorie des fibrés symétriques sur
M : un morphisme du fibré symétrique F sur M dans le fibré symétrique F’ sur M est la donnée
d’une application f de F dans F’ tel que (f,Id) soit un morphisme de fibrés symétriques (au
sens de la définition 2.2.2).

Théoréme 2.3.1. Soit M wun espace symétrique avec point de base (connexe, simplement
conneze et de dimension finie sur R). Notons q son systéme triple de Lie. Il y a alors équiva-
lence de catégories entre la catégorie des fibrés symétriques sur M et celle des représentations
linéaires de dimension finie du systeme triple de Lie q.

Démonstration. Nous savons qu’il y a équivalence de catégories entre la catégorie des extensions
inessentielles et intégrables de q provenant de structures de g-modules et celle des représenta-
tions linéaires de q (cf remarque 2.1.2).

En utilisant ’équivalence de catégories, existant en dimension finie sur le corps des réels,
entre la catégorie des espaces symétriques et celle des systémes triples de Lie, on montre qu’il y a
équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés symétriques sur M et celle des extensions
inessentielles et intégrables de q provenant de structures de g-module : soient F', F’ deux fibrés
symétriques sur M, de fibres modelées respectivement sur V' et sur V'. Si f est un morphisme
du fibré symétrique F' dans le fibré symétrique F’, alors son application tangente en 0, est
un morphisme du systéme triple de Lie q de F dans le systéme triple de Lie ¢’ de F’. Ce
morphisme est un morphisme d’extensions, puisque mq0Tp, f = mq (par définition, on a en effet
w0 f =mar) et To, f(V) C V' (puisque f(F,) C F)).

Réciproquement, si g et q’ sont deux extensions intégrables et inessentielles de q provenant
de structures de g-modules sur V, respectivement sur V’. Introduisons F et F”’ les espaces
symétriques connexes simplement connexes de systémes triples de Lie associés q, q’. Ce sont
des fibrés symétriques sur M de fibres modelées sur V, respectivement sur V. Si f : ¢ — ¢
est un morphisme d’extensions, on vérifie sans difficultés que f induit un morphisme d’espace
symétriques entre F' et F’, qui est un morphisme de fibrés symétriques.

Ces deux foncteurs fournissent une équivalence de catégories.

Etude de ’espace a symétries sous-jacent

Etudions & présent les conditions sous lesquelles deux structures de fibré symétrique sur un
méme fibré vectoriel ont le méme espace & symétries sous-jacent.

Théoréme 2.3.2. Soit M un espace symétrique, (F,m) un fibré vectoriel sur M. Soient p, [
deuz applications produit sur F définissant deux fibrés symétriques (F,m, M, u) et (F,7, M, ).
Notons oy, respectivement &, la symétrie ponctuelle associée a p, respectivement .

Les assertions suivantes sont équivalentes :

— les espaces a symétries sous-jacents aux deux fibrés symétriques sont identiques,

— les symétries par rapport auz points de la section zéro sont identiques : pour tout x € M,

00, = 00,
— pour tout x € M, o¢, € Aut(j),
— pour tout x € M, oo, € Aut().

Démonstration. Désignons par v, respectivement v, la symétrie verticale associée & u, respec-
tivement fi. Les espaces a symétries sous-jacents aux deux fibrés symétriques sont identiques
si et seulement si pour tout u € F

Vy = Uy-
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Puisque les symétries verticales ne dépendent que de la fibre, ce dernier point est équivalent a

prd UOI

pour tout x € M, ou encore a

00, = 00,

x

pour tout x € M, puisque vy, = (—1)p o 0g, et vy, = (—1)p 0 0,
I est encore clair que si, pour x € M, ¢, = 09, alors les symétries ponctuelles oq, et oy,
sont des automorphismes des applications produit u et .
Soit x € M. Supposons que
o0, € Aut(p).

Il s’agit de montrer que les symétries ponctuelles og, et oo, coincident. Or ce sont toutes
les deux des morphismes de I'espace symétrique (F, i) et elles ont le méme 1-jet :

00, (OI) =00, (Ox) =0,

et
T[)xO'()x = T()wfav()aj = -Id.

En utilisant un résultat de Loos (corollaire du théoréme 4.8, [19]), on en déduit que ces deux
applications sont égales.
O

Dans le cadre de cette section (cadre réel et de dimension finie, connexe et simplement
connexe), Loos a démontré dans [18] que tout espace a symétries est isomorphe, en tant qu’es-
pace a symétries, & un fibré homogéne sur un espace symétrique.

Plus précisément, si F' est un espace a symétries, il existe un espace homogéne G/H, avec
involution notée o, et une variété U sur laquelle H opére & gauche de maniére lisse, tel que F
soit isomorphe au fibré homogéne

GXHU

muni du produit p d’espace & symétries suivant :

w(lg, 2], [h,y]) = [go(g~"h),y].

Rappelons que le fibré homogéne G x g U est le quotient de I’ensemble GG x H par la relation
d’équivalence ~ définie par (g,x) ~ (f,y) si et seulement si il existe h € H vérifiant gh = f et
x = hy. C’est un fibré sur l'espace symétrique G/H, de fibre U.

Dans la suite, la lettre F' désigne un espace & symétries. Nous introduisons le fibré homogéne
G xg U auquel F' est isomorphe. Les symétries de F' sont notées v,. Remarquons que la
projection du fibré F' sur l'espace symétrique homogéne G/H est un morphisme d’espaces a
symétries.

Dans le cas particulier ot F' est un espace symétrique, tout point z de F' est un point fixe
isolé de la symétrie v,. Alors nécessairement, la variété U est réduite a un point. Ainsi tout
espace symétrique est isomorphe & un espace symétrique homogéne G/H.

Décrivons la construction du fibré homogéne G x g U a partir de I'espace a symétries F
décrite dans [18]. Si x est un point de F', 'espace tangent T, F' se décompose en la somme directe
des deux sous-espaces propres de l'involution T, v, . Plus généralement, on a une décomposition
de T'espace tangent T'F en la somme directe de deux sous-fibrés, notés TF* et TF~. On
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montre alors que le sous fibré TF* est intégrable et on introduit pour chaque point p de F
la sous-variété intégrale maximale en p de TF™T, notée F,. En particulier, si F' est un espace
symétrique, TF* est le fibré nul et F), est réduit a un point, pour tout p € F. Désignons par
G le groupe engendré par les produits de deux symétries :

G=<{ygoyylr,yc F} >.

On montre alors que G agit transitivement sur l’ensemble des fibres F), et en particulier, en
fixant un point base e de F' et en notant H le sous-groupe des éléments de G laissant fixe la
fibre F,, on montre que ’application

G XH Fe — F
lg.z]  — g(z)
est un isomorphisme d’espaces & symétries, ce qu’il fallait montrer.

Théoréme 2.3.3. Le foncteur d’oubli qui associe a un fibré symétrique son espace & symétries
sous-jacent correspond au niveau infinitésimal au foncteur associant a une représentation (r,m)
du systéme triple de Lie q dans le module V' la représentation r de l'algébre de Lie [q,q] dans
V.

Démonstration. Soit F' un fibré symétrique de fibre V' sur l'espace symétrique M = G/H, ou
G =< {s,0s,lp.qe M} >.

Par la caractérisation précédente des espaces a symétries, en considérant I’espace a symétries
sous-jacent noté (F,v), on obtient une action lisse de H sur V pour laquelle (F,v) s’identifie
avec le fibré homogeéne G x i V. Plus précisément, si’on désigne par s, les symétries de I’espace
symétrique G/H, l'action de H =< {g € G|g(0) = o} > sur V = F,, est donnée par

(sp o 8g).v =10, 01y, (v).

Désignons par o, les symétries de I'espace symétrique F'. On a alors, puisque les symétries
verticales ne dépendent que de la fibre (cf Propriétés 2.2.1),

Vup = V()p
= (—1)F OO’op
= 00, o (—1)F

En particulier, pour tout (u,,w,) € F, x Fy,

Vu, ©Vw, = 00,0 (=1)po(=1)Fooay,

= 09, ©00,-

Aussi I'action de H sur V peut-elle également étre décrite par les symétries de I'espace symé-
trique F' par rapport aux points de la section zéro :

(sp 0 sq).v = 09, © 0, (V).

Introduisons la structure canonique G / H d’espace homogéne de I’espace symétrique F'. Par
ce qui précede, 'action de H sur V est donnée par restriction de l'action de

H =< {owoop|u,w € F 04 004,(0,) =0,} >
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sur F.

Au niveau infinitésimal, si [.,.,] désigne le crochet triple du systéme triple de Lie q de
F, Paction de 'algébre de Lie de H (qui est I’espace propre associé a la valeur propre 1 du
plongement standard de g, c’est-a-dire la sous-algébre de Lie [q, q]) sur V est ainsi décrite sur
les éléments générateurs par

[X,Y]v = [X,Y,v]
= (X, Y)(v),

ou l'on a noté (r,m) la représentation du systéme triple de Lie de M dans V associée a la
structure de fibré symétrique sur F'. O

Par exemple, si M = G/H est un espace symétrique, alors TM = TG/TH est un fibré
symétrique sur M, pour lequel la structure d’espace a symétries sous-jacent est donnée par
I’action d’isotropie : H agit sur T,M par

hv = Tylp(v)

ou I désigne 'application

En effet, si p désigne 'application produit de I'espace symétrique M = G/H, alors la struc-
ture d’espace symétrique de 'espace TM = T'G/TH est donnée par l'application produit T'p.
Désignons par sp, respectivement par o, les symétries de I'espace symétrique M, respective-
ment 7'M . On a alors, pour tout couple de points (p, ¢) de M, pour tout point w, dans la fibre
T, M,

00, (wq) = Tu(0p, wg) = Tysp(wg),

ou l'on a utilisé la formule de la proposition A.3.1.
Alors, pour tout (up,,wy) € Tp,M x TyM,

oo, 000, = T(sp038g),

P

ce qu’il fallait montrer.

Constructions algébriques de fibrés symétriques

Nous exploitons ici les résultats obtenus dans la section 2.1.4 et le théoréme établissant
I’équivalence de catégories entre fibrés symétriques d’'un espace symétrique et représentations
de son systéme triple de Lie (en dimension finie sur le corps des réels).

Si Iy et Fy sont deux fibrés symétriques sur un espace symétrique M, on obtient une
structure canonique de fibré symétrique sur la somme directe des deux fibrés F; @ Fs.

Si F est un fibré symétrique sur ’espace symétrique M, il existe une structure canonique de
fibré symétrique sur le fibré dual F*. Par exemple, il existe une structure canonique d’espace
symétrique sur le fibré cotangent d’un espace symétrique. Si M est I’espace symétrique homo-
géne G/H, cette structure d’espace symétrique sur 7*M est donnée par la structure d’espace
symétrique homogeéne T*G/T*H (ou la structure de groupe de Lie du fibré cotangent d’un
groupe de Lie est fournie par la représentation coadjointe).
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Enfin, si F} = G xg V et I, = G xg W sont deux fibrés symétriques sur un espace
symétrique M = G/H de systéme triple de Lie g, on obtient une structure de fibré symétrique
sur le fibré homogéne

Gxg(VeqWelq,V]eW)

et une autre sur le fibré homogéne

G x g (Hom(V, [q, W]) & Hom([q, V], W)).
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Chapitre 3

Le cas du fibré tangent

Etant donné un fibré vectoriel F' sur un espace symétrique (M, p), combien de structures
non isomorphes de fibré symétrique existe-t-il sur F'?

Dans le cas du fibré tangent, nous avons vu qu’il en existe au moins une : celle donnée par
I’application tangente T'u. Mais en existe-t-il d’autres 7 Le but de ce chapitre est la construction
d’une seconde structure de fibré symétrique sur le fibré tangent, possédant de plus le méme
espace espace a symétries sous-jacent.

Nous abordons le probléme dans sa version infinitésimale : si q désigne le systéme triple
de Lie de l'espace symétrique (M, 0), on cherche & savoir combien de structures différentes de
g-module existent sur I'espace tangent en 0, & T'M. La seconde partie de ce chapitre construit
une structure non canonique de g-module sur Tp, T'M dans le cas ol ¢ admet une extension de
Jordan.

Nous traitons par la suite différents exemples.
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3.1 Extensions d’espaces symétriques

Nous reprenons la démarche de W.Bertram qui, dans le livre [3], introduit la notion de
complexification (resp. polarisation) droite et gauche d’un espace symétrique. Il montre en
particulier que I’ensemble des complexifications ou polarisations gauches d’un espace symé-
trique est en correspondance biunivoque avec ’ensemble des extensions de Jordan du systéme
triple de Lie associé.

Une complexification (resp. polarisation) d’espace symétrique peut étre vue comme une
extension quadratique de l’espace symétrique par le scalaire —1 (resp. 1). Nous présentons
la notion d’extension quadratique d’un espace symétrique par un scalaire «, le cas a = 0 se
rapportant au fibré tangent de ’espace symétrique.

Notations : Dans ce qui suit, la lettre K désigne un anneau de scalaires, c’est-a-dire un
anneau commutatif, associatif et unitaire. La lettre o désigne un élément de cet anneau.

Par définition, I'extension quadratique de K par « est 'anneau quotient K[X]/(X? — a).
Les éléments de cet anneau sont notés a + /ab (classe d’équivalence du polynoéme a +bX dans
K[X]/(X? — a)). Par exemple, selon cette définition, C est I'extension quadratique de R par
I’élément —1.

Dans le cas particulier ou « est 1’élément nul, Ky est encore noté Kle], et ses éléments sont
notés a + b (ot € est un nombre dual : €2 = 0).

On adopte également la notation particuliére i = \/—1. Aussi I'extension quadratique K_1
de K par —1 est-elle encore notée K[i].

3.1.1 Extension quadratique d’un K-module

Définition 3.1.1. Soient V, V deux K-modules, J un endomorphisme de ‘7~. On dit que (‘N/, J)
est une extension quadratique de V par o si et seulement si J> = old, V. =V & JV et la
restriction de J a V' est injective.

Si (17, J) est une extension quadratique de V' par «, alors 'application

7= Idly ® (—1d)|;v
est la conjugaison associée & cette extension.

Remarque 3.1.1. L’hypothese “la restriction de J a V est injective” dans la définition précé-
dente est bien évidemment inutile st le scalaire o est tnversible.

Lemme 3.1.1. Soit (‘7, J) une extension quadratique de V' par . Alors les K-modules V et
V Qk Ky sont isomorphes, ce qui permet de considérer V- muni d’une structure de Ky-module.

Démonstration. L’isomorphisme est donné par 'application linéaire

VeorkKy — VaoeJv
X®(a,b) — (a+bJ)X.

O]

Exemple 3.1.1. Si M est une variété lisse modelée sur un module V', alors pour tout p € M,
lespace tangent en 0, a TM est une extension quadratique du module V' par 0.

Exemple 3.1.2. Une extension quadratique du module V' par le scalaire —1 est une complexi-
fication du module V.
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3.1.2 Extension quadratique d’un espace symétrique

Définition 3.1.2. Soient M, M' deux espaces symétriques modelés sur un K-module E. Soit J
un champ de tenseurs sur M’ de type (1,1). On dit que (M',J) est une extension quadratique
de M par o si et seulement si
— 1l existe T automorphisme involutif de M’ tel que M s’identifie au sous espace symétrique
M/T
— pour tout p € M, (T,M’, J,) est une extension quadratique du K-module T,M par « dont
la conjugaison associée est Tp,T.

Un premier exemple d’extension d’espace symétrique est donné par la

Proposition 3.1.1. Soit (M, ) un espace symétrique modelé sur le K-module E. Soit (T M, )
une structure de fibré tangent symétrique sur M. Alors il existe un champ de tenseurs J de
TM de type (1,1) tel que ((TM, ), J) soit une extension quadratique de (M, p) par 0.

Démonstration. Désignons par F' le fibré tangent T'M et identifions M et 'image de M par la
section zéro du fibré.

Par hypothése, ’application 7 : F' —— F identiquement égale & —Id sur chaque fibre de F'
est un automorphisme d’espace symétrique dont ’ensemble des points fixes F'7 est identifié &
M par la section zéro.

Soit p € F' : p = [i,z,v], avec v € E. Introduisons ’endomorphisme

Jp : T,F — T,F
[,[:73:‘71)767 f] — [Z,.’IJ,’U,OE,€]

Alors J : p — J, est un champ de tenseurs de F' de type (1, 1) vérifiant pour tout p € F,

Jg = 0. De plus, si p € M, nous savons déja que

T,F = T,M & T,F,

et puisque J,, fournit un isomorphisme de T),(M) sur T),F}, on en déduit que (T,F, Jp) est une
extension quadratique du K-module T, M par 0. On vérifie aisément que la conjugaison associée
est T}, 7, ce qui achéve la preuve. O

3.1.3 Version infinitésimale

Définition 3.1.3. Soit (§, R), (q,R) deuz systémes triples de Lie sur Uanneau K, soit J une
application linéaire du module q. On dit que ((q, é), J) est une extension quadratique du systéme
triple de Lie (q, R) par « si et seulement si (q,J) est une extension quadratique du K-module q
par o pour laquelle la conjugaison associée T, la projection canonique de q dans q et l’injection
canonique de q dans q sont des morphismes de systémes triples de Lie.

On dit de plus que ’extension est invariante, resp. droite, resp. gauche, si et seulement si
Uapplication J vérifie pour tout X,Y,Z € q,

X,Y,JZ] = J[X,Y, Z,
resp. [JX,Y,Z] = (X, JY, Z],
resp. [JX,Y,Z] = -—[X,JY,Z].

Remarque 3.1.2. Siq est une extension quadratique du systéme triple de Lie q par o, alors
q est un sous-systeme triple de Lie de q.
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Propriétés 3.1.1. Soit ((q, R),J) une extension quadratique invariante du systéme triple de
Lie (q, R) par c.

En supposant l’élément 2 inversible dans [anneau K, ’extension est droite si et seulement
st le crochet triple est J-trilinéaire : pour tout X,Y,Z € q,

JIX,Y, Z]=[JX,Y,Z| = [X,JY,Z]| = [X,Y,JZ].
L’extension est gauche si et seulement J est une dérivation de q : pour tout X,Y,Z € q,
JIX,)Y, Z]=[JX,Y,Z]+ [X,JY, Z]| + [X,Y, JZ].
Démonstration. Par définition, I'extension est droite si et seulement si pour tout X,Y, 7 € q,
[JX,Y,Z]=[X,JY, Z].
En utilisant cette propriété, 'invariance de J et I'identité de Jacobi, on obtient

2J[X,Y,Z] = J(Z,Y,X]+[X,ZY])) +JX,Y, Z]

12,Y,JX]+ X, Z,JY] + J[X,Y, Z]

JX,Y,Z]+ (2, JX,Y] + [JY, Z,X] + [X,JY, Z] + J[X,Y, Z]
2JX,Y, Z) + [Z,JX,Y] + [JY, Z, X] + J[X,Y, Z]

2AJX,Y, Z| + [JZ, X, Y|+ Y, JZ,X]| + [X,Y, ] Z]

= 2[JX,Y,Z]

i

ce qui prouve que si 2 est inversible dans ’anneau K, ’extension est droite si et seulement si
le crochet triple est J-linéaire.
D’autre part, sachant que
JIX.Y,Z] = [X.Y,JZ),

on a clairement la deuxiéme propriété : ’extension est gauche si et seulement J est une déri-
vation de q. O

Lemme 3.1.2. Soient q,q deux systémes triples de Lie. Soit (q,J) une extension quadratique
du K-module q par 0. Si Jq est un q-module, alors le systéme triple de Lie ¢ = q @ Jq est une
extension quadratique du systéme triple de Lie q par 0. Réciproquement, si le systéme triple de
Lie ¢ = q® Jq est une extension quadratique droite ou gauche du systéme triple de Lie q par
0, alors q est une extension inessentielle et intégrable du systéme triple de Lie q par le module

Jq.

Démonstration. Supposons que Jq soit un g-module. Alors, pour la structure triviale de systéme
triple de Lie sur Jq, la suite

{0} =V —q—q—{0}

est une suite exacte scindée de systémes triples de Lie. Aussi I'injection canonique de q dans
q et la projection canonique de q dans g sont-elles des morphismes de systémes triples de Lie.
Vérifions que la conjugaison 7 est un morphisme du systéme triple de Lie q : soit (a; + Jb;) un
triplet d’éléments de q. L’extension étant intégrable, on a

[a1 + Jb1,az + Jba, a3 + Jbs] = [a1, az, az] + [a1, a2, Jb3] + [a1, Jb2, az] + [Jb1, a2, as]
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et puisque Jq est un idéal de q, chacun des trois crochets [a1, ag, Jbs], [a1, Jba, as], [Jb1, az, as]
est élément de Jq. On peut alors vérifier que 7 est un morphisme de systéme triple de Lie. On
a donc montré que (g, J) est une extension quadratique de g par 0.

Réciproquement, supposons que q = q@®.Jq soit une extension quadratique gauche ou droite
de q par 0.

Tout d’abord, remarquons que [Jq, Jq,q] = 0. En effet, en utilisant le fait que I’extension
soit gauche ou droite et le fait que J? = 0, on obtient

[Ja,Jq,9] = =+[q,J%q,7]
— 0.

On a alors une suite exacte de systémes triples de Lie
{O} — Jq —>a—>q —>{O}7

Jq étant muni de la structure triviale de systéme triple de Lie. Cette suite est scindée puisque
par hypothése, I'injection canonique de q dans q est un morphisme de systémes triples de Lie.
Le systéme triple de Lie q est donc extension inessentielle et intégrable de q par Jg.

O

Exemple 3.1.3. Soit (q, R) un systéme triple de Lie sur le corps K. On désigne par (q, R) le
systéme triple de Lie sur K, défini par

ﬁ: q ®K Kon
R =Rk (Idg, x Idg, x Idg.).

Alors (q, R) est un K-systéme triple de Lie, extension quadratique invariante et droite de
(q, R) par a. La structure d’extension invariante est donnée par

J: X +vVaY — aY +VaX,
la conjugaison associée étant donnée par
7: X +VaYy — X —/aY.

L’exemple précédent est en fait I'unique exemple d’extension quadratique invariante et
droite par a d’un systéme triple de Lie donné :

Proposition 3.1.2. Le systéme triple de Lie (q, R) est une extension quadratique invariante et

droite de (q, R) par « si et seulement si il est isomorphe au systéme triple de Lie (q ® K,, R ®
Id3, ).

Démonstration. Il suffit de vérifier que 'isomorphisme de K-modules

VoK, — VaJV
X ® (a,b) +—— (a+bJ)X

est un homomorphisme de systémes triples de Lie. O

Nous allons construire dans la section suivante une extension quadratique invariante gauche
d’un systéme triple de Lie donné dans le cas particulier ot celui-ci admet une extension de
Jordan.

Etudions & présent le lien entre les extensions quadratiques d’espaces symétriques et les
extensions quadratiques de systémes triples de Lie.
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Proposition 3.1.3. Soient M',M deuz espaces symétriques, J un champ de tenseurs de ]~\4’
de type (1,1) tels que (M', J) soit une extension quadratique de M par . Désignons par (4, R),
(9, R) les systemes triples de Lie associés (M et M’ étant munis du méme point de base, noté

o). Alors ((q, R), J,) est une extension quadratique de (q, R) par .

Démonstration. Par définition, on sait que (T,M’,J,) est une extension quadratique du K-
module T, M par «. Ainsi le module q est une extension quadratique du module q par «.

D’autre part, on sait qu’il existe un automorphisme involutif 7 de I’espace symétrique M’ tel
que M s’identifie au sous-espace symétrique (M’)". La projection de M’ sur M et 'injection de
M dans M’ sont donc des morphismes d’espaces symétriques. Par fonctorialité, on en déduit
alors que la projection canonique de q sur q et l'injection canonique de q dans q sont des
morphismes de systémes triples de Lie.

L’involution 7 étant un morphisme d’espace symétrique, 'application tangente T,7 est
un morphisme du systéme triple de Lie q. Or Papplication T,7 est la conjugaison associée a
I'extension quadratique (g, .J,).

On a donc bien prouvé que (q,.J,) est une extension quadratique du systéme triple de Lie
q par a. O

Nous donnons alors la

Définition 3.1.4. Une extension quadratique d’espace symétrique est dite invariante, resp.
droite, resp. gauche, si et seulement si ’extension quadratique du systéme triple de Lie associé
est invariante, resp. droite, resp. gauche.

Exemple 3.1.4. Soit (M, u,0) un espace symétrique modelé sur le K-module E, de systéme
triple de Lie associé¢ (q, R). Alors (IT'M,Tu,0,), en tant que fibré tangent symétrique sur M,
est une extension quadratique de M par 0. Aussi son systéme triple de Lie (q, R) est-il une
extension quadratique de (q, R) par 0. On vérifie que cette extension est invariante et droite en
utilisant le fait que (TM,Tu) est un espace symétrique modelé sur le Kle|-module E @k K[e].

Afin de munir le fibré tangent d’un espace symétrique M d’une seconde structure de fibré
symétrique sur M, nous allons construire une extension gauche du systéme triple de Lie de M,
dans le cas particulier ot celui-ci admet une extension de Jordan.

3.1.4 Cas des systémes triples de Lie admettant une extension de Jordan

Nous reprenons ici une construction donnée dans [3| dans le cas particulier on av = £1.
Soit g un systéme triple de Lie sur un K-module £ admettant une extension de Jordan : il
existe un produit triple de Jordan T" sur E tel que pour tout X,Y, Z € q,

T(X,Y,Z)-T(Y,X,Z) = —R(X,Y)Z.

Le but de cette section est d’expliciter la construction d’une extension quadratique invariante
gauche de q par .

Notons q = q ®k K, et posons T, = T ® (Idk,)>.

L’involution ¢ : x + /ay — x — y/ay de K, induit une involution de q

T=1d4®x c.
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On vérifie aisément que cette application est un automorphisme du produit triple T}, : en
effet,

Too(rxTx71) = (T'®kldg,)o (Idg ®Kk c)
= T®kc
= (Idq®kc)o (T @k Idk,)
= 710T,,
puisque
(fego(ffed)=(fof)e(god)
En particulier, pour tout X,Y,Z €74,

To(7(X), Y, 7(2)) = 7(Ta(X, 7(Y), Z)),
et on obtient alors un nouveau produit triple de Jordan sur ¢ en posant
To(X,Y,Z) = To(X,7(Y), Z).

Introduisons alors le produit triple de Lie ]Sba induit par le produit triple de Jordan T, n sur
q : il est donné par la formule

R (X, Y)Z =Ty (Y, X,2) — To(X,Y, Z).
Proposition 3.1.4. Introduisons ’application

J: X — aX.

Alors ((q, Ra), J,T) est une extension quadratique invariante gauche du systéme triple de
Lie q par le scalaire «.

Démonstration. Clairement, J? = ald, 7oJ = —JoT et q=q® Jq.
D’autre part, en utilisant la K,-linéarité de Ty, on obtient

Too(ldxIdx J)=JoT,
et ainsi _ B

Too(IdxIdx J)=JoT,,
ce qui entraine _ _

Ryo(Idx Idx J)=JoR,.

Ainsi (q, J,7) est une extension quadratique invariante de q par a.
Montrons que cette extension est gauche. On a

Too(Idx JxId) = Tayo(IdxTolJxId)
Too(ldx —JoT x Id)
—JoTyo(Idx T xId)
Too(—J x1xId)
= Too(—J x Idx Id),

et ainsi

Ry o(Idx Jx1Id)=—Rgyo(J x Idx Id).
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Nous avons donc construit, pour tout élément « de K, une application ¢, de I’ensemble des
extensions de Jordan de q & valeurs dans I’ensemble des extensions quadratiques invariantes
gauches de q par a.

Dans le cas ou « est inversible, cette application est bijective (voir [3]).

Cette extension fournit une structure de g-module sur eq :

Proposition 3.1.5. Soit q un systéeme triple de Lie admettant une extension de Jordan. Alors
la construction précédente munit ¢ = q @ eq d’une structure de systéme triple de Lie pour
laquelle q est une extension inessentielle et intégrable du systeme triple de Lie q par le module

eq.
Démonstration. On désigne par R; la structure de systéme triple de Lie construite sur q. Le
lemme 3.1.2 assure déja que q est une extension inessentielle de q par Jq = q. Montrons que
cette extension est intégrable. Soient X,Y, Z trois éléments de q. Puisque }7?5 est gauche et
puisque J? =0, on a ~ ~

R.(JX,JY,Z) = R.(X,J*Y,Z) = 0.

D’autre part, en utilisant la K.-linéarité de T¢, on a

To(X,JY,JZ) = To(X,7(JY),JZ)
= —JAI.(X.Y.2))
— 0.
De méme, T;(JX,Y,JZ) = 0. On prouve ainsi que Eg(X, JY,JZ) = 0et que éE(JX, Y, JZ) =

0 pour tout triplet (X,Y, Z) d’éléments de q, ce qui montre que q est une extension intégrable
de q par Jq. O

Dans le cas particulier ot le systéme triple de Lie q admet une extension de Jordan, nous
avons donc construit une seconde structure de g-module sur eq. Nous allons par la suite illustrer
cette construction par quelques exemples.
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3.2 Exemples

Dans cette section, nous présentons des exemples concrets d’espaces symétriques dont le
fibré tangent peut étre muni d’une seconde structure de fibré symétrique. Ces espaces sy-
métriques possédent une extension de Jordan et l'on vérifie que la seconde structure de fibré
symétrique construite sur le fibré tangent correspond a ’extension gauche par 0 de leur systéme
triple de Lie (construction décrite dans la section précédente).

Dans une premiére partie, nous revenons sur ’extension de Cayley-Dickson d’une algébre
(voir par exemple [23]|) et quelques-unes de ses propriétés. Cette notion nous permet par la
suite de présenter de maniére unifiée sur nos exemples des extensions quadratiques gauches
d’espaces symétriques par un scalaire «. En spécifiant les valeurs de «a, nous obtenons pour
chacun de nos exemples un espace tangent gauche (cas ot @ = 0), un espace polarisé gauche
(cas ou @ = 1) et un espace complexe gauche (cas oi @ = —1). On retrouve en particulier
certains exemples traités dans [3].

Nous retenons les notations de la section précédente.

3.2.1 Généralités sur le processus de Cayley-Dickson

Nous appelons K-algébre tout K-module muni d’une application produit bilinéaire.

Nous reprenons ici la définition et la notation donnée par K.McCrimmon dans [23] de
I’extension de Cayley-Dickson d’une algébre avec involution. Remarquons cependant que celui-
ci ne s’intéresse qu’aux extensions par un scalaire inversible, ce afin d’obtenir une algébre de
composition. Nous définissons ici les extensions de Cayley-Dickson par un scalaire o quelconque,
I’extension par le scalaire o = 0 apparaissant de maniére naturelle dans I’étude du fibré tangent.

Définition 3.2.1. Soit A une K-algébre, munie d’une involution c. Soit a un scalaire. On
appelle extension de Cayley-Dickson de A par a, et on note KD(A, «) la K-algébre A x A avec
inwvolution ¢, ot A X A est munie du produit

(a,b)(a’, V) = (ad’ + ac(t)b,b'a + be(a'))
et ou linvolution ¢ est définie par
&(a,b) = (c(a), ~b).

Remarque 3.2.1. Si A désigne une algébre commutative munie de l'involution triviale, KD(A, a)
est isomorphe a lextension quadratique A[X]/(X? — a). Ainsi, KD(A, @) est une algébre com-
mutative et KD(K, «) est isomorphe a 'anneau K.

Proposition 3.2.1. Soit (A,c) une algébre commutative avec involution et o un scalaire.
L’extension de Cayley-Dickson KD(A, «) est isomorphe a la sous-algébre de Ma(A) donnée par

ey oty J1eren}

Sous cet isomorphisme, l'involution ¢ de KD(A, «) est alors donnée par

(i oo )=( S o)
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Démonstration. En utilisant la commutativité de 'algébre A, on vérifie aisément que ’appli-

cation
KD(A,a) — Ms(A)
a ab
@ = (o o)
est un morphisme injectif d’algébres. O

Corollaire 3.2.1. Soit A une algébre commutative, que [’on munit de l’involution triviale.
Alors KD(A, 1) est isomorphe au produit direct A x A, avec involution ¢ donnée par

c(a,b) = (b,a).

Démonstration. Nous introduisons la matrice

qui induit la transformation de Cayley

My(A) —  My(A)
M —— RMR™L

Remarquons que R~! = %Rt. En utilisant cette transformation et 'isomorphisme de la

proposition précédente, on obtient que KD(A, 1) est isomorphe a la sous-algébre de Ma(A)

a—>b 0
{( ) a+b>|a,beA},
avec involution ¢ donnée par

(75w )= (L0 )

ce qui prouve que 'application

donnée par

KD(A,1) —  AxA
(a,b) —  (a—b,a+0)

est un isomorphisme d’algébres avec involution, si A X A est munie de I'involution ¢ donnée
par

c(a,b) = (b, a).
O

Proposition 3.2.2. Soit A une algébre commutative munie de l’involution triviale. On désigne
par KD(A, a1, az) Uextension de Cayley-Dickson par le scalaire g de l'algébre avec involution
’CD(A, Oél).

Il existe un isomorphisme canonique (d’algébres avec involution) entre l’extension KD(A, a1, ag)
et Uextension KD(A, az, aq).
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Démonstration. Par la proposition 3.2.1, si (B, ¢) est une algébre commutative avec involution,
alors pour tout scalaire «, I'extension de Cayley-Dickson KD(B,a) est isomorphe a la sous-

algebre de Ms(B) donnée par
a ab
(oo Jiabe sy

L’algebre avec involution KD(A, ay) étant commutative (cf remarque 3.2.1), on sait que
KD(A, a1, ) est isomorphe a la sous-algébre de My (KD(A, o1)) donnée par

{( or(b) c(f(f) ) la,b € KD(A, al)},

I'application ¢; désignant l'involution de KD(A, «) définie par
Cl((a7 b)) = (a7 _b)

En particulier, une base canonique de KD(K, a1, ) est donnée par les quatre vecteurs
(617 €2, €3, 64)7 ou

(0 ) (85 )

En échangeant les roles de oy et aip, on obtient une base canonique de XD(A, ag, 1), notée
(€],¢€h, €4, €)), et donnée par

= (G B9) - (i &%),

4= (0 G )am (a8l G,

On vérifie alors par les tables de produit que I'application linéaire
¢ : KD(A,ay,a0) — KD(A, g, aq)

définie par

pler) = €1
plea) = ey
ples) = e
plea) = —ej

est un isomorphisme d’algébres.
On vérifie aisément que cet isomorphisme respecte les involutions. O
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3.2.2 Exemple du groupe linéaire

Nous décrivons ici la structure de fibré tangent gauche (respectivement d’espace complexifié
gauche, respectivement d’espace paracomplexifié gauche) dont la construction a été donnée
dans la section précédente, existant sur le groupe linéaire GL(n,K), ensemble des matrices a
coefficients dans K, de taille n.

Introduisons le sous-espace symétrique de GL(2n,K) défini par

M ={X € GL(2n,K)|X? = 1d, s9(X) = (n,n)}.
L’espace symétrique GL(n,K) s’identifie au sous-espace symétrique de M, ensemble des

points fixes de I'involution
T: X — =L X1y,

Id, 0
0 -Id, )’

MT:{< e ‘g)yAeGLm,K)}

et on vérifie alors que 'application

ou I, désigne la matrice

En effet,

GL(n,K) — M

est un morphisme d’espaces symétriques.
De méme, le groupe linéaire GL(n, CD(K, o)) s’identifie & ’ensemble des points fixes sous
I'involution 7 de ’espace symétrique

My ={X € GL(2n,KD(K, )| X? = Id, sg(X) = (n,n)}.

Clairement, GL(n, KD(K, «)) est une extension quadratique invariante et droite de GL(n, K)
par a.

Nous allons montrer que 1’on obtient une extension gauche de GL(n, K) par a en considérant
I’ensemble des points fixes de M, sous 'involution 7 = Toc, ¢ désignant la conjugaison naturelle

de GL(2n,KD(K, «v)).
Lemme 3.2.1. L’espace symétrique ./\/lz est isomorphe a ’espace symétrique homogene
GL(n,KD(K,o,1))/GL(n,KD(K, a)).

Démonstration. Le groupe G = GL(2n, KD(K, «)) agit de maniére transitive sur I'espace M,,.
Le sous-groupe agissant sur M7 est

G ={X € GLinX = (X)) Inn}.

Aprés calculs, on trouve

G/:{( \/falc */gB)m,B,C,DeGL(n,K)},
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et par la transformation de Cayley,

RG'R™' = {( c(%) C(i) )A,BeGL(n,m(K,a))}

= GL(n,KD(K,a, 1)),

Le stabilisateur du point de base J = 0 ldn est
Id, O

H:{XGG’|XJ:JX}:{< \/23 \/iB)M,BGGL(n,K)},

sous-groupe isomorphe a GL(n, CD(K, «)) par la transformation de Cayley : en effet,

R<\/§B €B>R_1:(A_0ﬁ3 A+(i/aB>'

Proposition 3.2.3. L’espace symétrique homogéne
GL(n,KD(K,a,1))/GL(n,KD(K, o))
est une extension quadratique invariante et gauche de GL(n,K) par a.

Démonstration. Introduisons le systéme triple de Lie M (n,K) associé a I'espace symétrique
GL(n,K). Nous le notons q. Le crochet triple de ce systéme triple est donné par

[4,8,C) = ({4, B],],

ou [.,.] désigne le crochet de Lie associé a I’algébre associative M (n, K).
Calculons le systéme triple de Lie q associé a ’espace symétrique

GL(n,KD(K, ,1))/GL(n, KD(K, &)).

C’est un sous systéme triple de Lie du systéme triple M (2n, CD(K, «)) (muni du crochet
triple usuel) et nous obtenons

= {XeM@nKDK,a)|c(X) I = ImX,JXJ =—-X}

{< —faB V_af )|A,B€M(n,K)}.

Considérons alors 'application j : X — /aJX.
En utilisant I'égalité JI,, = —I,,.J, on vérifie que j est un endomorphisme du module q :
en effet, si X € q, on a par définition ¢(X )1, = I, X et JXJ = —X. Alors

c(GX)N I = c(VaTX)In,
= —VaJo(X)In,
= —VaJl,X
= Val,JX
= (),
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et de plus,

Ji(X)J = JyaJXJ
= J(-vax)
ce qui prouve que j(X) € q.

De plus, j2 = ald, joc = —co j et enfin, pour A, B,C € q, J anticommutant avec A, B,
on obtient

A4,B5(O)] = 14,8l Vaic]
= Va4, JC]
= VaJlA BL.C]
= ]([A,B,CD

et par un calcul analogue,

Nous identifions q = M (n,K) avec

q:{<61 g>|A€M(n,K)}.

Alors q = q®j(q) et on vérifie que la conjugaison associée a cette extension est la restriction a q
de la conjugaison usuelle de M (2n, KD(K, «r)). Aussi a-t-on prouvé que (q, j) est une extension
quadratique invariante et gauche de q par «, donc que

GL(n,KD(K, a,1))/GL(n,KD(K, «))
est une extension invariante et gauche de GL(n,K) par a. O

Lemme 3.2.2. 1. Les algébres KD(K, —1,1)) et M(2,K) sont isomorphes.
2. St D désigne l’algébre

D_{< a ?)]a,b,c,deK}CM(ZK[E]),

ec

les algebres KD(K,0,1) et D sont isomorphes.

Démonstration. Par la proposition 3.2.1, I'algébre KD(K, o, 1)) est isomorphe a la sous-algebre
de M(2,KD(K, a)) donnée par

{< 0(02) c(l;> )‘a’bE’CD(K,a))},

ou ¢ désigne la conjugaison usuelle de KD(K, «v).
Introduisons la transformation de Cayley complexe donnée par conjugaison avec la matrice

R = ( P ) e M(2,K[i)),
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ou i désigne 'élément +/—1 de 'anneau KD(K, —1).
On vérifie alors aisément (en utilisant R’ = 3 R') que
(@ b -1 a+d+i(c—b) —b—c+ila—d)
c d —b—c—ila—d) a+d—i(c—b) )’

ce qui prouve que les algebres KD(K, —1,1)) et M(2,K) sont isomorphes.
D’autre part, on vérifie que

r( @ eb Rl a+d—ce(c+b) a—d+elb—rc)
ec d ~\a—-d—elb—c) a+d+e(c+b) )’

ce qui prouve que D est isomorphe & XD(K, 0, 1). O

Proposition 3.2.4. 1. L’espace homogéne GL(n,D)/GL(n,Kl[e]) est un fibré symétrique
tangent gauche de lespace symétrique GL(n,K).

2. L’espace homogéne GL(2n,K)/GL(n,K) x GL(n,K) est un espace symétrique polarisé
gauche de l’espace symétrique GL(n,K).

3. L’espace homogéne GL(2n,K)/GL(n,K[i]) est un espace symétrique complexifié gauche
de ’espace symétrique GL(n,K).

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le résultat de la proposition 3.2.3 en donnant & « les valeurs
respectives 0, 1 et —1. Le lemme précédent permet alors de conclure. O

Proposition 3.2.5. L’extension gauche
GL(n,KD(K,a,1))/GL(n,KD(K, o))
provient du sytéme triple de Jordan M (n, KD(K, «)) muni du produit triple
T(A+ VaA' B+ vaB',C +aC') = —T(A+ vaA',B — /aB',C + vaC')
ou T désigne le systeme triple de Jordan usuel sur M(n,K) défini par
T(A,B,C)=ABC + CBA.

On retrouve ainsi l'extension gauche associée au systéme triple de Lie M(n,K) qui admet
Dextension de Jordan usuelle T (construction de la section (3.1.4)).

Démonstration. Explicitement,

a={< —\jlaB veb >\A,BEM(n,K)},

ce qui permet de calculer le crochet triple de Lie sur ¢ = M(n,KD(K,«a)) : pour a = A +
VaA' b= B+ /aB' et ¢c=C + /aC’ éléments de M (n, KD(K, a)), on a

la,b,clg = [A,B,C]l—al4,B (]
+a(T(A',B,C") +T(B,A",C") —T(A,B,C") = T(B', A,C"))
+Va([A, B,C") — oA, B, C")
+vVa(T(A',B,C)+T(B,A',C)-T(A,B',C) - T(B,A,C)),

ou [.,.,.] désigne le produit triple usuel sur M (n, K).
Le résultat suit. O
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3.2.3 Exemple de la Grassmannienne

Afin de ne pas trop alourdir la présentation des résultats de cette section, nous considérons
comme corps de base le corps des réels.

On consideére la Grassmannienne Grass(k,n), ensemble des sous-modules de R" de dimen-
sion k.

Introduisons ’espace symétrique

M ={X € GL(n,R)|X? =1d,s9(X) = (k,n — k)}.

Si 7 désigne l'application transposée, I'espace symétrique Grass(k,n) s’identifie & ’ensemble
MT des points fixes de M sous 7.
Soit « un scalaire. Considérons ’ensemble

={X € GL(n,KD(R,a))|X? =1d,s9(X) = (k,n — k)}.

Alors l'espace symétrique M, est une extension quadratique invariante et droite de M(7) par
a. L’involution ¢ commutant & 7, Papplication 7 = 7o ¢ est une involution de M, et ’ensemble
Mz de ses points fixes est donc un sous-espace symétrique. Nous allons montrer que c’est une
extension gauche de M7 par a.
Dans ce qui suit, si F est un anneau muni d’une involution ¢, la lettre U(n,IF) désigne
I’ensemble
{X € GL(n,F)|c(X)X" =1d,}.

Dans le cas particulier ot F = C, on note simplement U(n) cet ensemble.

Lemme 3.2.3. L’espace symétrique ./\/lz est 'espace homogéne
Un,KDR,«a))/U(k,KD(R,)) x U(n — k, CD(R, a)).

Démonstration. Le groupe G = GL(n, KD(R, «)) agit de maniére transitive sur M,. Le sous-
groupe G’ agissant sur espace M7, est

G ={X € Ge(X)'X =1d} = U(n, KD(R, ).

Le stabilisateur du point de base

est

Proposition 3.2.6. L’espace symétrique homogéne
U(n,KD(R,«a))/U(k,KD(R,«)) x U(n — k, CD(R, a))

est une extension quadratique invariante et gauche de Grass(k,n) par o.

104



3.2. EXEMPLES

Démonstration. Le systéme triple de Lie associé a ’espace homogéne
U(n,KDR,«a))/U(k, KD(R,«)) x U(n — k, CD(R, a))
est le sous-systéme triple de Lie de M (n, CD(R, o) donné par
q={X € M(n,KD(R, )| I X It =—X,c(X) = X}.

L’application j : X — /ol X est un endomorphisme du module q anticommutant
avec 'involution ¢ et vérifiant j2 = ald.
De plus, si A, B, C sont trois éléments de g, comme A et B anticommutent avec Iy, ,_, on
obtient
[A, B, j(C)] = j([A, B,C])

et
[Aa](B)>C] = _[](A)’B7C]

Enfin, puisque
q=9qj(q),

avec

q={X e Mn,R)lpniXIjpr=—-XX" =X},

systéme triple de Lie de Grass(k,n), on a bien prouvé que g est une extension invariante gauche
de q par j(q) et donc que

U(n,KDR,«))/U(k, KD(R,«)) x U(n — k, CD(R, «))
est une extension quadratique invariante et gauche de Grass(k,n) par a. O

Proposition 3.2.7. 1. L’espace homogéne U(n,Re])/U(k,R[e]) x U(n — k,R[e]) est un fi-
bré symétrique tangent gauche de 'espace symétrique Grass(k,n).

2. L’espace homogéne GL(n,R)/GL(k,R) x GL(n—k,R) est un espace symétrique polarisé
gauche de Uespace symétrique Grass(k,n).

3. L’espace homogéne U(n)/U(k) x U(n — k) est un espace symétrique complexifié gauche
de ’espace symétrique Grass(k,n).

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le résultat de la proposition 3.2.3 en donnant & « les valeurs
respectives 0, 1 et —1.
On obtient directement

MG =U(n,R[e])/U(k,R[e]) x U(n — k,R[e]),
espace tangent gauche, puis
T=U(n,KD(R,1))/U(k, KD(R,1)) x U(n — k, KD(R, 1)),

espace polarisé gauche, et 'on montre que GL(n,R) est isomorphe a U(n, CD(R, 1)) via 'ap-
plication

GL(n,R) — U(n,KD(R, 1))
X — (X +(XTHLX — (X7Hh.
Enfin, on a bien M7, = U(n)/U(k) x U(n — k), espace complexifi¢ gauche. O
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Proposition 3.2.8. L’extension gauche
U(n,KD(R,«a))/U(k,KD(R,a)) x U(n — k, CD(R, a))
provient du systéme triple de Jordan M (p,q, KD(R, «)) muni du produit triple
T(A+ VaA,B+aB,C++aC') = —T(A+aA',B—/aB',C + aC")
ot T désigne le systéme triple de Jordan usuel sur M(p,q,R) défini par
T(A,B,C) = AB'C + CB'A.

C’est donc extension gauche associée au systéme triple de Lie M (p, q,K) construite a partir
de Uextension de Jordan T.

Démonstration. Explicitement,

i={( oy b )MAeMEaKDR )],

ce qui permet de calculer le crochet triple de Lie sur ¢ = M(p, ¢, KD(R, «)) : pour A,B et C
éléments de M (p, ¢, CD(R, «)), on a

[A, B, C]E = Ac(B)tC — Cc(A)tB — Bc(A)tC + Cc(b)tA.
On en déduit le résultat. O

3.2.4 Exemple de la Lagrangienne

Comme dans la section précédente, nous supposons ici que le corps de base est le corps des
réels.
Par la suite, si F est un anneau avec involution ¢, si M € GL(n,F), on introduit le groupe

orthogonal
OM,F)={X € GL(n,F)|M'X'M = X'},

et le groupe unitaire
UM,F)={X € GL(n,F)|M ' X'M = c¢(X)"'}.

Dans le cas particulier ot [F est le corps des réels et M est une matrice du type

[ 1d, 0
W= (" )

on note O(Ipg, R) = O(p, q) et O(n,0) = O(n). Si F' désigne la matrice

_ 0 Id,
F= ( -Id, O > ’
le groupe orthogonal O(F,R) est noté Sp(n,R).
Dans le cas particulier oit IF est le corps des complexes muni de la conjugaison usuelle, on

note U(I,q,C) = U(p,q) et U(n,0) =U(n).
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Soit A € GL(n,R). Posons
et

Introduisons 'espace symétrique
M={X € GL(2n,R)|X* = Id,X'B = —-BX}.

Si 7 désigne I'involution X — D™1X!D, alors I’ensemble des points fixes M™ de M sous T
s’identifie a l'espace symétrique O(A4, R).
De maniére analogue, si

Mgy ={X € GL(2n,KD(R,))|X? = Id, X'B = —BX},

alors M7, s’identifie & O(A, KD(R, «v)).

Clairement, O(A, KD(R, «)) est une extension quadratique invariante et droite de O(A,R)
par .

Nous allons montrer que l'on obtient une extension gauche de O(A,R) en considérant

I’ensemble des points fixes de M, sous l'involution 7 = 7 o ¢, ol ¢ désigne la conjugaison
naturelle de GL(2n, CD(R, «)).

Lemme 3.2.4. L’espace symétrique Mz est isomorphe a l’espace homogéne
O(B,KD(R,a))NU(D,KD(R,))/U(A,KD(R, )).

Démonstration. Le groupe G = O(B,KD(R, «)) agit de maniére transitive sur M,. Le sous-
groupe G’ agissant sur l'espace M7, est

G'={X € G|e(X)'DX = D} = O(B,KD(R, o)) NU(D,KD(R, at)).

Le stabilisateur du point de base J = < I(il 151 > est

H:{<\/§B \/iB)]A,BeM(n,R),AJr\/EBeU(A,ICD(]R,a))},

sous-groupe isomorphe a U(A, KD(R, «)). O

Proposition 3.2.9. L’espace symétrique homogéne
O(B,KD,R,a))NU(D,KD(R,«))/U(A,KD(R, «))

est une extension gauche de O(A,R) par .

Démonstration. Notons ¢ le systéme triple de Lie associé a Iespace symétrique O(A,R). Le
systéme triple de Lie associé &

O(B,KD(R,a)) N U(D,KD(R, o)) /U(A, KD(R, o))

est
q={X e M©2n,KD(R,a)|UX = X'U, VX = —c(X)'V,JXJ = -X},
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avec

0 A
v (54

0 A
V—JD_<A 0).

On considére I'application j : X — y/aJX. En utilisant les relations JX = —XJ, UJ =
—JU et VJ = JV, on montre aisément que j est un endomorphisme du module q.

Puisque q est un sous systéme triple de Lie du systéme triple de Lie extension gauche de
M (n,R) par « construit dans la section exemple du groupe linéaire, ’endomorphisme j est une
structure d’extension gauche de q7 = Asym(A,R) par a.

et

O
Remarque 3.2.2. D’une part, on a

G = {XeGL2nKD(R,

( IX'BX = B,c(X)'DX = D}
= {X € GL(2n,KD(
(

( )

( NID'BX =¢(X)D'B,X'BX = B}
= {X € GL(2n,KD N X = (X)L, X*BX = B}
= {X € GL(2n,KD(R, )| [;n X = (X))} N O(B,KD(R, a))
= (RGL(n,KD[R,a,1))R™Y) N O(B,KD(R, a)).

Y

Y

Q
R, o
R, o
R, «

D’autre part, on a

G = {X e€GL(2n,KD(R,a))|X'BX = B,c(X)'DX = D}
= {X € GL(2n,KD(R,))|D7'BX = ¢(X)D™'B,¢(X)'DX = D}
= {X € GL(2n,KD(R, a))|InX = e(X)Ipn,c(X)'DX = D}

= {X € GL(2n, KD(R, )| [;n X = (X)) In} NU(D,KD(R, )

= (RGL(n,KD(K,a,1))R™ 1) NU(D,KD(R, a)).

)

Proposition 3.2.10. 1. L’espace homogéne GL(n,D) NU(D,Re])/U(A,R[e]) est un fibré
symétrique tangent gauche de l’espace symétrique O(A,R).

2. L’espace homogeéne O(B,R)/GL(2n,R) est un espace symétrique polarisé gauche de l’es-
pace symétrique O(A,R).

3. L’espace homogéne O(D,R)/U(A,C) est un espace symétrique complezifié gauche de l’es-
pace symétrique O(A,R).

Démonstration. On utilise la proposition précédente en spécifiant les valeurs de o pour 0,1, —1.
On obtieilt, en utilisant la remarque précédente,
- M{ = (RGL(n,KD(R,0,1)) R~")NU(D, R[e]) /U (A, R[e]) = GL(n, D)NU (D, R[e]) /U (A, R[e])
espace tangent gauche.
- M7 = O(B,R)/GL(2n,R), espace polarisé¢ gauche, ou GL(2n, R) est identifi¢ 4 U(A, LD(R, 1))

par

X — %(X F(ATHYX YA+ (X — (ATHH X HEAY).
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~ MT™, = O(D,R)/U(A,R[i]), espace complexifié gauche, ot I'on identifie ' = RC.(GL(2n,R)N
U(D,KDR,-1))) = RC O(D,R) avec O(D,R).
O

Proposition 3.2.11. L’extension gauche
O(B,KD(R,a)) NU(D,KD(R,))/U(A,KD(R, ))
provient du systéme triple de Jordan Asym(A, KD(R, «)) muni du produit triple
T(A+ VaA' B+ vVaB',C +aC') = —T(A+ vaA',B — /aB',C + vaC')
ot T désigne le systeme triple de Jordan usuel sur Asym(A,R) défini par
T(A,B,C) = ABC + CBA.

Démonstration. C’est la restriction & Asym(A, CD(R, «)) du systéme triple de Jordan associé
a l'extension gauche de GL(n,R) construite dans la section groupe linéaire. O

Examinons & présent les cas classiques.

Pour étudier le cas de I'espace symétrique O(p, q), supposons que A = I, ,. On obtient alors
— GL(n,D)NU(2p,2q,R[e])/U(p, q,R[e]), fibré tangent gauche,

— O(n,n)/GL(2n,R), espace polarisé gauche,

— O(2p,2q)/U(p, q), espace complexifié gauche.

Etudions le cas de 'espace symétrique Sp(n,R) : supposons A = F. On obtient alors

- GL(n,D)NU(D,R[e])/U(F,R[e]), fibré tangent gauche,

- Sp(2n,R)/GL(2n,R), espace polarisé gauche,

— Sp(2n,R)/U(n,n), espace complexifié gauche.
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Annexe A

Espaces symétriques sur des corps ou
anneaux généraux

La notion de variété lisse sur R ou sur C repose sur la notion de calcul différentiel sur ces
corps. En généralisant cette notion a un corps ou anneau K topologique non discret (pour des
K-espaces vectoriels de dimension finie ou infinie), W. Bertram, H. Glockner et K.-H. Neeb
définissent la notion de variété lisse sur ces corps.

On retrouve en particulier la notion de variété lisse de dimension finie ou infinie sur R, sur
C ou sur un corps ultramétrique, comme le corps des entiers p-adiques.

Nous développons dans une premiére partie ce point de vue, rappelant la construction du
fibré tangent, et la définition d’un fibré vectoriel sur ces variétés.

La définition d’un espace symétrique dans ce contexte reprend et généralise celle de [19].

On dit qu’'une variété M, munie d’une application produit lisse p, est un espace symétrique
si et seulement si, pour tout x € M, 'application

oz 1y — pu(z,y)

vérifie

(S1) =z est point fixe de oy,
(S2) ol=1d

(S3) o, € Aut(p)

(S4) Tyo, = —Id.

Cette annexe énonce donc (la plupart du temps sans démonstration) des résultats de
W.Bertram, H.Glockner et K.-H. Neeb.
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A.1 Notion de variété sur un corps topologique non discret

Soit K un anneau topologique non discret. Les lettres E, F', G désignent des modules
topologiques sur cet anneau. Nous allons tout d’abord définir la notion d’application lisse sur
ces modules.

Définition A.1.1. Soient U un ouvert de E et f une application continue de U dans F'. On
dit que f est de classe C' sur U si et seulement si il existe une application continue fI1, définie
sur U = {(z,v,t) € U x E xK/x +tv € U}, et vérifiant pour tout (z,v,t) € UM,

flz+tv) — f(x) = tf[l](x,v,t).

Si f est de classe C', on définit pour tout x € U la différentielle de f en x comme étant
Uapplication
df(z): E r— F
v —  fl(z,0,0).

On vérifie que I'application différentielle df (z) définie précédemment est une application
linéaire et continue.

Remarque A.1.1. La notion de classe C' est une notion locale : si U et V sont deux ouverts
de E tels que V. C U et si f est de classe C' sur U, alors f est de classe C* sur V. De plus,
si (U;)ier est un recouvrement ouvert d’un ouvert U de E et si lapplication f : U — F est de
classe C sur chacun des ouverts U;, alors f est de classe C' sur U.

Proposition A.1.1. Soient f une application continue de E dans F et g une application
continue de F' dans G. Si ces applications sont de classe C', alors Uapplication go f Uest aussi
et l'on a la régle de différentiation usuelle :

d(g o f)(@)(v) = dg(f(x))(df (x)(v)).
On définit alors par induction la notion de classe C*.

Définition A.1.2. Soit U un ouvert de E et f une application lisse de U dans F. Soit k un
entier naturel non nul. On dit que f est de classe C* sur U si et seulement si f est de classe
C' sur U et fU est de classe CF=1 sur UM, On dit que f est lisse sur U si et seulement si f
est de classe C* sur U pour tout entier naturel k.

Exemple A.1.1. Toute application linéaire continue est lisse.
La notion de classe C* est stable par composition :

Proposition A.1.2. Si f: E+—— F et g: F — G sont deux applications de classe C*, alors
Papplication g o f l'est également.

Aussi cette notion permet-elle de définir des variétés de classe C* sur E.

Définition A.1.3. Une variété de classe C* modelée sur E est un espace topologique M muni
d’un atlas {(U;, @i)icr} vérifiant
— (Uy)ser est un recouvrement ouvert de M,
— pour tout indice @, l'application p; : Uy — E est un homéomorphisme de U; sur son
1mage,
— pour tout couple d’indices (i,7), Uapplication @;; = @; o cpj_l définie sur ¢;(U; NU;) est
de classe C*.
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A.2 Notion de fibré vectoriel

Soit M une variété lisse (i.e. de classe C* pour tout entier naturel k) modelée sur un
K-module E. Introduisons I’ensemble

S ={@,2)ielzecU}.
La relation d’équivalence ~ définie sur S par
. . . .1 1
(i,2) ~ (j,y) si et seulement si ;" (x) = ¢;  (y)
permet d’identifier M et S/ ..

Définition A.2.1. Soit V un K-module topologique. Soit donné pour tout couple d’indices
(,7), pour tout x € ©;(U;) N ;(U;) un diffeomorphisme g;j(x) : V. — V tel que Uapplication

(pi(Ui) N (Uy)) x V. — 4
(z,v) — gij(2)(v)
soit lisse.
On suppose que ces difféomorphismes sont des fonctions de transition, c’est-a-dire qu’ils
vérifient les relations de cocycle :
9i5(jk(2)) © gjk(x) = gin(), gii(x) = Id.
On définit une relation d’équivalence sur S x V en posant
(i,2,v) ~ (J,y,w) si et seulement si p;j(x) =y et gij(x)v = w.
On appelle alors fibré vectoriel de fibre V' sur M [’espace quotient

F=SxV/..

C’est une variété lisse sur E x V' et en notant les classes d’équivalence entre crochets, on
définit une projection w de F' sur M en posant

T F — M

[i,x,v] +— [i, ]

Pour tout x € M, on définit la fibre de F' en x comme étant Uespace w~1([i, 7)), ot [i,Z] est
tel que p;(x) = x. Cet espace, noté Fy, est difféomorphe a V et est ainsi naturellement muni
d’une structure de module.

L’application

z: M — F
[i,z] +— [i,2,0v],
ot Oy désigne le vecteur nul du module V', est une section lisse de w, appelée section zéro. On
notera 0, l'image du point [i,x] par cette application.

Définition A.2.2. L’espace tangent a la variété M est le fibré vectoriel TM de fibre E dont
les fonctions de transition sont données par

9ij () = d(epi5) ().
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On note T, M la fibre de TM en x.

Soient M, N deuz variétés lisses sur E d’atlas respectifs (Us, @;) et (Vj, ;).

Si f: M — N est une application lisse, on définit son application tangente Tf : TM —
TN par

Tf([i,z,v]) = [4, fij(x), dfi;(z)v],

ou j est tel que f o gp;l(:n) cVjet fij=1jofo (,0;1. C’est une application lisse de T M dans
TN, variétés modelées sur E x E.

L’ensemble des fibrés vectoriels est une catégorie : étant donnés deux fibrés vectoriels
(M, F,7) et (M', F',7'), on appelle homomorphisme de fibrés vectoriels tout couple d’applica-
tions lisses f : F — F', g : M — M’ telles que le diagramme

F——F

7.‘,./

M —— M’
commute, et tel que pour tout x € M, la restriction de 'application f a la fibre F), soit linéaire.

Proposition A.2.1. Soit (F, 7, M, ) un fibré vectoriel sur M. Soit o € M. On désigne par O
limage de ce point par la section zéro du fibré vectoriel. Introduisons ’ensemble H, image de

M par la section zéro. Alors
ToF =1TyF, ® ToH.

Démonstration. Désignons par (Us, ¢i),c; un atlas de M, variété modelée sur E et notons W
I’espace vectoriel fibre de F'. Alors

F={[i,z,v]/i € I,z € ¢;(U;),v € W}
est une variété modelée sur £ x W et
TF = {[i,z,v,e,w]/i € I,z € ¢;(U;),v,w € W,e € E}.
Si 0 = [ig, X0 1.€. 81 @5, (0) = z,, alors
F, = {lio, x0,v]/v € W}
est une variété sur {Og} x W et
TF, = {lio, zo,v,0p, w]/v,w € W}.

De méme,

H={[i,z,0w]/i eI,z € p;i(U;)}

est une variété modelée sur E' x {0y} et
TH = {[i,z,0w,e,0w]/i € [,x € p;(U;),e € E}.
On vérifie alors immédiatement que
ToF =T1TvF, ¢ ToH
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puisque
ToF = {[io, %0, Ow, e, w]/w € W,e € E},

ToFy = {[ior %o, 0w, 0p, w]/w € W},

et
ToH = {[io; To, 0w, e, 0w]/e € E}.

O

Dans le cas particulier ou F' est le fibré tangent T'M, on obtient la proposition suivante :

Proposition A.2.2. L’espace tangent Ty, TM est canoniquement isomorphe a [’espace vecto-
riel TyM x T,M. De plus, si f est une application lisse de la variété M dans la variété N,
alors Uapplication

To,(Tf) : T, TM — Tp, TN

s’identifie de maniére canonique a l’application
Tf xTpf : TyM x T,M — T,N x T,N.
Démonstration. En effet, par ce qui précéde,
To, TM = To,H & To, T, M.

Chacun des sous-espaces Ty, H et To, T, M étant canoniquement isomorphe a T, M, on en déduit
I’isomorphisme cherché.

Introduisons ici {(Us, i)|i € I} et {(Vi,¢;)|i € J} deux atlas de M et N. Alors {(TU;, T'p;)|i €
I}, {(T'Vi, T;)|i € J} sont des atlas de TM et T'N.

Soit f une application lisse de M dans N.

Localement, en notant f;; =1; 0 fo go;l, on a pour tout [i,y,v] € TU;,

(Tf)ij(y,v) = T;0TfoTy; " (y,v)
= (fi;(v), dfij(y)v).

On obtient alors, pour tout v,w € E, en notant [j,y,0] = T f([i,x,0]),
TOp (Tf)([lv z,0,v, w]) = []a Y, 0, d(Tfij)(J:? 0)(2}, w)]
T dfii(z) 0 v
N |:]’y’07< JO dfzj(l') > < w >:|
= [5,9,0,dfij(x)v,dfi;(z)w],

ce qui montre que Tp, (T f) s’identifie & T, f x T, f. O

A.3 Espace symétrique et systéme triple de Lie associé

Soit M une variété lisse modelée sur le K-module FE.

Définition A.3.1. On appelle application produit sur M toute application

m: M x M — M.
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Si m est une telle application, pour tout = € M, les applications partielles & gauche y —
m(z,y) et & droite y — m(y, z) sont usuellement notées I, et 7.

Proposition A.3.1. Soit m une application produit lisse sur M. Alors lapplication tangente
Tm est identifiée de maniére canonique & une application produit lisse sur la variété TM. De
plus, pour tout (v,w) € T,M x T,M,

T(pvq)m(“ w) = Tylp(w) + Typre(v).

Démonstration. Soit {(U;, p;)} un atlas de M.

L’application

TM x TM — T(M x M)
(i, 2,0, [y, w]) = [(0,4), (2, 9), (v, w)]

permet d’identifier TM x T'M et T (M x M). Aussi I'application T'm peut-elle étre considérée
comme une application produit lisse sur la variété T M.

Explicitons T'm.

Sim: E x E— FE est une application produit lisse, on obtient facilement

ml((z,y), (v, w), 1) = (@, v,0) + 1L, (g, w, 1)

On en déduit
dm(z,y)(v,w) = dry(x)(v) + dlz(y)(w),
et ainsi
T(pmm(v, w) = Tylp(w) + Tpre(v)
pour tout (v,w) € T,M x T, M. O

Définition A.3.2. Soit u une application produit lisse sur M. Introduisons, pour tout x € M,
Uapplication oy : y — u(x,y). On dit que (M, ) est un espace symétrique si et seulement si,
pour tout x € M,

(S1) =z est point fize de o,
(S2) o, est une involution i.e. 02 = Id,
(S8) o, est un automorphisme de l'application produit i,

i.e. pour tout y,z € M, j(02(y),02(2)) = 0u(u(y, 2)),
(S4) Tyop=—Id.

L’ensemble des espaces symétriques est une catégorie pour laquelle la notion d’homomor-
phisme est la suivante : soient (M, u), (M’, ') deux espaces symétriques et ¢ une application
lisse définie sur M, a valeurs dans M’. On dit que ¢ est un homomorphisme d’espaces symé-
triques si et seulement si pour tout z,y € M,

o(u(z,y)) = 1 (e(x), ().

Exemple A.3.1. Si G est un groupe de Lie (variété lisse munie d’une structure de groupe telle
que multiplication et inversion soient des applications lisses), alors G est muni d’une structure
canonique d’espace symétrique donnée par le produit

(g, h) = gh™'g.

En particulier, si E est un K-espace vectoriel topologique, la structure canonique d’espace
symétrique sur E est donnée par le produit

w(v,w) = 2v — w.
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Rappelons que si M est un espace symétrique avec point de base o, I’espace vectoriel tangent
T, M est naturellement muni d’une structure de systéme triple de Lie :

Définition A.3.3. On appelle systéme triple de Lie tout espace vectoriel V. muni d’une appli-

cation trilinéaire [.,.,.| : V. x V. x V. — V telle que, en notant R(X,Y) : Z — —[X,Y, Z],
(LT2) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (identité de Jacobi),
(LT3) R(U,V) est une dérivation du produit triple |.,.,.], ce qui signifie

R(U,V)[X,Y, Z] est égal a
[R(U,V)X,Y, Z] + [X,R(U, V)Y, Z] + [X,Y, R(U,V) Z].

Si V est un systéme triple de Lie, on désigne de maniére usuelle par R et M les applications
définies par
R(X,)Y)Z =-[X,Y,Z] = M(X,2)Y.

L’ensemble des systémes triples de Lie est une catégorie : étant donnés deux systémes
triples de Lie (V, R) et (V', R'), et ¢ une application linéaire de V dans V', on dit que ¢ est
un homomorphisme de systéme triple de Lie si et seulement si, pour tout X,Y,Z € V|

P(R(X,Y)Z) = R (p(X),0(Y))p(2).

Rappelons que D'application qui & un espace symétrique avec point de base associe son
systéme triple de Lie est un foncteur : si ¢ : (M, 0) — (M’,0’) est un homomorphisme d’espace
symeétrique avec point de base (i.e. vérifiant ¢(0) = o'), 'application T, : T,M — T, M’ est
un homomorphisme de systéme triple de Lie.
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Annexe B

Représentation des algébres n-aires

Nous présentons ici de maniére unifiée la notion de représentation linéaire, existant sur
de nombreuses catégories d’algébres et de systémes triples (en particulier sur la catégorie des
algébres de Lie, respectivement de Jordan, et celle des systémes triples de Lie, respectivement
de Jordan).

Nous suivons la démarche de Eilenberg, qui dans son article [10]|, a défini la notion de
représentation (& valeurs dans 'algébre des transformations linéaires d'un espace vectoriel)
pour la catégorie des algébres annulant une forme abstraite donnée : on retrouve en particulier
la notion de représentation d’une algébre de Lie, respectivement de Jordan.
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B.1 1Idéal des identités d’une algébre n-aire

B.1.1 La catégorie des algébres n-aires

De maniére a pouvoir englober le cas des algébres et celui des systémes triples, nous donnons
la définition de la notion d’algébre n-aire, que 'on peut trouver dans [7].

Définition B.1.1. On appelle algébre n-aire tout module A muni d’une application produit
p: A" — A multilinéaire. Un idéal de l'algébre n-aire (A, p) est un sous-module I de A tel
que p(ai,...,ay) est dans I dés que l'un des éléments a; appartient au module 1.

Exemple B.1.1. Une algébre binaire est une algébre au sens usuel, un systéme triple est une
algebre ternaire.

Remarque B.1.1. L’ensemble des algébres n-aires, noté A,,, forme une catégorie pour laquelle
la notion de morphisme est la notion d’application linéaire respectant les produits : ’application
linéaire

o1 (A,p) — (A1)

est un morphisme d’algébres n-aires si et seulement si

p/(QO(Cn), ) Qp(an)) = @(p(ala e 7an))
pour tout (aq,...,a,) € A™.

Remarque B.1.2. Une partie d’une algebre n-aire est un idéal sv et seulement si c’est le noyau
d’un morphisme d’algébres n-aires.

Définition B.1.2. Soit A une algébre n-aire et X un sous-ensemble de A. L’algébre n-aire
A est dite libre sur X si et seulement si, pour toute algébre n-aire B, pour toute application
f: X — B, il existe un unique morphisme d’algébres n-aires f : A — B prolongeant f.

Proposition B.1.1. Pour tout ensemble X, il existe une unique algébre n-aire libre sur X, a
isomorphisme d’algebres n-aires pres. On la note Lib% .

Démonstration. La preuve de I'unicité est classique.
Montrons l'existence de I'algébre n-aire libre sur X.
On construit tout d’abord M¥%, magma n-aire libre sur X, de la maniére suivante : en
notant
I,={meNn—1m—1},

on définit par induction sur m € I,, des ensembles X,,, en posant
X=X

et pour m € I,
X = | | Xpy X - X X,
(p)elR] 327y pi=m

Les éléments de X, sont appelés mots de longueur m.
On définit alors un produit en n arguments sur ’ensemble

meln
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en considérant l'injection canonique

p: Xm1 X"'Xan e in:
(T1,...,Tn) —  (X1,...,Tp).

Introduisons I'espace vectoriel libre sur M% défini par

k
L’ian = {Z Ozi.%'i’k eN o, €K, x; € M;L(}
i=1
En prolongeant le produit p par multilinéarité, on obtient alors une structure d’algébre n-aire
sur Lib'.

Il reste a montrer que Liby est une algebre n-aire libre sur X.

Soit (B, pp) une algébre n-aire et f une application de X a valeurs dans B. On prolonge f
en une application fdéﬁnie sur MY en la définissant sur les ensembles X,,,, par induction sur
m.

On pose, si z € X7,

et si (1,...,2pn) € Xim,

flx1, ... xn) =pa(f(21),. ..\ f(T0)).

Il reste alors & prolonger par linéarité 'application f a lalgébre n-aire Lib%, 'application
obtenue étant par construction un morphisme d’algébres n-aires. L’unicité de ce prolongement
est évidente, I’algebre n-aire Lib%, étant engendrée par X.

O

B.1.2 Evaluation des n-formes abstraites dans une algébre n-aire

Soit (z;)ien une suite d’indéterminées. Posons X = {x;}ien. Les éléments de Lib% sont
appelés n-formes abstraites, ceux de M n-monomes.

Soit (A, p) une algebre n-aire.

Si (a;) € AN est une suite presque nulle d’éléments de A, on note 6((a;)) 'unique prolon-
gement a l’algeébre n-aire libre Lib" de I'application

X — A
ij—>aj.

On obtient ainsi une application 6 : AN — Hom(Lib%, A).
A chaque élément L de Palgébre n-aire libre sur X, on associe une application L de AN
a valeurs dans A, en posant

LP((ai)) = 0((a:)(L)-

Définition B.1.3. Soit (A, p) une algébre n-aire et L un élément de Lib%.. On appelle évalua-
tion de la n-forme abstraite L en (a;) € AN Uélément LP((a;)) de l’algebre n-aire A.

Proposition B.1.2. Soient (A,pa), (B,pp) deux algébres n-aires. Soit f un morphisme de
Ualgebre n-aire A dans U'algébre n-aire B. Pour toute forme abstraite L élément de Lib%, on
a alors

folPA=[PBof,

ot f désigne encore, par abus de notation, ’application de BW) 4 valeurs dans BN, associant
a une suite presque nulle (b;) la suite presque nulle (f(b;)).
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Démonstration. Soit (a;) une suite presque nulle d’éléments de A. On vérifie aisément que les
deux applications
ll . L’Lb?( — B
L — folr((ay)

et
lp: Liby, — B
L+~ LP%o f((a;))
sont des prolongements, morphismes d’algébres n-aires, de 'application
l: X — B
zi o fla)

Par unicité du prolongement, on a alors I; = [, ce que 'on voulait montrer. O

B.1.3 1Idéal des identités d’une algébre n-aire

Définition B.1.4. Soit L une n-forme abstraite. On dit que L est une identité de l’algébre n-
aire A si et seulement si son évaluation en (a;) est nulle pour tout (a;) € AN, si et seulement
st LP = 0.

Exemple B.1.2. Une algébre de Lie est une algébre binaire admettant les deur identités bi-
naires suivantes :
Ly = x4,
L2 = (mlfbg)xg + ($2:E3)$1 + ($3$1)x2.
Si l’élément 2 est inversible dans 'anneau des scalaires, on remarque que Ly est une identité
pour 'algébre binaire A si et seulement si

/
Ll = T1%9 + T2X1
en est une.

Lemme B.1.1. L’ensemble des identités de A est un idéal de Lib, appelé idéal des identités
de Ualgébre n-aire A et noté 1(A).

Démonstration. L'ensemble AA™ des applications de AM a valeurs dans A est naturellement
muni d’une structure d’algébre n-aire : si fi,..., fn € AA(N), leur produit fi ... f, est défini
par

Jro fal(ad)) = p(f1((@i)), - .., fu((a:))),
ou p désigne 'application produit de A.
Montrons alors que ’application linéaire
o: Lty — AAY
L — L?

est un morphisme d’algebres n-aires. Soit L1, ..., L, € Lib%. Alors, 'application 6((a;)) étant
un morphisme d’algébres n-aires, on obtient

(L1- - Ln)P((ai)) = 0((ai))(L1- - Ln)
= p(e((a))( 1)+, 0((ai))(Ln))
= p(Lh((a:), -, Li((a:))
= LY. L3((ad)),
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ce qu’il fallait prouver.
Ainsi, I’ensemble des identités de A, en tant que noyau du morphisme d’algébre n-aire ¢,
est un idéal de Lid'y.
O

Définition B.1.5. Si I est un idéal de Lib%, on appelle classe des algébres n-aires d’idéal
d’identités I ’ensemble des algébres n-aires A telles que I C I(A).

La proposition B.1.2 entraine la

Remarque B.1.3. La classe des algebres n-aires d’idéal d’identités I, notée Aj est une sous-
catégorie compléte de l’ensemble des algebres n-aires.

Définition B.1.6. Soit I un idéal de Lib%. Soit A une algebre n-aire d’idéal didentités I, Y
un sous-ensemble de A. On dit que ’algébre A est une algébre n-aire d’idéal d’identités I libre
sur'Y si et seulement si, pour toute algebre n-aire B d’idéal d’identités I, pour toute application
f:Y — B, il existe un unique morphisme d’algébres n-aires f : A — B prolongeant f.

Proposition B.1.3. Soit I un idéal de Lib%. Pour tout ensemble Y, il existe une unique
algebre n-aire d’idéal d’identités I libre sur'Y . On la note Liby(I).

Démonstration. La preuve de 'unicité étant classique, nous nous attachons & démontrer 1’exis-
tence d’une telle algéebre.

Introduisons (A, p4), algébre quotient de 'algébre n-aire libre sur Y, (Lib%, p), par I'idéal
J engendré par les éléments du type i((a;)), ot i € I et (a;) € (Liby)™. Alors A est une
algébre n-aire d’idéal d’identités I.

Soit (B,pp) une algeébre n-aire d’idéal d’identités I et f une application de Y dans B. Il
existe alors une unique application f : Libj, — B, morphisme d’algébres n-aires, prolongeant
f.Soit i € I et (a;) € (Lz’bqf})(N). On vérifie alors, en utilisant la propriété B.1.2, que

f@P((ai))) = #P(f((a:)))

puisque B a pour idéal d’identités I. Aussi I’application J?se factorise-t-elle en un morphisme
d’algébres n-aires, encore noté f, de A & valeurs dans B. Cette application prolonge bien
I’application f.

L’unicité d’un tel prolongement provient de l'unicité de ’application

f:Liby — B

prolongeant f.

B.1.4 Exemples

Nous présentons ici des exemples de telles classes pour n = 2 et n = 3, en donnant les
générateurs de leur idéal d’identités. Comme dans ’exemple précédent, si les éléments 2 et 3
sont inversibles dans I’anneau de base, nous pouvons choisir des identités “multilinéaires” .
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Exemples de classes d’algébres binaires

— La classe des algébres commutatives a pour idéal d’identités (L), avec
L =x119 — 271
— La classe des algebres associatives a pour idéal d’identités (L), avec
L = (z129)x3 — x1(2223).
— La classe des algébres alternatives a pour idéal d’identités (L1, Lo), avec
Ly = z1(x2x3) + xo(x123) — (x122) T3 — (221) T3

Lo = x1(2923) + 21 (2372) — (2120) 73 — (2173)T2.

— La classe des algebres de Leibniz a pour idéal d’identités (L), avec
L= (1‘11‘2)1‘3 — (1‘11‘3)1‘2 — $1(l‘2$3).

— La classe des algebres de Lie a pour idéal d’identités (Lq, L), avec

Ly = z121

ou, en linéarisant
Ly = 2129 — 1011

Ly = (:Clxg)mg, + ($2x3)x1 + (SC3$1)$2.
— La classe des algébres de Jordan a pour idéal d’identités (L1, Lo), avec

Ly = z120 — 2221

Ly = (7121)(z172) — 21((7171)72)
ou encore, en linéarisant,
Ly = ((z1m2)x3)rs +  ((waza)x3)21 + ((T4221)23)70
—(z122)(2324) — (T24)(2371) — (T41)(2322).
Exemples de classes d’algébres ternaires

— La classe des systémes triples associatifs a pour idéal d’identités (L1, La), avec
Ly = xy129(x3x475) — 21 (Ta2322) 25

Lo = x129(x32475) — (r12223)T425.

— La classe des systémes triples alternatifs (cf [20]) a pour idéal d’identités (Li, Lo, L3),
avec

Ll = 131552(-T3554935) - 333-T4($1$2$5) - ($1$2$3)x4l‘5 - $3($2x1$4)$5
L2 = xlxg(x3x4x5) + 12 ($5:E45L‘3) — ($1$2x3)$4$5 + (x1x2x5)a:4x3

L3 = (1‘1%2%3)%4%5 + (x3$2x1)$4x5 — $1($41‘3.’L‘2)1‘5 — azg(x4:c1w2)x5.
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— La classe des systémes triples de Lie a pour idéal d’identités (L1, Lo, L3), avec
Ly = x11013 + 271703

Lo = 12023 + 222321 + 32172
L3 = x1z9(x3x42s) — (v12223) 2425 — x3(T12224)T5 — X324(T12075).

— La classe des systémes triples de Jordan (cf [21]) a pour idéal d’identités (L1, L2), avec
L1 = X123 — T3T2X1

L2 = X1T2 (m3x4x5) — .’E3$4(271.I'2.%'5) — (x1$2.%'3)1‘4x5 + 1’3(.%'21‘1%‘4)1‘5.
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B.2 La catégorie des représentations d’une algébre n-aire

B.2.1 Les représentations d’algébres n-aires

Nous présentons ici la notion de représentation d’une algébre n-aire dans un module, repre-
nant celle développée par Eilenberg (et qui correspond a la notion de bireprésentation présentée
dans [27]).

Définition B.2.1. Soit A une algébre n-aire, A une algébre binaire associative et unitaire. Une
représentation R de A dans A est la donnée de n applications multilinéaires R; : A1 — 2.
On désigne par Rep(A,2A) le module des représentations de l’algébre n-aire A dans l’algébre 2.

Une représentation de A dans un module V' est une représentation de A dans [’algébre
associative et unitaire End(V'). On désigne par Rep(A,V) le module des représentations de
lalgébre n-aire A dans le module V.

Exemple B.2.1. Si (A,p) est une algébre n-aire, les applications

Reg?! Al — End(A)
(a1y. ., @iy yan) +—  a;j—plag,...,a,)

définissent une représentation de l’algébre n-aire A dans le module A, appelée représentation
réguliere de A et notée RegP.

Remarque B.2.1. Si A est une algébre n-aire, I’ensemble des représentations de A dans des
modules,

Rep(A) ={R € Rep(A, V)|V € A1},

est une catégorie : un morphisme de R € Rep(A,V) dans R’ € Rep(A, V') est la donnée d’une
application linéaire ¢ : V. — V' telle que pour tout a € A", pour tout i € {1,...,n},

¢ o Ri(a) = Ri(a) o .

B.2.2 Identités multilinéaires d’une représentation

Définition B.2.2. Soit M € M¥%.

On dit que M est un n-mondme d’ordre au plus k si et seulement si il existe Y C X
sous-ensemble de cardinal k tel que M € My:.

On dit que M est un n-mondme d’ordre k si et seulement si c’est un n-mondéme d’ordre k
qui n’est pas un n-mondéme d’ordre k — 1.

Un n-monome M € MYy est dit multilinéaire si et seulement si son ordre est égal a sa
longueur.

Une n-forme abstraite multilinéaire est une combinaison linéaire finie de n-mondmes mul-
tilinéaires de méme ordre, faisant intervenir les mémes indéterminées.

Si X' est une partie de X de cardinal m, on désigne par Lz’b%ﬂ l’ensemble des n-formes
abstraites multilinéaires combinaisons linéaires de n-mondémes multilinéaires d’ordre m appar-
tenant a MY, .

Soit (A,p) une algébre n-aire, 2 une algébre associative et unitaire et R = (R;);e[1,, une
représentation de A dans 2A. A chaque n-forme abstraite L multilinéaire , L € Lz’b}’fn, avec X'
sous-ensemble de X de cardinal m, on associe des applications multilinéaires, notées LlR, pour
i tel que z; € X/, de AN a valeurs dans 2 : on les définit pour les n-mondmes multilinéaires

d’ordre m, par induction sur m.
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Si X’ est un sous-ensemble de cardinal 1 de X, et si M € M;’,l est un n-mondéme d’ordre
1, on définit I'application M pour i tel que {z;} = X’ en posant

ME. AN 9

1
a — 1.

Si X’ est un sous-ensemble de cardinal m > 1 de X et si M € My,™ est un n-mondme
multilinéaire d’ordre m, il existe des sous-ensembles (Xi)ie[l,n] formant une partition de X',
des n-monoémes multilinéaires d’ordre k; M; € M;’Zkl tels que M = (My, ..., M,).

On définit alors les applications MZR en posant, si ¢ est tel que z; € X,

ME. AN 2

—

a +— Ry(MP(a),...,ME(a),..., ME(a)).(Ms)E(a).

)

Définition B.2.3. Soit R une représentation de l’algébre n-aire A dans l’algébre associative et
unitaire . Soit L une n-forme abstraite multilinéaire. On dit que la représentation R annule
L ou que L est une identité de R si et seulement si chacune des applications multilinéaires
associées LZR AN 9 est nulle. Si L = (L1,...,Lg) est une famille finie de n-formes
abstraites multilinéaires, on introduit ’ensemble Repr,(A,2l) des représentations de A dans 2
annulant chacune des n-formes abstraites L;.

Remarque B.2.2. L’ensemble
Repr(A) = {R € Repr(A, End(V))|V € Ai}

des L-représentations de [’algébre n-aire A dans un module est une sous-catégorie compléte
de la catégorie Rep(A). On montre en effet que si 7 : V. — V' est un morphisme de la
représentation R dans la représentation R,

roLf(a) =L (a)or

pour toute n-forme abstraite multilinéaire L d’ordre k.

B.2.3 Exemples

— Une représentation de Leibniz (cf [17]) d’une algébre A dans une algébre associative et
unitaire A est la donnée de deux applications linéaires r,[ de A & valeurs dans 2l vérifiant

r(X.Y)=1Y)r(X)+rX)r®)
r(X.Y)=1Y).r(X)—r(X).U(Y)
I(XY)=1UY).UX)—UX).lY)

— Une représentation de Lie d’une algébre A dans une algébre associative et unitaire 2| est
la donnée de deux applications linéaires r,l de A & valeurs dans 2 vérifiant

r=—I

r(X.Y)=r(X)rY)—r)rX)

Une représentation de Lie de d’une algébre de Lie A dans un module V' est donc la donnée
d’'un homomorphisme d’algébres de Lie r : A — End(V), ot End(V') est muni de sa
structure naturelle d’algébre de Lie.
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— Une représentation de Jordan (cf [12|) d’une algébre A dans une algébre associative et
unitaire 2 est la donnée de deux applications linéaires 7, de A & valeurs dans 2l vérifiant

r(2)r(XY) + r(X)r(YZ)+r(Y)r(ZX)
= r(XY)r(Z)+r(YZ)r(X) +r(ZX)r(Y)

— Une représentation triple de Lie d’un systéme triple (A, <,, >) dans une algébre associa-
tive et unitaire 2 est la donnée de trois applications linéaires r,m,l de A x A a valeurs
dans 2 vérifiant

r(X,Y) = —r(Y, X)
m(X,Y) = —1(X,Y)
r(X,Y) =m(X,Y) —m(Y, X)
r(X,Y).r(U, V) = r(U,V)r(X,Y) = (< X,Y,U >, V) +r(U,< X,Y,V >)
r(X,Y)m(U, V) = m(U,V)r(X,Y) =m(< X,Y,U,> V) +m(U,< X,Y,V >)
m(X, < U,V,Y >) =m(U,Y)m(X,V) = m(V,Y)m(X,U) + r(U,V).m(X,Y)

— Une représentation triple de Jordan (cf [21])d’un systéme triple (4, <,,>) dans une
algébre associative et unitaire 2 est la donnée de trois applications linéaires r,m,l de
A x A a valeurs dans 2l vérifiant

m(X,Y) = m(Y, X)
r(X,Y) =1(Y,X)
r(X,Y)r(U, V)= r(UV)r(X,Y) =r(< X,Y,U > V) —r(U,< Y, X,V >)
r(X,Y)m(U, V) +m(U,V)r(Y,X) =m(< X,Y,U >, V) +m(U,< X,Y,V >)
m(X,< U,V,Y >) = r(Y,V).m(X,U) = m(U,Y).r(V,X) + r({U,V).m(X,Y)
r(< UV, X >Y)=r(X,V)r(UY)—mUX)mY,V)+rUV)rX,Y)
B.2.4 Lien entre I’idéal des identités d’une algébre n-aire et les identités de

sa représentation réguliére

Proposition B.2.1. Soit (A,p) une algébre n-aire, L = (L1,..., L) une famille finie de n-
formes abstraites, chaque L; étant supposée multilinéaire d’ordre k; . Alors (A,p) admet pour
idéal d’identités l'idéal engendré par la famille L si et seulement si la représentation réguliere
de (A,p) annule chacune des n-formes abstraites L;.
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Démonstration. Montrons par induction sur k, que pour tout sous-ensemble X’ de cardinal k
de X, pour tout M € M;L(’,k n-monoéme multilinéaire d’ordre k, pour tout a = (a;) € AN et
tout 4 tel que z; € X',

MP(a) = (MT9");(a)(a;).

Si X’ est un sous-ensemble de cardinal 1, le résultat est clair.

Supposons alors le résultat vrai pour tous les n-monémes multilinéaires d’ordre strictement
inférieur a k. Soit X’ un sous-ensemble de X de cardinal k et M € M;’,k un n-monoéme multi-
linéaire d’ordre k > n. Il existe une partition (Xi)ie[l’n} de X', des n-monoémes multilinéaires
d’ordre k; M; € M;Zkl tels que

M = (My,...,M,).

On obtient alors, si i est tel que z; € X, et pour a = (a;) € AN,

MP(a) = p(M{(a),..., M}(a))

= Regs(M¥(a),...,ME(a),...,ME(a))(MP(a))
= Reg(M{(a),...,M{(a),..., ME(a)) o (MJ);(a)(as)
= (M7)(a)(a;).

Soit alors L une n-forme abstraite multilinéaire d’ordre k. Par ce qui précéde, pour tout
a= (az) € AN7
LP(a) = (L79);(a)(ai),

ce qui prouve que LP est nulle si et seulement si L7¢9" est nulle.

B.2.5 Constructions algébriques de représentations
Somme directe

Lemme B.2.1. Soient (A,pa) et (B,pp) deux algébres n-aires. Alors (A @® B,ps ® pp) est
une algébre n-aire. De plus, si A et B sont des L-algébres, alors A ® B est une L-algébre.

Démonstration. Clairement, p4 @ pp est une application multilinéaire de (A @ B)™ a valeurs
dans A @ B. Aussi (A® B,pa @ pp) est-elle une algébre n-aire.

Si (¢;) est une suite presque nulle d’éléments d’une algébre n-aire C, on note ¢ ((c;))
I'unique prolongement & ’algébre n-aire libre Lib' de I'application

X — C
ﬂfj [ — Cj.
Par unicité du prolongement, on vérifie alors aisément que pour toutes suites presque nulles

(a;) et (b;) d’éléments de A et B, on a

Oaep((ai +b;)) = 04((a;)) ® 0p((b:i)),

ce qui prouve que si A et B sont des L-algébres, alors A ® B en est une.
O

Proposition B.2.2. Soient R4 et R deux représentations des algébres n-aires A et B dans
les algebres associatives et unitaires A et B. Alors RA @ RE est une représentation de lalgebre
n-aire A ® B dans 'algébre associative et unitaire A & B. De plus, si R* et RP sont des
L-représentations, alors la représentation R @ RP est une L-représentation.
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Démonstration. 11 est clair que R4 @ RP est une représentation de I’algébre n-aire A @ B dans
I’algébre associative et unitaire A & ‘B.

On vérifie d’autre part que pour toute n-forme abstraite multilinéaire L, pour toutes suites
presque nulles ((a;)) et ((b;)) d’éléments de A et B, on a

L™ (@) @ LR° (b)) = L7 ((a; + 1y)).

Il suffit de prouver cette égalité pour les n-mondémes multilinéaires. La preuve se méne par

récurrence sur la longueur des monémes, en revenant a la définition des applications MiR.
Finalement, si R* et RP sont des L-représentations, alors la représentation R4 & RE est

une L-représentation. O

Proposition B.2.3. Soient A une algébre n-aire, RV et RV deux représentations linéaires de
lalgébre n-aire A dans les modules V' et W. Alors les applications (R}/@W)Z- définies sur A1
et a valeurs dans End(V & W) par

RY®Y((a))(v +w) = R} ((@))(v) + R} ((a))(w)

définissent une représentation linéaire de l’algébre n-aire A dans le module V@& W . De plus, si
RY et RV sont des L-représentations, alors RVEW est une L-représentation.
Démonstration. 11 est clair que les applications RX@W sont des applications multilinéaires
de A" ! a valeurs dans End(V @ W). Aussi RV®W est-elle une représentation de A dans
End(V & W).

On vérifie de plus aisément que pour toute n-forme abstraite L, pour toute suite presque
nulle (a;) d’éléments de A,

LF™ (@) (v +w) = LE ((a)) (v) + LE" (@) (w),

ce qui prouve que si RV et R sont des L-représentations, alors RV®W est une L-représentation.

O]

Représentation duale

Proposition B.2.4. Soient A une algébre n-aire et R une représentation linéaire de l’algébre
n-aire A dans l’algébre associative et unitaire End(V'). On obtient une représentation R* de
lalgebre n-aire A dans algébre End(V*)°PP (module End(V*) muni du produit opposé défini
par f o°PP g = go f) en posant pour tout i € {1,...,n}, pour tout (a) € A" !,

Ri((a)) = Ri((a))",
ot l'on a noté, sil € End(V),
. vV — V*
p — wol.
De plus, si R est une L-représentation, alors R* est une L-représentation.

Démonstration. 11 est clair que R* est une représentation de A dans End(V*)°PP.
On peut alors montrer que pour toute n-forme abstraite multilinéaire L, pour tout ¢ €

{1,...,n}, pour toute suite presque nulle (a) d’éléments de A,
R* R
Li* ((a)) = (Li*((a)))",
ce qui prouve que si R est une L-représentation, alors R* est une L-représentation. O
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Produit tensoriel de deux représentations

Lemme B.2.2. Soient (A,pa) et (B,pp) deuz algébres n-aires. Alors (A ® B,pas @ pg) est
une algeébre n-aire. De plus, si A et B sont des L-algébres, alors A ® B est une L-algébre.

Démonstration. 11 est clair que py ® pp est une application multilinéaire de (A ® B)™ dans
A® B. Aussi (A® B,pa ® pp) est-elle une algébre n-aire.

Reprenons les notations de la preuve du lemme B.2.1 : si (¢;) est une suite presque nulle
d’éléments d’une algebre n-aire C, on note 0o ((c;)) I'unique prolongement a ’algébre n-aire
libre Lib% de 'application

X — C

(L‘j [ Cj.

Par unicité du prolongement, on vérifie alors aisément que pour toutes suites presque nulles
(a;) et (b;) d’éléments de A et B, on a

Oaep((ai @ b;)) = 04((a;)) ® 0p((b:)),

ce qui prouve que pour toute n-forme abstraite L,

[PA®PB — [PA ® LPB.

On en déduit que si A et B sont des L-algébres, alors A ® B en est une.
O

Proposition B.2.5. Si R4 et RP sont deux représentations des algébres n-aires A et B dans
les algebres A et B, alors R* @ RE définie par

(R*® RP); = R* @ RP

est une représentation de lalgébre n-aire A ® B dans Ualgébre A @ B. De plus, si R et RP
sont des L-représentations, alors R @ RP est une L-représentation.

Démonstration. 11 est clair que R4 @ RP est une représentation de A ® B dans A ® B.
On vérifie de plus aisément que pour toute n-forme abstraite L, pour toutes suites presque
nulles (a;), (b;) d’éléments de A et B,

LR (@ @ b0)) = LI ((a)) © L (1))

ce qui prouve que si si R* et RP sont des L-représentations, alors R*® RP en est une également.

O]
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B.3 Extension d’une algébre n-aire

B.3.1 La catégorie des extensions d’une algébre n-aire

Définition B.3.1. Soient A, V deux algébres n-aires. Une extension de A par V est la donnée
d’une algébre n-aire E admettant V' comme sous-algébre et d’un morphisme d’algébre n-aire
p: B — A tel que la suite

{0} .V —F— A— {0}

soit une suite exacte d’algébres n-aires.
On désigne par Ext(A, V) l’ensemble des extensions de l’algébre n-aire A par l'algébre n-
aire V.

Remarque B.3.1. L’ensemble des extensions de l’algébre n-aire A
Ext(A) ={(E,p) € Ext(A, V)|V € A,}

est une catégorie : un morphisme de (E, ¢) € Ext(A,V) dans (F, ) € Ext(A, W) est la donnée
d’un morphisme d’algébres n-aires 7 : E — F tel que o1 =@ et (V) C W.

Définition B.3.2. Soit (E,pg) une extension de l’algébre n-aire A par l’algébre n-aire V.. On
dit que l’extension est inessentielle si et seulement si le morphisme d’algebres n-aires

p:E— A

admet une section qui soit un morphisme d’algébres n-aires. On dit que l’extension est intégrable
st et seulement si

pe(e1,...,en) =0

dés que deux des éléments e; appartiennent a 'V .

Remarque B.3.2. Si FE est une extension intégrable de A par V', l'algébre n-aire V est une
algebre n-aire triviale (module muni du produit nul).

Remarque B.3.3. Sin = 2 et si V est un espace vectoriel considéré de maniére triviale
comme algébre n-aire, toute extension de A par V est intégrable.

B.3.2 Représentation associée a une extension intégrable

Lemme B.3.1. Etant donnée une extension intégrable ((E,p),¢) de l'algébre n-aire (A,pa)
par le module V', on obtient une représentation RE%) de A dans V en posant, pour tout
ai,...,a, € A et pour toutv eV

REE’@)(G1, ceey C/l\i, ce 7an)(v) = Re.glp(n(al)v cee ’7@7 ) 77(%))(“)

p(n(ar),...,v,...,n(an)),

ot n désigne une section quelconque de ¢ (ien: A — E est une application linéaire vérifiant

pon=1d)
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Démonstration. 1l s’agit de montrer que p(n(ai),...,v,...,n(ay,)) est un élément de V', indé-
pendant du choix de la section 7.
L’application ¢ étant un morphisme d’algebres n-aires, on a

SD(p(n(GJl% sy Uy 77(0%)) = pA(QD(n(al))v s 7‘:0('0)7 SRR 90(77(%)))
= palay,...,0,...,a,)
= 0,

ce qui prouve que p(n(ai),...,v,...,n(ay)) est un élément de V.
Si 7 est une autre section de , alors n—1n est a valeurs dans V. Il existe donc des éléments
v; € V tels que n'(a;) = n(a;) + v;. Ainsi

p(n'(a1),...,v,... .0 (an) = palnlar) +v1,...,0,...,0(an) + v,)
= p(n(ar),...,v,...,n(ay)),

puisque p(eq, ..., e,) s’annule dés que deux des e; appartiennent a V. O

Remarque B.3.4. Soit R une représentation de [’algébre n-aire A dans le module V. L’en-
semble Eth(A, V') des extensions intégrables de A par V induisant la représentation R est non
vide : le module E = A®V muni du produit

n
pE(ar + 1, an + vn) =palar,...,an) + Y Rilar, ..., @, ... an)(v;)
i=1

est une algébre n-aire, extension intégrable et inessentielle de A par V induisant la représen-
tation R. On dit que V est muni d’une structure de A-module si et seulement si le module
A @V est muni d’une structure d’extension inessentielle et intégrable du type de celle décrite
ci-dessus.

Proposition B.3.1. Soit A une algébre n-aire. L’application qui associe & une extension inté-
grable (E, @) la représentation RE®) est un foncteur de la catégorie des extensions intégrables
de A dans la catégorie des représentations de A.

Démonstration. Soient (E,p) € Ext(A,V), (E',¢") € Ext(A, V') deux extensions intégrables
de A. Soit 7 : E — E’ un morphisme d’extensions. Par définition, on a 7(V) C V' et ¢'or = ¢.
Montrons que la restriction de 7 a V fournit un morphisme de la représentation R = RE:®)
dans la représentation R’ = R(E¢"),

Soit 7 une section de . Alors ’ = 7 o 1 est une section de ¢’. D’ou

Ri(ay,...,a5...,an)(T(v)) = pe(n(ar),...,7(0),...,n'(an))
Topr(n(ar),...,v,...,n(ay))
= ToRi(a,...,a;,...,ay)(v),

ce qui montre que la restriction de 7 & V' est un morphisme de représentations.
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B.3.3 Partie facteur d’une extension

Soit (E, ¢) une extension intégrable de l’algébre n-aire A par le module V. On note R la
représentation de A dans V induite par F.

Si 1 est une section linéaire de ¢, on obtient une application multilinéaire de A™ dans V'
en posant

folar, .. an) = pE(n(ar), ..., n(an)) = n(palas,. . ., an)).

Définition B.3.3. On appelle partie facteur de l’extension intégrable (E, ) toute application
multilinéaire f : A" — V telle qu’il existe une section n de @ vérifiant f, = f.

Remarque B.3.5. Si E est une extension inessentielle et intégrable de A par V', alors E
admet Uapplication nulle comme partie facteur.

Lemme B.3.2. Soit f une partie facteur de l’extension intégrable (E, ). Une application
multilinéaire f' : A" — V est une partie facteur de E si et seulement si il existe une application
linéaire h : A — V telle que f — f' = 0%h, on

0fn(a1,. .. an) =Y Ri(ar,...,@,...,an)(h(a;)) — h(pa(as, ..., an)).
=1

Démonstration. Soit 1 la section de ¢ telle que f;, = f. Si 7 est une autre section de g, il
existe une application linéaire h : A — V telle que n — 1’ = h. Alors, pour a = (a;) € A",

fw(@) = pe(n(a) + h(a)) = n(pala)) = h(pa(a))

= pe((a) —npa(@) + Y _pemla).....ha),....n(an)) = h(pa(a))
i=1

= fﬂ(a) + ZRi(ala <o 7d\i? R an)(h(al>) - h<pA(a))
=1
= f(a) + 0%n(a).

On en déduit que si f’ : A — V est une application multilinéaire, les assertions suivantes
sont équivalentes :
lapplication f’ est une partie facteur,
— il existe une section 7" de ¢ telle que f,y = f/,
— il existe une application linéaire h : A — V telle que f1p = f/,
— il existe une application linéaire h : A — V telle que f — f' = 0%h.

O

Notons L(A™, V) l'ensemble des applications multilinéaires de A™ a valeurs dans V. On
munit le module L(A™, V) de la relation d’équivalence suivante : deux applications f, f’ sont
dites R-équivalentes si et seulement si il existe une application linéaire h : A — V telle
que f — f' = 0%h. On note L¥(A™, V) le module quotient de L(A", V) par la relation de
R-équivalence.

Le lemme précédent montre que ’application

Fr: Ext'(A, V) — LE(A™, V)
qui associe a une extension intégrable F la classe de ses parties facteurs est correctement définie.
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B.3.4 Caractérisation des extensions intégrables isomorphes

Lemme B.3.3. Soient R € Rep(A,V), R' € Rep(A, V') et 7: V — V' un morphisme de la
représentation R dans la représentation R'. Alors lapplication

o LEAMV) — LEA" V)
fTR — Tng,

est correctement définie.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si f est R-équivalente & f’, alors 7o f est R'-équivalente
a 7o f’. Il suffit de montrer que si h : A — V est une application linéaire, alors ORI(T oh) =
70 0%h.

Soit donc h : A — V une application linéaire. On a alors
700%h(a) = ZT oR;(at,...,@,...,a,)oh(a) —Toh(pala))
i=1

= Y Ri(ar,...,&,...,an) 070 h(a) — 7o h(pa(a))
=1
= 0% (roh)(a),
ce qu’il fallait montrer. ]

Proposition B.3.2. Soient E € Extf'(A,V) et E' € Ext''(A,V'). Ces extensions sont iso-
morphes si et seulement si il existe un isomorphisme 7 :' V. — V' de la représentation R dans
la représentation R tel que T7(Fgr(E)) = Fr(E').

Démonstration. Supposons les extensions (E, ) et (E’, ¢') isomorphes. Il existe une application
7 : E — E’ isomorphisme d’algebres n-aires telle que 7(V) =V’ et ¢/ o7 = ¢.

Nous savons, par la proposition B.3.1, que la restriction de ’application 7 & V est un
isomorphisme de représentations.

De plus, f est une partie facteur de E relative a la section n si et seulement si 7o f est une
partie facteur de E’ relative a la section 7 o7, ce qui montre que 7(Fg(E)) = Fr/(E’).

Réciproquement, supposons qu'’il existe une application linéaire 7 : V. — V' tel que 7
soit un isomorphisme de la représentation R dans la représentation R’ et tel que 7(Fr(E)) =
Fri(E).

Soit 1 une section de ¢. Puisque 7(Fr(E)) = Fr/(E’), il existe 1’ section de ¢’ telle que
f77/ = TO f’?'

Soit e € E. Il existe un unique couple (a,v) € A x V tel que e = n(a) + v. On définit alors
une application linéaire 7 : F — E’ en posant

7(n(a) +v)) =n'(a) + 7(v").
L’application T ainsi définie est un prolongement de I’application 7 et vérifie
;o ~
Y oT =

Pour prouver que 7 est un isomorphisme d’extensions, il reste & montrer que 7 est un
isomorphisme d’algébres n-aires. L’application 7 est clairement un isomorphisme d’espaces
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vectoriels. On a de plus, si e; = n(a;) +v; et e = (e;) = a + v,
pe(7(e)) = pe(n'(a )+T( )
= pE' +ZR a/l,..., TREEE n)('r(?}z))

= n'opa(a) + fiy(a +ZTOR (@1, vy @y ey an)(v;)
, N
= 7 opA(a)—|—Tofn(a)—|—ZTORi(a1,...,ai,...,an)(vi)

= T(pa(a) + fy(a +ZR (a1, @i, ..., an)(vs)

= 7(pe((a) +v))
= 7(pe(e),

ce qu’il fallait montrer.
O

Corollaire B.3.1. Soit E € Ext®(A, V) et f une partie facteur de E. Alors l’extension E est
isomorphe a lextension A ®V munie du produit

pla+v) =pala) + f(a) + Y Ri(ar,...,a@, ... an)(vs).
=1

Démonstration. La représentation associée a cette extension est R et la partie facteur de cette
extension associée a la section identité est f. Par la proposition précédente, les extensions F
et (A@® V,p) sont donc isomorphes. O

B.3.5 1Idéal des identités d’une extension de A par V'

Soit E' une extension intégrable de ’algébre n-aire (A,p4) par le module V, induisant la
représentation R. Soit f une partie facteur de l'extension E. On sait que F est entiérement
déterminée, & isomorphisme prés, par R et f. On cherche & déterminer les conditions sur R et
f pour que l'extension F annule une n-forme abstraite. Nous devons pour cela introduire la
notion d’identité d’une partie facteur.

On définit pour tout n-monéme M d’ordre k, par induction sur k, une application

FoAN v

Si M est d’ordre 1, on pose M/ = 0.
Si M est d’ordre k > n, il existe des n-monomes M; d’ordre k; tels que M = (My,..., M,).
On pose alors, pour a € AN,

M (a) = f(MPA(a), ..., MPA(a))
+ 3" Ri(MPA(a), ..., MPA(a), ..., MPA(a)) (M (a)).
=1

On associe ainsi par linéarité une application LY : AN — V' a toute n-forme abstraite L.

136



B.3. EXTENSION D’'UNE ALGEBRE N-AIRE

Définition B.3.4. On dit que L est une identité de la partie facteur f si et seulement si
Vapplication associée LT est identiquement nulle.

Proposition B.3.3. Soit (E,p) une extension intégrable de l’algébre n-aire (A,pa) par le
module V. On note R la représentation induite par E, et f une partie facteur de E. Soit L une
n-forme abstraite multilinéaire. Alors L est une identité de l’algébre n-aire E si et seulement
si c’est une identité de l'algébre n-aire A, de la représentation induite R et de la partie facteur

f.

Démonstration. Puisque E est isomorphe & I'extension A @ V' munie du produit

pla+v) =pa(a) + f(a) + > Rilar,..., @, ..., an)(v;),
=1

et que l'ensemble des n-algébres annulant une n-forme abstraite L d’ordre k£ est une sous-
catégorie, il suffit de montrer le résultat pour les extensions déployées. On suppose donc que
E = A®YV est munie du produit décrit ci-dessus.

Montrons alors que pour tout n-monéme M multilinéaire d’ordre k, pour tout a = (a;) €
AN pour tout v = (v;) € VI,

MPE(G+U) :MPA( —i—Mf +Z MR

Si M e My est d’ordre 1, on a

MPA(a) + M (a) + D (MP)i(a)(vi) = a;+v;
=1
= MPE(a+v).

Si X’ est un sous-ensemble de cardinal k > nde X et si M € M;, est d’ordre k, il existe une
partition (X;) de X’ et des n-monodmes multilinéaires M; d’ordre k; tels que M = (M, ..., M,).
On a alors

MPE(a+v) = pe((M"(a+v)))

= pe((M}*(a) + M/ (a +§nj vj)

Q)+ O+
+iji<MfA<a>,..-,Aﬂz),...,MﬁA(a))(sz (a) + '" (MP);(a)(v7))

— Mp:(l )+Mf( )+ B
+221R (MP*(a),..., MPA(a), .., MEA(a)) o (MP);(a)(vy)

= MPA()+ M (a) + i(MR»(a)(vi),

ce qu’il fallait montrer.
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Si L est une n-forme abstraite multilinéaire d’ordre k, on a donc
LPE(a +v) = LPA(a) —i—Lf +Z LR

ce qui prouve que E annule L si et seulement si A, R et f annulent L.

B.3.6 Principe de permanence

Remarque B.3.6. Soit R une représentation de l’algébre n-aire A dans le module V et E =
A @V Dextension intégrable associée & cette représentation munie du produit

pela+v) = +ZR (a1, .y an)(05).

Alors pour tout a = (a;) € A", pour tout v € V,

Reng(al, ey iy ecap)(V) =Ti(a1, Gy ap) (V).
On en déduit la

Proposition B.3.4. (principe de permanence)Soit K une n-forme abstraite d’ordre k, L une
n-forme abstraite d’ordre 1. Soit i € [1,n]. Supposons que pour toute algébre n-aire (A,p)

annulant L,
KRes” — g

)

Alors, pour toute n-algébre A annulant L, pour tout espace vectoriel V, pour toute repré-
sentation R € Repr,(A,V),
KE=o.

Démonstration. Soit A une algébre m-aire annulant L, soit V' un espace vectoriel et R €
Repr(a, V). Introduisons E = A @V extension de A par V munie du produit

pela+v) = —{—Z (A1 Gy ey ap) (V).

Par hypothése, pour tout e € EWN).
Kfes” — o,
En particulier, pour tout a € AN,
E
K9 (a) = 0.
Or
ri(at,...,@,...,ay) = Regi(a1,...,ai,...an)|y.

On en déduit

K@) = K[ (a)

3 K3
E

= K (a)lv

1

= 0.
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B.4 Foncteurs induits par une forme abstraite

Proposition B.4.1. Soit K € Ay, ., une n-forme abstraite d’ordre m en les indéterminées
X1,...,Tm. Par abus de notation, si (A,p) est une algébre n-aire, on désigne encore par KP
lapplication
A™ — A
(a1,...,am) +— KP((a1,...,am,0,...,0,...))

et si R est une représentation de l’algébre n-aire A dan sle module V', on désigne encore par
KZ»R Uapplication

Am—l — End(V)
(a1y... @iy oyam) +—  K&((a1,...,am,0,...,0,...)).

Les applications
FK : .An — .Am
(A,p) — (A KP)
et _
Fg: Rep, — Repn,
R — (K

définissent des foncteurs.
De plus, pour toute algébre n-aire (A, p),

Fi(Reg“™?) = Reg"™((4,p)).
Démonstration. Les applications Fx et ﬁK sont correctement définies :
KP.: A" — A

et
KE:A™ ! — End(V)

sont multilinéaires puisque, par définition, chaque indéterminée z;, i € [1,m], apparait une et
une seule fois dans ’écriture d’un n-monéme d’ordre m.

Soit f : (A,pa) — (B,pp) un morphisme d’algébres n-aires. Il s’agit de montrer que
f: (A KPA) — (B, KPB) est un morphisme d’algébres m-aires, ce qui se démontre sans
difficulté par induction sur m. _

Montrons que 'application Fx est un foncteur. Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébre n-
aires et ¢ : V. — W un morphisme de modules définissant un morphisme de la représentation
R € Rep(A,V) dans la représentation R’ € Rep(B, W ). Il s’agit de montrer que ces applications
définissent un morphisme de la représentation Fi (R) dans la représentation Fi (R'). Or par
la remarque B.2.2, on a pour toute n-forme abstraite multilinéaire L,

Yo Lf(a) =L (a) 0 ¥.
En particulier, pour tout i € {1,...,m}, on a
Yo Kfi(a) = Kf (a) oy,

ce qui prouve que ¥ est un morphisme de la représentation F k(R) = (KZR) dans la représen-
tation Fr(R') = (KF).
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Montrons enfin que pour toute algébre n-aire (A, p),

Soit (A, p) une algébre n-aire. Par la preuve de la proposition B.2.4, pour tout a1, ...,a, €
A,
KP(a) = (K"");(a)(ay),

ce qui prouve le résultat.
O

Corollaire B.4.1. Soit K une n-forme abstraite d’ordre m telle que Fg soit un foncteur de
la catégorie des L-algebres dans celle des L’-algebres. Alors pour toute L-représentation R de
la L-algébre A, Fx(R) est une L'-représentation de la L'-algébre F (A).

Démonstration. Rappelons que une algébre n-aire (A, p) est une L-algébre si et seulement si
RegP est une L-représentation.

Soit alors (A,p) une L-algébre. Puisque Fi(A) est une L'-algebre, Reg?s(4P) est une L'-
représentation. Or B

RegPx(Ap) — Fi (RegP).
D’ou -
L/FK(Regp) — O7

et ce quelle que soit la L-algébre (A, p). Par le principe de permanence, pour toute L-algébre
A, pour toute L-représentation R de A dans une algébre unitaire, on a

L,ﬁK(R) — 0,

ce qui prouve que F x(R) est une L’'-représentation.

Exemple B.4.1. — Considérons la 2-forme d’ordre 2
K = 2129 — x977.

L’application Fy définit un foncteur de la catégorie des algébres associatives dans celle
des algébres de Lie.
— Considérons la 2-forme d’ordre 2

K = x129 + 2071.

L’application Fr définit un foncteur de la catégorie des algeébres associatives dans celle
des algebres de Jordan.
— Considérons la 2-forme d’ordre 3

K = (.2611'2).%3.

L’application F est un foncteur de la catégorie des algébres de Lie dans celle des systémes
triples de Lie.

On en déduit le résultat suivant : st R est une représentation de Lie de l’algébre de Lie
(A,[,]) dans Ualgebre unitaire A, alors on définit une représentation triple de Lie R’ du
systéme triple de Lie associé a (A,[,]) dans A en posant

iy, 2) = r1(2).11(y),
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rh(z, 2) = r1(2).12(y),
ri(z,y) = r2([z,y]).
— Considérons la 2-forme d’ordre 3
K = 1'1(11}21'3) — 1'2(11}11'3) + (1‘11’2).%‘3.

L’application Fg est un foncteur de la catégorie des algébres de Jordan dans celle des
systemes triples de Jordan : on en déduit que si R est une représentation de Jordan
de lalgeébre de Jordan (A,.), alors on définit une représentation triple de Jordan R’ du
systéme triple de Jordan associé a (A,.) en posant

1y, 2) = r1(y.2) — ra(y)-r1(2) + r1(2) 11(y),
rh(x,2) = ro(x).r1(2) — ri(z.2) + r1(2).r2(2),
ri(x,y) = ra(x).r2(y) — r2(y).ra(@) + ra(2.y).
— Considérons la 3-forme d’ordre 3
K = xox1x3 — T17973.

L’application Fi est un foncteur de la catégorie des systémes triples de Jordan dans celle
des systémes triples de Lie : si (A,{,,}) est un systéme triple de Jordan, on obtient un
systéme triple de Lie (A,],,]) en posant

[xv% z] = {yvxa Z} - {x7y7 Z}'

Par ce qui précéde, on en déduit que si R est une représentation triple de Jordan du
systéeme triple de Jordan (A,{,,}), alors on définit une représentation triple de Lie R’
du systéme triple de Lie associé a (A,{,,}) en posant

Remarque B.4.1. En composant les deux derniers exemples cités, en obtient un foncteur de
la catégorie des algébres de Jordan dans celle des systémes triples de Lie, induit par la 2-forme
abstraite d’ordre 3,

K= (1'2.%'3)1'1 — 332(.%'3231).

Soit (A, %) une algébre de Jordan. Le crochet triple [,,] défini par

[x,y,z] = (yxz)xx —y* (2 %x)

munit [’espace vectoriel A d’une structure de systéme triple de Lie. Si R est une représentation
de Jordan de lalgébre de Jordan (A, %), on obtient une représentation triple de Lie R' du
systéme triple de Lie (A,[,,]) en posant

Tll(ya Z) = TQ(]J* Z) - 7”2(]./)-?"2(2),

ra(w, 2) = ri(x).r1(z) — ra(y)r2(2),

r3(z,y) = ri(x).ra(y) — ra(y).ri(z).
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Proposition B.4.2. Soit (A, *) une algébre de Jordan. Toute représentation R de (A,x) dans
une algebre associative A est un morphisme des systemes triples de Lie associés a l'algébre de
Jordan (A,x) et a l'algébre associative A (ce qui signifie que les applications r1 et ro sont des
morphismes de systémes triples).

Démonstration. Par définition, lalgébre (A, %) annule la 2-forme abstraite

L = ((ziz2)zs)rs + ((zoza)xs)zr + ((wazr)x3)we

—(z122)(2324) — (T224)(T321) — (T471)(T372),

ce qui montre que I'application [a, b, .] est une dérivation de I'algébre (A, *).
Or, pour toute dérivation f de (A,*),

regi(f(a)) = [f, regi(a)].

D’ou, en notant [,,] le systéme triple de Lie associé a (A, %),

regi([a,b,d) = regi(regy’(a,b)(c))
;

= [regi[;’](a, b),regi(c)].

regil(a,b) = [regi(a),regs(b)]
[regi (b), regi (a)]

puisque reg; = regs.
Ainsi
regi(la, b, c]) = [[regi(a), regy (b)], regi(c)];
ce qui prouve que regj est un morphisme de systémes triples de Lie.

Par le principe de permanence, toute représentation de Jordan d’un algébre de Jordan dans
une algébre associative est un morphisme de systémes triples de Lie associés.

O]
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B.5 Principe de dualité

Lemme B.5.1. Soit R une représentation de Lie d’une algébre de Lie (A,],]) dans un module
V. Alors R? := —R est une représentation de Lie de l’algébre de Lie (A,[,]) dans le module
V.

Démonstration. On vérifie directement, par les deux identités définissant une représentation de
Lie, que R°P est une représentation de Lie pour la structure de EndV°P. En effet, on a, puisque
R vérifie ces deux identités,

ro? = [P
et
rP(X,Y]) = —r([X,Y])
= (Y, X])
= r(Y)or(X)—rX)or(y)
= PX) O FP(Y) = 1Y) o 1 (X),
ce qu’il fallait montrer. O

Corollaire B.5.1. Soit x une identité en f, fonction d’une variable. Supposons que pour toute
algébre de Lie A, lidentité x soit vérifiée pour la fonction regy de la représentation réguliére
de A. Alors, pour toute représentation de Lie R de A dans une algébre unitaire, l’identité x est
vérifiée en 1 et lidentité x°P obtenue en renversant l'ordre des facteurs (ie en effectuant les
produits dans 2A°P ) est vérifiée en —ry.

Proposition B.5.1. Soit R une représentation triple de Lie du systéme triple de Lie (A,][,,])
dans une algébre unitaire 2A. On obtient une représentation triple de Lie R°P du systéme triple
de Lie (A,[,,]) dans l’algébre opposée AP en posant

¥ (z,y) = ri¥(y, ).

Démonstration. On peut vérifier directement par les identités définissant une représentation
triple de Lie que si R est une représentation triple de Lie du systéme triple de Lie (A, [,,]) dans
une algébre unitaire 2, alors R°P est une représentation triple de Lie du systéme triple de Lie
(A,[,,]) dans l'algébre opposée A°P.

Une autre maniére de le comprendre est d’utiliser le principe de dualité obtenu pour les
représentations de Lie d’une algébre de Lie.

Soit (B, [,,]) un systéme triple de Lie. Il existe une algebre de Lie (4, [,]) telle que le systéme
triple de Lie de B soit la restriction a B du systéme triple de Lie (A, [[,],]), image de I’algébre
de Lie (A, [,]) par le foncteur Fx avec

K= (1'11'2)1'3.

La représentation réguliére Reg(STL) du systéme triple (A, [[,],]) est alors I'image par Fy de
la représentation réguliere Reg(AL) de 'algeébre de Lie (A, [,]).

Or, par ce qui précéde, R := —Reg(AL) est une représentation de Lie de I'algébre de Lie
(A,[,]) dans Palgebre opposée End(A)%. Ainsi, R’ := F(R) est une représentation triple de
Lie du systéme triple de Lie (4,[,,]).
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On obtient

(Y, Z) = ri(Z).%Pr(Y)
= regi(Y).regi(2)
= regi(Z,Y),

(X, Z) = r1(Z).Pry(X)
= rega(X).reg1(Z2)
= reg:(Z,X),

ry(X,Y) = r([X,Y])
= —rega([X,Y])
= regy([Y, X])
= regs(Y, X).

Ainsi, pour tout systéme triple de Lie A, on obtient une représentation triple de Lie Reg®
de A dans l’algébre opposée End(A)° en posant

regfp(X,Y) =reg;(Y, X).

Par le principe de permanence, ce résultat est vrai pour n’importe quelle représentation triple
de Lie d’un systéme triple de Lie dans une algébre unitaire 2.
O

On obtient alors un principe de dualité, semblable & celui énoncé par O. Loos pour les
paires de Jordan dans [22] :

Corollaire B.5.2. Soit x une identité en f1, fo, f3, trois fonctions de deux variables. Supposons
que pour tout systéme triple de Lie A, l'identité x soit vérifiée pour les fonctions regy, regs, regs
de la représentation réquliere de A. Alors, pour toute représentation triple de Lie R de A dans
une algebre unitaire, l'identité x est vérifice en ri,712,73 et l'identité x°P obtenue en renversant
Uordre des facteurs (ie en effectuant les produits dans A°P) est vérifice en ri¥, ry’, r5¥, ou

rP(x,y) = ri(y, x).

Par exemple, si on reprend les cinq identités définissant initialement un systéme triple de
Lie au sens de N.Jacobson (cf [12]), on montre que les deux derniéres sont une conséquence du
principe de dualité énoncé ci-dessus.
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Cette thése explicite dans un premier temps la construction d’un groupe polynomial associé a une
algébre de Lie sur un anneau. Dans le cas ou cette algébre est intégrable, ce groupe polynomial est
donné par le n-jet du groupe de Lie associé. Cette construction passe aux systémes triples de Lie et il
est alors possible d’associer a tout systéme triple de Lie un espace symétrique polynomial. La deuxiéme
partie de cette thése est consacrée a I'interprétation géométrique de la notion de représentation linéaire
de systéme triple de Lie, dans le sens du concept de module dégagé par S. Eilenberg [10]. On montre
que l'objet géométrique naturellement associé & une représentation du systéme triple de Lie d’un espace
symétrique est un fibré vectoriel muni d’une structure d’espace symétrique compatible avec celle de la
base. De tels objets sont appelés fibrés symétriques. Une correspondance analogue entre représentations
de systéme triple de Lie et fibrés symétriques polynomiaux est également explicitée dans le cas général.

In a first part, we describe a method for associating to a Lie algebra over a ring a polynomial group.
In the case where this Lie algebra comes from a Lie group, the polynomial group corresponds to the
n-jet of the Lie group. Then we extend this construction to the case of Lie triple systems and associate
to each Lie triple system over a ring a polynomial symmetric space. The second part of this thesis is
devoted to the study of a geometric interpretation of the notion of Lie triple system representation,
in the sense of the module concept, introduced by S. Eilenberg [10]. We establish that the geometric
object naturally associated to a representation of a Lie triple system coming from a symmetric space
is a vector bundle over this symmetric space, carrying a symmetric space structure, compatible with
the one of the base. Such an object is called a symmetric bundle. A similar correspondence between
Lie triple system representations and polynomial symmetric bundles is also pointed out in the general
case.
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