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UE 3 U 11 : Abrégé de cours

Analyse 3 : fonctions analytiques

Les notes suivantes, disponibles & ’adresse http://www.iecn.u-nancy.fr/ bertram/,
contiennent les définitions et les résultats principaux du cours. Elles ne remplacent ni un
polycopié complet, ni le cours lui-méme.

Chapitre 1 : “Fonctions analytiques” - introduction

Les fonctions dites “analytiques” sont des fonctions qui ont des propriétés encore meilleures
que celles des fonctions différentiables. Rappelons que les fonctions différentiables admet-
tent une approximation, en un point xy donné, par une fonction polynomiale : c’est la
fameuse formule de Taylor

Flao 1) = Flao) + Fmlh+ 3 Fo)l? 4 FO(ao)h 4 Ruro, h).

Le point essentiel du théoréme de Taylor est de fournir un bon controle du “terme de
reste” Ry(xq, h) (que 'on peut écrire sous forme d’une intégrale, ou sous d’autres formes).
En calcul différentiel, on s’intéresse principalement au comportement de ce terme quand
h tend vers 0: sa contribution (pour k fixé) est négligeable envers les autres termes qui
sont polynomiaux en h, ainsi f est approchée, au voisinage de x(, par le polyndéme

1 .
p(h) = ag + arh + ash® + ... + ah¥,  avec a; = ,—‘f(z)(:po) :
il

Une autre question importante concerne le comportement du terme de reste quand k tend

vers linfini (et h et o restent fixés): est-ce que la partie polynomiale approche f de

mieux en mieux quand k tend vers I'infini? Autrement dit, est-ce que klim Ry(xo,h) =07
—00

On verra que, pour les “bonnes” fonctions (les fonctions analytiques), cela sera le cas.
Mais en général, la réponse est “non”, comme le montre le contre-exemple suivant :

1.1. Exemple. La fonction

x sixz>0
JR—=R, f(”“")::{o siz<0

est de classe CY (= continue), mais non de classe C*. La fonction

22 six>0

f:R—R, f(x)::{o siz<0

est de classe C'', mais non de classe C?, etc. Exercice (TD) : la fonction

1 .
Tzosiz >0
0 six<0

fR—=R, f(x) ::{6


http://www.iecn.u-nancy.fr/~bertram/

est de classe C'™°, mais sa “série de Taylor” a I’origine est identitiquement nulle : on montre
que f*)(0) = 0 pour tout k, ainsi la partie polynomiale est toujours nulle, et le terme
reste Ry (0, h) ne converge pas vers 0 pour k — oo quand h > 0.

Pour décrire les “bonnes” fonctions, commencgons par une simple reformulation :

1.2. Lemme. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. Alors la propriété
(1) suivante implique (2) :

(1) f est de classe C™, et, pour tout xy € I et pour tout h dans un voisinage de 0, on a

lim Ry(xg,h) =0 ;

k—o0

(2) pour tout xo € I, il existe des coefficients ag,ay,... tels que, pour tout h dans un

voisinage de 0,
k

flzo+h) = ]}1_{210(2 a;h’).
=0

Nous montrerons plus tard dans le cours que la propriété (2) implique aussi la propriété
(1) (le travail le plus important consiste & montrer déja que (2) implique que f est de
classe C°). Ceci justifiera les définitions suivantes :

1.3. Définition. Une série entiére convergente est la donnée d’une suite ag, aq, ... telle
que, pour tout z dans un voisinage de 0, la limite suivante existe

[e%) k

E a;x’ ;= lim E a;x’ .
k—oo

j=0 J=0

Une fonction f : I — R est dite analytique si, pour tout zy € I, il existe une série entiére
convergente telle que, au voisinage de x,

flz) = Zaj(ﬂf — ).

Un avantage de ces définitions est qu’elles ont un sens tout aussi bien pour les
nombres complexes que réels : on peut traiter les fonctions réelles analytiques et
complexes analytiques en méme temps. Un objectif principal du cours sera I’étude des
séries entiéres et des fonctions analytiques. On montrera que pratiquement toutes les
fonctions dites “élémentaires” sont en effet analytiques, ce qui permettra de les définir et
d’étudier de fagon rigoureuse, non seulement sur les domaines réelles, mais aussi sur des
domaines complexes.

1.4.Exemple. Supposons qu’il existe une fonction analytique telle que f' = f et f(0) = 1.
Alors, par récurrence, on a f*) = f pour tout k, et donc les coefficients de Taylor de f
au point xg = 1 sont ap = % f (k)(O) = L et ainsi f est donnée par la série entiére

=
=1
fla) =3 5.
=0

Nous allons montrer que cette formule définit en effet une fonction analytique, la
fonction exponentielle — c’est la fonction la plus importante en mathématiques. De facon




similaire on étudiera d’autres fonctions élémentaires. Voici une liste de telles fonctions et
de leurs séries entiéres :

exp(x) = lej

=
sin(z) — g%ﬁm
cos(z) = g ((;;))!jxw
sh(z) = gmxzjﬂ
ch(z) = Jf% (22)!;5%
log(1+2) = ig‘ﬁlx P SN
(1+2)* = g(j‘) J on (fj) _ a(a_l)"]"!(a—j—i-l)

Pour toutes ces formules, il faut bien vérifier pour quels = € R, resp. pour quels xz € C,
elles sont valables.

Afin de définir des fonctions analytiques un peu moins élémentaires, nous aurons besoin
d’intégrales généralisées (qui portent sur des intervalles quelconques), comme par exemple

I'(z) ::/ e tdt
0

qui définit I'importante fonction Gamma.

Un autre point de vue sur les fonctions analytiques consiste a remplacer les “mondmes”
fo(z) = 2™, qui apparaissent dans le développement ) a,z", par d’autres fonctions
fn, par exemple par d’autres polynémes, ou par des fonctions trigonométriques comme
fn(z) = sin(nx). Ce dernier choix est particuliérement adapté aus fonctions périodiques,
et il méne a la notion de séries de Fourier que nous allons étudier a la fin du cours.

Chapitre 2 : Séries numériques — notions de base

2.1. Deéfinition. Une série numérique (réelle ou complexe), de terme général u,,, (ou
u, € K, avec K =R, resp. K = C) est une suite (S, )nen, de la forme

n
k=0

Le terme S,, est la n-iéme somme partielle. On dit que la série est convergente si la suite
(S,) converge au sens usuel vers une limite S, et dans ce cas on écrit

n—oo

Zuk = lim S, = S.
k=0



Si la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge. (Attention : par abus de notation, on
écrit souvent “la série Y ;_, ux” pour désigner la suite (S, ),en des sommes partielles, sans
vouloir affirmer qu’elle converge.)

2.2. Exemple : la série géométrique. Soit h € C et u, = h™. On sait qu’alors

1 — hn—H
S,=1+h+.. . +h"= —
+h+.+ -

et cette suite converge ssi |h| < 1, et dans ce cas sa limite est -  h* = lim S, = .

2.3. Ezemple : la série harmonique. Soit ug = 0, u, = % Alors la série ) u, diverge.
En effet, les sommes

U IS SR R U L
23456 789 16

~~

~
>2/4 >4/8 >8/16

ne sont pas bornées, donc ne définissent pas une suite convergente. Exercice : calculer le
tableau de valeurs (n,S,,), avant de regarder http://fr.wikipedia.org/wiki/Serie_
harmonique.

2.4. Exemple : la série harmonique alternée. Soit ug = 0, u,, = (—1)”“%. On voit facile-

ment : les suites (S2,)nen €t (Sont1)nen sont monotones (croissante, resp. décroissante) et
adjacentes, donc la série ) |, converge. (Nous verrons plus tard : la limite vaut log(2).)

2.5. FExemple : les sommes télescopiques. Soit b, une suite quelconque et ug := by et
Uy := b, — b,_1 sin>1. Alors

Sp = by + (b1 —bo) + (ba — by) + ... + (by — bu_1) = by,

et ainsi la suite b, converge ssi la série ), wj converge. L’astuce consiste souvent a
mettre une série sous cette forme (exemple : u,, = ﬁ) Plus généralement, on voit ainsi
que toute suite numérique peut étre vue comme une série, et réciproquement : il s’agit
au fond du méme objet. Ainsi, les preuves des résultats suivants sont simplement des

ré-interprétations de resultats connus pour les suites :

2.6. Théoréme (Critére de Cauchy pour les séries). Une série (réelle ou complexe)
> u, converge si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout

m>n>N,
m
|Zuk‘ < E.
k=n

Remarque. Le critéere de Cauchy est intimément lié a une propriété fondamentale des
nombres réels, la complétude. Si ce lien n’a pas été discuté en cours de L1, voir des
suppléments fournis separément dans ce cours et lors des TD. Voici quelques liens internet
(un peu encyclopédiques, mais qui illustrent bien I'importance du sujet) :
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_reel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_de_Cauchy

Remarquons aussi que, si la série converge, pour m = n, il s’ensuit que |u,| < &, ainsi
u, converge nécessairement vers 0. L’exemple de la série harmonique montre que la
réciproque est fausse : % converge vers 0, mais y % diverge.
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2.7. Théoréme (Somme et multiples). La somme Y (u, + v,) de deux séries
convergentes Y u, ety v, est convergente, et un multiple scalaire ) cu, avec c € K
d’une série convergente est convergente. Pour les limites on a alors

o oo o o o
E (ug +vg) = g ug + E Vg, E cup = ¢ E U,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Ainsi V i= {(up)nen | Y, un converge} est un espace vectoriel sur R, resp. sur C.

2.8. Théoréme (Monotonie) Soit u,, > 0 pour tout n. Alors la série Y wu, converge
si, et seulement si, la suite des sommes partielles S, = >, _, u, est bornée.

2.9. Définition. Une série réelle ou complexe ) u, est dite absolument convergente si
la série des valeurs absolues >~ |u,| converge.

Ezemple. La série harmonique alternée converge, mais elle ne converge pas absolument.

2.10. Théoréme (Convergence absolue). Toute série absolument convergente est
convergente, et de plus on a | > 0" un| < 3007 fun|.

2.11. Théoréme (Comparaison de séries). Soit ¢, > 0 une suite telle que Y~ c,
converge. Si (up)nen est une suite réelle ou complexe telle que |u,| < ¢, pour (presque)
tout n € N, alors Y, converge absolument.

Remarque. Le mot “presque” veut dire ici : “4 un nombre fini d’exceptions prés” (on
peut toujours modifier, rajouter ou enlever un nombre fini de termes dans une série sans
changer la nature — convergente ou non — de cette série !).

2.12. Théoréme (“Reégle de Cauchy”). Soit (u,),en une suite réelle ou compleze.
S’il existe ¢ € R avec 0 < g <1 et C > 0 tels que |u,| < Cq"™ pour (presque) tout n € N,
alors la série ) u, converge absolument.

2.13. Théoréme (“Régle de D’Alembert”). Soit (u,)nen une suite réelle ou compleze.
S’il existe ¢ € R avec 0 < q < 1 tel que |upi1| < qlu,| pour (presque) tout n € N, alors la
série Y u, converge absolument.

2.14. Exemple. Soit u, = %. Alors % = (nfl)! = =7 < ¢ = 1/2 pour tout n > 2,
donc la série ) % converge absolument. Calculer les sommes partielles Sy,55,.55,... a

I’'aide d’une calculatrice !

Dans cette premiére partie du cours, nous étudions principalement des séries absolument
convergentes. Pour établir la convergence absolue, les théorémes 2.11, 2.12 et 2.13 suffisent
le plus souvent. Il existent d’autres versions plus élaborées de ces théorémes, mais il n’est
pas utile de les formuler ici toutes. Pour établir la divergence d’une série, il suffit souvent
(mais pas toujours !) de montrer que le terme général u,, ne converge pas vers 0 (cf. 2.6).
Un critére utile est la comparaison série-intégrale (cf. TD), ainsi que le suivant :

2.15. Théoréme (Equivalence). Soient ) wu, et > v, deuz séries réelles, et soit v,

non-nulle et de signe constant. Si u, ~ v, quand n — oo (i.e., lim, = 1), alors les
n

deuz séries Yy, wu, ety v, sont de méme nature.

| 1
Exemple : v, = > et u, = ;5.



Chapitre 3 : La fonction exponentielle

Le lecteur oubliera temporairement ses connaissances éventuelles sur la fonction exponen-
tielle : motivé par I’exemple 1.4, nous allons la (re-)définir et étudier de fagon rigoureuse.

3.1. Théoréme (La série exponentielle). Pour tout x € R et tout x € C, la série

>0 o x™ converge absolument. Sa limite est notée exp(x) ou e”.
Remarque. A la page http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_exponentielle on
trouve une illustration montrant comment les sommes partielles Sy, ..., Sg approchent e*.

Erercice. Montrer que, pour tout x € C, e* = lim (1 + 2)".

n—oo

3.2. Théoréme (Equation fonctionelle). Pour tout z,w € C,

3.3. Corollaire (Homomorphisme de groupes). Pour tout z € C, e*-e™* =1, ainsi
e® # 0. Les applications suivantes sont donc bien définies:

expe: C—-Cx, z+— €7
expg: R — R, ts e

et ce sont des homomorphismes de groupes (de (K, +) vers (K*,-), ot K=R ou C).

Le théoréme 3.2 est le résultat clé de ce chapitre. Pour le prouver, il faut multiplier les
deux séries Y., Lz" et Y. Lw", puis comparer le résultat avec > L (z + w)". Cette
comparaison repose sur des propriétés générales des séries absolument convergentes que
nous allons traiter plus en détail dans le chapitre suivant.

3.4. Théoréme (Positivité de I’exponentielle). Pour toutt € R et z € C, on a
exp(t) > 0, expz = exp(z) .
3.5. Théoréme (Dérivée de ’exponentielle réelle).
(a) La fonction expg : R — R* est continue.
(b) La fonction expg : R — R* est différentiable, et exp’ = exp.
(c) La fonction expg : R — R* est de classe C et exp® = exp.

La preuve repose de fagon essentielle sur 1’équation fonctionelle, et elle donne une excel-
lente occasion de revoir les définitions d’une fonction continue et d’une fonction différen-
tiable. De plus, les mémes arguments montrent:

3.6. Théoréme (Dérivée de ’exponentielle complexe).
(a) La fonction expe : C — C* est continue.

(b) La fonction f := expc : C — C* est C-différentiable (on dit aussi : holomorphe) au
sens suivant : pour tout z € C, la limite

P WG

Cow—0,w#0 w

eziste, et avec cette définition, on a (expe)'(2) = expe(2).
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3.7. Corollaire. La fonction expg : R — R est monotone et bijective.
Attention : on verra plus tard que expy : C — C* est surjective, mais non injective.

3.8. Théoréme (Solution d’équation différentielle). Soient a,c € R. Alors il existe
une unique fonction différentiable f : R — R telle que f' = af et f(0) = ¢, a savoir
f(z) = ce™.

L’exponentielle matricielle. L’exponentielle réelle ou complexe admet plusieurs générali-
sations importantes, souvent liées a des équations différentielles “ordinaires”.

3.9. Théoréme (Exponentielle d’une matrice). Soit A € M (m,m;R) une matrice
carrée. Alors chaque coefficient (S,);; de la suite de matrices

1
Spi=) A"
k=0

L. L. L. k .
est une série absolument convergente, et ainsi la limite e = o %, dite
exponentielle matricielle, existe dans M(m,m;R).

Pour comprendre ’exponentielle matricielle, il est indispensable de calculer e pour
quelques examples de matrices (par exemple, diagonales, triangulaires, etc. — cf. TD).

3.10. Théoréme (Equation fonctionnelle). Si AB = BA (i.e., A et B commutent),
alors eATB = et . eB. En particulier, e? - e~ = 1,, (matrice unité), et ainsi la matrice
et est inversible avec matrice inverse e=2. L’application exp : M (m,m;R) — GL(m,R),

A e? est donc bien définie.

La condition AB = BA permet d’écrire (A + B)(A+ B) = A*+ AB + BA+ B? =
A? +2AB + B2, et de prouver par récurrence que la formule du binéme de Newton reste
valable pour (A + B)*. En utilisant ceci, la preuve de 3.10 est la méme que celle pour
I’exponentielle classique.

Chapitre 4 : Séries absolument convergentes

Une propriété fondamentale des sommes usuelles est la commutativité de 1'addition :
a+b = b+a. On pourrait alors penser que la somme (i.e., la limite) d’une série convergente
reste inchangée quand on modifie I'ordre de sommation des termes. C’est un fait suprenant
de constater qu’il n’en est rien :

4.1. Théoréme de réarrangement de Riemann. Soit ) u, une série réelle
semi-convergente (i.e., convergente, mais pas absolument convergente), et soit s € R.
Alors il existe un réarrangement de la série qui converge vers s, i.e. : il existe une
bijection 0 : N — N (une permutation de N) telle que Y~ uqn) converge vers s.

4.2. Théoréme (Permutation d’indices). Soit >, u, une série (réelle ou compleze)
absolument convergente, et soit o : N — N une permutation. Alors la série Y " Uo(n)
est, elle aussi, absolument convergente, et les deux limites coincident.

4.3. Remarque. Mis ensemble, les deux théorémes affirment que, une série réelle est
absolument convergente, si et seulement si, tout réarrangement de la série converge vers
la méme limite. Cela reste vrai pour des séries complexes : en effet, comme

|| < [ Rup| + (S, [Run| < Junl|,  [Sua| < un,
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une série complexe ) u, est absolument convergente ssi les séries réelles > R(u,) et
>, S(uy) sont absolument convergentes.

4.4. Définition ou rappel. Un ensemble I est dit dénombrable si “on peut numéroter
ses éléments” i.e., 8'il existe une bijection ¢ : N — [ (dit un dénombrement). Si ¢’ : N — [
est un autre dénombrement, alors o := ¢! 0@’ est une permutation de N. Ainsi, si (u;)ier
est une famille de nombres réels ou complexes indexée par I, la série ) ° ug(;) converge
absolument si, et seulement si, c’est le cas de > ° ugy(;). Nous écrivons alors Y
pour sa limite, et nous dirons que la série Y ., u; converge absolument.

zGI
iel

4.5. Exercice ou rappel. L’ensemble N x N (I’ensemble des points a coordonnées entiéres
non-négatives dans le plan) est dénombrable. Un dénombrement peut étre représenté
graphiquement, en numérotant les points de N x N dans le plan : par exemple, on peut
numéroter ces points “de fagon rectangulaire”, ou “de fagon triangulaire” (en regroupant
les indices (m, n) selon les diagonales m+n = k avec k = 0,1,2,3,...). Exercice : montrer
que l'application réciproque de ce dernier dénombrement est donnée par la formule

(n—l—m)(n—l—m—l—l).

UV:NxN—->N, (n,m)—n+ 5

Exercice : montrer aussi que N* et Z sont dénombrables. Remarque : Q est dénombrable,
mais on sait que R n’est pas dénombrable (“procédé diagonal de Cantor”).

4.6. Théoréme de Fubini pour les séries doubles. Soit (U m)nm)enxn une famille
de nombres réelles ou complexes (dite une suite double). Alors sont équivalentes :

(1) La série double > Un,m converge absolument vers une limite L;

(m,n)eENxN

(2) pour tout n € N fizé, la série Y °_,|unm| converge vers une limite notée A,, et

P o0 . . [e.9] o0
la série Y >~ A, converge (alors les limites an = Y >~ _(Upm €t S == > an
existent);

(3) pour tout m € N fizé, la série Y " |unm| converge vers une limite notée B,,, et
la série Y~ By, converge (alors les limites by, = Y " (Upm €t S = > by
existent).

Si ces propriétés sont vérifiées, alors les trois limites coincident : L =S = 5', i.e

Z Up,m = Z(Z unm) = Z(Z un,m) .

(m,n)eNxN n=0 m=0 m=0 n=0

Ce résultat est & voir en analogie avec l'important théoréme de Fubini en théorie
d’intégration, qui dit que (sous une hypothése de convergence)

//fabdadb—//fabdb //f(a,b)da)db

AxB

En effet, dans le cours théorie de la mesure (L3) on verra que ces deux résultats sont des
cas particuliers d’'un méme théoréme général. Attention : en général, il faut étre prudent
en effectuant une opération qui consiste a intervertir deux limites | Par exemple, pour
une série double qui ne vérifie pas (1), comme par exemple celle de terme général u,, ,, = 0




. o 1 . . . .
pour n = m et Uy, = ——3 si n # m, les limites dans (2) et (3) peuvent exister sans
étre égales (ou encore, l'une existe, mais non l'autre).

4.7. Théoréme (Produit de séries absolument convergentes). Soient > wu, et
>, Un deuz séries absolument convergentes, et posons wy, 1= Y ,_o UUp_k. Alors la série
Yoo g wy, converge absolument, et sa limite est

an: (Zun)(zvn)

Pour la preuve, il suffit d’appliquer le théoréme de Fubini & la suite double w, ,, =
Uy * U, en utilisant le dénombrement “triangulaire” décrit en 4.5. Finalement, dans le
cas particulier u, = 5, v, = 2, ce théoréme ensemble avec la formule du binéme pour
(x + )™ nous donne I’équation fonctionnelle ¥ = e®eV.

Chapitre 5 : Les fonctions hyperboliques et trigonométriques

A. Fonctions hyperboliques. Heuristique. Ces fonctions sont des solutions de ’équation
différentielle f” = f. Si on pose g := f’, la condition f” = f est équivalente aux deux
conditions

fr= g}

g=r
5.1. Théoréme (Solution de f” = f). Soient a,b € R. Alors il eziste une unique
fonction f: R — R de classe C? telle que f" = f et f(0) =a, f'(0) =b, a savoir

a+b , a—0b _

flz) = 5 e’ + 5 e .

Preuve. Unicité : étant donnée f, poser ¢ := f+ f et v = f — f'. Alors ¢/ = f' + " =
f'+f=9¢, ¢6(0) =a+b, ety = =1, ¥(0) = a —b. Le théoréme 3.8 implique que
o(z) = (a+b)e” et P(z) = (a — b)e™™, ce qui donne f comme dans 'énoncé. Existence :
vérification immédiate !

5.2. Définition. Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont définies
par

et —e " et 4+ e "

sh:C — C, sh(z) := _T’ ch:C — C, ch(x) :=

5.3. Théoréme. Les fonctions sh et ch sont données par les séries

Sh(fE) = Z m:I;.2]+1’ Ch(l’) — Z ( : .$2J
j=0 Jj=0

qui convergent absolument pour tout x € C, elles sont C-différentiables et elles satisfont
le systeme d’équations différentielles ch’ = sh, sh’ = ch avec condition initiale ch(0) = 1,
sh(0) = 0.

Remarque : les régles basiques du calcul différentiel sur C sont les mémes que sur R, par
exemple, (f+g) = f'+¢, (fog)(z) = f'(g9(x))d'(z), etc., de sorte que les équations
ch’ = sh et ch’ = sh sont bien vérifiées sur C.



Etude des fonctions ch et sh sur R : sh est impaire, monotone, et bijective R — R ; ch
est paire, et sa restriction & R* (resp. & R™) est monotone et bijective R* — [1, 00].

B. Fonctions trigonométriques. Heuristique. L’équation différentielle f” = —f joue un
role fondamental en physique car elle décrit 'oscillateur harmonique. Elle équivaut au
systéme

[

f'=y9 }

L .
g —_ —

Comme ¢? > 0 dans R , aucune des fonctions f(z) = e* avec ¢ € R n’est une solution,

ainsi on ne peut pas recopier la preuve donnée ci-dessus.

5.4. Théoréme (Solution de f” = —f). Soient a,b € R. Alors il existe une unique
fonction f: R — R de classe C? telle que f" = —f et f(0) =a, f'(0)=b

Preuve. Unicité. Si f; et fo sont deux solutions, posons u := f; — fy et v := u/. Alors
v' = —u, u(0) =0, v(0) = 0. On définit le “wronskien” de u, v par

w(t) == (t)o(t) — v (t)u(t) = v2(t) + u*(t).

Alors w' = 200" + 2uu’ = 2uv — 2uv = 0, ainsi w est constante sur R. La constante est
= w(0) = v*(0) + u*(0) = 0, donc v?*(t) + u*(t) = 0 pour tout ¢, donc v(t) = 0 = u(t),
donc f; = f;. Existence. Le plus simple est d’utiliser I’exponentielle complexe : pour

. L, . 1T i 1T —ix . . . .
r € R, la partie réelle de e est cos(z) := &L = <L~ et sa partie imaginaire
Y 2 2 Y
. 1T _ ,— 1T iy L, N . .
sin(z) := “<=5—. En utilisant le théoréme 3.6 (b), on trouve que sin’ = cos et cos’ = — sin,
d’ou cos” = — cos, et comme cos(0) = 1, sin(0) = 0, f := acos+bsin est une solution.

5.5. Définition. Les fonctions sinus et cosinus sont définies par

) eix _ e—ix ‘ . eiz + e—ix ‘
Sln:CﬁC,xHT:—zsh(m), COSZ(C—>C,$I—>T:Ch(ZZU).
i

5.6. Théoréme. Les fonctions sin et cos sont données par les séries

qui convergent absolument pour tout x € C, et elles satisfont le systéme d’équations
différentielles cos’ = —sin, sin’ = cos avec condition initiale cos(0) = 1, sin(0) = 0.
Elles vérifient, pour tout x € C, les relations

cosz +isine =€, cos’z +sin’z = 1.
5.7. Théoréme. Pour toutt € R, cost et sint sont réelles, et on a R(e") = cos(t),
S(e™) = sin(t) et |e| = 1. L’application

P:R— S :={zeC||z|=1}, tre”
est un homomorphisme de groupes : ®(t + s) = ®(t) - (s), (0) = 1.

Nous allons déterminer le noyau de I’homomorphisme ®,

ker® ={tcR| ®(t) =1} ={tcR| " =1} ={t €R| cost = 1,sint = 0},
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et en déduire la périodicité des fonctions sin et cos. Le lecteur est prié d’oublier tempo-
rairement ses connaissances sur la décomposition polaire des nombres complexes : celle-ci
sera rigoureusement établie en méme temps. On n’admettera que les faits basiques sur C
(écriture R @ 7R, valeur absolue donnée par |z|? = 2Z). Avant tout, nous devons donner
une définition rigoureuse du nombre 7 ! Nous suivons ici la définition la plus courante en
analyse (voir pour plus d’information : http://fr.wikipedia.org/wiki/Pi, ou encore,
plus encyclopédique, le livre “Autour du nombre pi” par Pierre Eymard — un éminent
mathématicien nancéin — et Jean-Pierre Lafon (éd. Hermann, Paris 1999).

5.8. Lemme. I existe un unique nombre p €]0,2[ tel que cos(p) = 0.

On peut donner plusieurs preuves différentes : I'une consiste en une manipulation directe
des séries de sin et de cos pour montrer que sin(¢) > 0 pour tout ¢ €]0, 2] et que cos(2) < 0;
on conclut alors en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires et un argument de
monotonie. De plus, la relation cos? p + sin? p = 1 implique alors que sin(p) = 1, et donc
e =i, d'onl €2 =% = —1, 3 = 2P’ = —j, P = it = 1.

5.9. Définition. On pose 7 := 2p avec p comme dans le lemme.

5.10. Définition. Une fonction f : R — C est dite périodique (de période T') si, pour
tout t € R, on a f(t+T) = f(t). La plus petite période est le plus petit nombre réel T
strictement positif avec cette propriété.

5.11. Théoréme. On a €™ = —1 et e*™ = 1. Le noyau de  est ker p = {27n | n € Z},
et les fonctions ®, sin et cos sont périodiques de plus petite période 2.

5.12. Théoréme. Les applications suivantes sont bijectives :

[0,2n[— S',  t—et
[0,27[xR — C*,  (t,7) > e'e”
{zeC|0<Sz<2r} - C*, 2z €.

L’homomorphisme expe : C — C* est surjectif, et son noyau est 2mwiZ.

Il est maintenant facile de déduire de ces résultats d’autres propriétés élémentaires, comme
par exemple les formules pour sin(z + w), cos(z + w), la formule cos(z + 5) = sin(—z),
etc. On peut aussi montrer que la circonférence du cercle S*, définie comme la longueur
d’arc de l'arc [0,27[— S, t — €%, vaut 27. Ainsi les résultats basiques de la géométrie
élémentaire sont maintenant établies sur une base analytique rigoureuse.

Chapitre 6 : Remarques sur les fonctions logarithme, puissance, tangente

Ces fonctions sont en lien étroit avec I'exponentielle complexe, mais leur théorie est plus
compliquée, di au fait qu’elles ne peuvent pas étre définies sur C tout entier. Elles peuvent
étre étudiées a l'aide de séries, mais ces séries ne convergent plus pour tout z € C. Nous
allons donc compléter ’étude de ces fonctions plus tard, aprés avoir développé la théorie
générale des fonctions analytiques.

A. Le logarithme. Rappelons la définition connue dans le cas réel :

6.1. Définition. La fonction réciproque de la fonction bijective expg : R — R™T s’appelle
le logarithme réel, notée log := logg : R™ — R (autre notation courante : In).
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Comme expy est différentiable, alors la fonction réciproque log : R* — R Vest elle aussi,

sa dérivée est
1 1 1

exp/(log(z)  exp(log(z))
k+1 (k+k1)!

log/(z) =

Par récurrence on trouve (log)®(z) = (—1) . Ainsi le développement de Taylor

au point xg = 1 est :

log(a) = 3 Y _;fk O R =Y %(g@ — 1) 4 Ru(a).

k=1 k=1

En utilisant la régle de D’Alembert, on voit que la série

S(z) =) —(_1]3k_1 (2 —1F==)" - _kx)k

k=1 k=1

converge si |x — 1| < 1, mais pour x = 0, c’est le négatif de la série harmonique, qui
diverge ! Mais méme si |[x — 1| < 1, il n’est a priori pas clair si cette série converge vers
log(x).

Qu’en est-il sur C 7 Comme expe : C — C* n’est pas une bijection, la définition d’une
“fonction réciproque” pose un probléme. Nous pouvons élaborer le théoréeme 5.12 pour
définir un logarithme sur une partie de C, mais le choix de cette partie reste arbitraire :

6.2. Définition. Soit ¢ € [0, 27[. Le plan coupé (selon I'angle ¢) est la partie

Cyp={weC|w=re" r>0,tel0,2r],t+#¢}.

6.3. Théoréme et Définition. Par restriction, l’exponentielle définit une bijection
{zeC|l p<SQz<p+2r} = Cy, zre”.

L’application réciproque, définie sur Cy, s’appelle un logarithme complexe. Elle associe
z € Cy le nombre complexe

log(z) = logg(|z]) +iarg(z), arg(z) €l¢, ¢ + 27|

Comme le choix de ¢ est arbitraire (méme si souvent on choisit ¢ = 7 : “valeur principale”),
nous n’utilisons pas l'article défini (“le” logarithme). La question se pose alors si un
logarithme complexe peut étre décrit par une série convergente.

B. La fonction puissance. Rappelons, 1a aussi, la définition connue dans le cas réel :

6.4. Définition. Pour o € R, la fonction puissance est définie par

fo:RY SR, x> 2% =18

Elle est différentiable et vérifie f! = afo_1,..., fo(ék) =ala—1)...(a—k+1)fox, et

) ala—1)--(@—k+1) (a)

k! k! “\k
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est le coefficient binomial “« sur k”; et on appelle série binomiale (d’exposant «) la série

i <Z) (z — 1"

k=0

Si |z — 1| < 1, la régle de D’Alembert montre que la série converge absolument. Soit
maintenant K = C et distinguons quelques cas :

a) si « =n € N, la série s’arréte au rang n, et elle définit ainsi une fonction polynomiale
sur C tout entier, a savoir f,(z) =2" = (1+ (¢ —1))";

b) si a = —1, la série binomiale devient la série géométrique —— = S °° 2" qui donne
) 11—z n=0
une série pour f,(1 — z), mais elle ne converge pas pour z =1 ;

c)sia= %, on sait qu’il existe toujours deuz racines complexes de z € C si z # 0, et en

général il n’y a aucun choix préféré de racine. Un tel choix est toujours plus au moins
arbitraire — par exemple, nous pouvons définir la “valeur principale” pour z € C; :

«

2% = expe(alog(z)) .
Sia= %, on prend ainsi la racine n-iéme dont 'argument est compris entre —= et *.

sin(z)
. ~ cos(z) . .
cos(z) # 0. Remarquons que cos(z) = 0 ssi € = —e 7% ssi €2* = —1 = €™, ainsi le
théoréme 5.12 implique que pour z € C:

C. La fonction tangente. Elle est définie par tan(z) := pour tout z € C tel que

cos(z) =0 < zeg—l—Zw.

Ainsi la fonction tangente ne peut pas étre définie sur C entier, et s’il existe un développe-
ment en série, ce développement ne peut pas converger sur C tout entier. Motivé par ces
exemples, nous allons étudier la théorie générale de fonctions définies par des séries qui
convergent sur une partie de C seulement.

Chapitre 7 : Séries entiéres

7.1. Définition. Une série entiére (réelle ou complexe) est une série de la forme S(z) =
Yoo ak(z — o)F, avec a, € K, ou K = R, resp. K = C. On appelle le point ¢ € K le
centre de développement. Noter que les sommes partielles S, (z) = > ,_, ar(x — ¢)* sont
des polynomes.

7.2. Théoréme (Rayon de convergence). Soit Y .-, ar(z — ) une série entiere.
Alors il existe un unique p € [0, 00] tel que :

(1) si |z —c| < p, alors la série converge absolument ;
(i1) si |x — c| > p, alors la série diverge grossiérement.
Plus précisément, la quantité p est obtenue par

p =sup{t € [0,00[: la suite (art)ren est bornée }.

13



7.3. Définition. La quantité p := pg € [0, 00] s’appelle le rayon de convergence de la
série entiére S, et I’ensemble

Dg:={2€C| |z—¢| <p}

son disque de convergence (si K = R on parle d’intervalle de convergence). Remarque :
le théoréme ne dit rien sur le comportement de la série sur le “cercle d’incertitude”, i.e.,
sur le bord du disque de convergence {z : |z — ¢| = p}). Voir le chapitre 9 & ce sujet.

7.4. Théoréme. Soit >~ ar(x — c)¥ une série entiére, et supposons que la limite
(:= lim {/|a,| existe. Alors le rayon de convergence est donnée par :

p=o00 sil=0; pzzsmon.

Sil =00 (i.e., VC >0: IN: VYn > N: {/|a,| > C), alors p =0.

7.5. Théoréme. Soit Y .- ax(x — c)* une série entiere, et supposons que la limite
0 = lim |*=2| eziste. Alors le rayon de convergence est donné par p = 4 (avec les

n—oo

mémes conventions que ci-dessus).

- . oo (=1)F71 k
Exemples. En utilisant 7.5, on trouve : le rayon de convergence de )~ ~——(z — 1)

et celui de la série binomiale (si o ¢ N) est égal a 1 ; celui des séries exp, sin, cos est 0o,
et celui de ) nlz™ est 0. Par contre, si

ni 7.4 ni 7.5 s’appliquent : les limites ¢, resp. ¢, n’existent pas. Par contre, le résultat
général suivant s’applique (et donne la valeur p = 1).

7.6. Théoréme (Formule de Hadamard). Soit > ;- ar(x — ¢)* une série entiere, et

posons
o := limsup {/|a,| € [0, o0].

n—oo

Alors le rayon de convergence est donnée par :

1
p=o0osioc=0; p=0sioc=00; p= — sinon.
o

7.7. Définition /rappel. La limite supérieure d’une suite réelle (¢, ),en est définie par

lim ¢, := limsupe¢, := lim (sup{ck k> n}) .
n—00 n—00 n—00

La limite supérieure est aussi la plus grande parmi les limites de suite extraitetes con-

vergentes de (¢,)nen. De fagon analogue, on définit la limite inférieure ; alors on a un

encadrement de tous les points d’accumulation de la suite entre ces deux limites.

Nous allons montrer que, sur son disque ou intervalle de convergence, une série entiére a
toujours d’excellentes propriétés : continuité, différentiabilité, etc. Les preuves sont essen-
tiellement les mémes que celles déja utilisées dans le cas de I’exponentielle ; techniquement,
elles sont un peu plus compliquées, di au fait qu’on ne dispose plus d’équation fonction-
nelle, et qu’il faut préciser sous quelles conditions les séries convergent. Pour simplifier
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les énoncés suivants, nous allons supposer que ¢ = 0 ; le cas général s’en déduit alors par
translation. Voici I'idée pour montrer que la fonction S(z) = ) a,x™ est différentiable
dans son disque de convergence : on développe le quotient de différences

Sa+h) = S) S, ana+ k) =3, a.a”

h h

on simplifie le nominateur, on le factorise par h, on simplifie avec le dénominateur ; apreés,
on peut passer sans probléme a la limite. L’étape cruciale ici est le développement de
S(x + h), qui fait Pobjet du résultat suivant :

7.8. Théoréme (Changement du centre de développement). Soit S =) a,z"
une série entiere de rayon de convergence p > 0 et soit Dg son disque de convergence.
Alors, pour x € Dg fixé, la fonction

h— S(x+h) = Zb B

est donnée par une série S(h) =Y. b,h™ dont le rayon de convergence est supérieur ou
égal a p — |x| (qui est positif). Les coefficients b, sont obtenus par le développement de
S(x + h) en puissances de h :

o

n _

by = Zan (k) " F,
n=~k

en particulier, on trouwve que by = S(x) et by =Y > nax™ .

La preuve utilise le théoréme de Fubini (thm. 4.6) pour justifier le développement

Oan( )hk n—k thnz (n)x”_k

n
n=0 n=0 k=

7.9. Théoréme (“Dérivabilitée terme a terme”). Soit S = ) a,a" une série
entiere et Dg son disque de convergence. Alors la fonction S : Dg — C est de classe C™
(au sens usuel, si K =R, et au sens C-différentiable, si K = C). La dérivée k-ieme est
donnée, pour tout x € Dg, par la série absolument convergente

S (z Zn (n—1)-...-(n—k+ Daz" "
n=k

La preuve est simple en utilisant le théoréme 7.5. : pour h # 0,

S(+h)—S()  S(h)—S(0)  bih+bh?+

- — - = - L= by + boh 4+ bsh? + ...

et on montre facilement que limp, oY oo, b,h" ! existe et vaut b;. Ainsi S est différen-
tiable avec dérivée S’ = SV ; la série de (S) = S®@ g’en déduit, etc. (récurrence).

7.10. Corollaire. Avec les notations du théoréme, nous avons S®(0) = klay, et ainsi

sk o .. . L.
= k!( ), Ainsi, si K = R, la série ), apx”

coincide donc avec la série de Taylor
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usuelle de S (i.e., pourn — oo, le terme reste R,(x) du développement de Taylor converge
vers 0, pour tout x € Dg).

Ceci montre aussi que les propriétés (1) et (2) du lemme 1.2 sont équivalentes.

7.11. Corollaire. Les coefficients ar d’une série entiére convergente sont uniquement
déterminés par la fonction S : Dg — C : st ) a,a™ =) c,a™ pour x au voisinage de
0, alors a, = ¢, pour tout n € N.

7.12. Corollaire. Soit S =) a,z" une série entiére et Dg son disque de convergence.
Alors la fonction S : Dg — C admet une primitive, i.e., une fonction f : Dg — C telle
que f' = S. Par exemple, une primitive est donnée par la série convergente

oo ar, .
flx) = Z 1t +h
n=0

On sait que, sur un intervalle réel, une primitive est unique & une constante pres. Il en
est de méme sur un disque complexe :

7.13. Lemme. Soit B.(z9) = {z € C||z — xo| < r} le disque de centre xq et de rayon
r >0, et f: B.(xg) — C une fonction holomorphe (C-différentiable) telle que f'(z) =0
pour tout z € B,(x). Alors f est constante.
La preuve consiste a se ramener au cas réel : d’abord, en décalant, on se raméne au cas
xo = 0. Ensuite, soit w € B,(x0), et on pose Y(t) := f(tw) et u(t) := Ry(t), v(t) := Iv(¢)
pour t € [0,1]. Alors, pour h — 0, la limite

Y(E+h) =)  fltw+hw) — f(tw) w fltw 4+ hw) — f(tw)

h h hw

existe car f est C-différentiable, et elle vaut w f'(tw) = 0. Il s’ensuit que u'(t) = 0 et
v'(t) = 0, donc () est constante = v(0), donc f(w) = f(0), et f est constante.

Le lemme implique clairement que deux primitives de S sur Dg se distinguent seulement
par une constante. Ces résultats donnent une méthode simple pour développer des fonc-
tions élémentaires en une série, dés qu’on connait la série de la dérivée, ou une équation
différentielle en lien avec la fonction en question. Considérons les exemples du chapitre
précédent :

A. Le logarithme. La série géométrique S(z) := > (—z)™ converge pour tout z € D =

{z € C||z| < 1}, et alors S(z) = o= Ainsi f(2) == Y, %z”“ est une primitive
de S. Or, la valeur principale du logarithme log : C, — C donne une autre primitive :
z +— log(1 + z), et comme f(0) =0 = log(1), 'unicité de la primitive sur D entraine que
f(z) =log(1l+ z), d’ou :

7.14. Théoréme. Pour tout z € D = B1(0), on alog(l +z) => "7, %x”“ (série

absolument convergente), ot log est la valeur principale définie sur le plan coupé C..

B. La fonction puissance. Le procédé suit de prés 'exemple précédent : soit S, (z) =
Yoo Z 2™ la série binomiale. Elle converge absolument pour x € D. En calculant

S’ (x) et en utilisant des propriétés des coefficients binomiaux, on trouve que

(14 2)S,(x) = aSa(z).
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Or, la fonction f,(z) = x* satisfait la méme équation différentielle :

1+2)fl(1+2)=af(1+x).

Ainsi, si on pose F(zx) := fs(o‘l(_f;), on trouve que F'(z) = 0 sur D, ainsi F est constante ;

cette constante vaut 1, d’ou finalement

7.15. Théoréme. Soit « € C. Pour tout x € D = B1(0), on a

(1+2)* = f: (2) "

n=0

(série absolument convergente), ot z* est la valeur principale définie sur C,.

C. Les fonctions arctangente et arcsin. Soit K = R. On montre comme classiquement
que les fonctions tan :| — 7/2,7/2[— R et sin :] — 7/2,7/2[—] — 1, 1] sont bijectives, et
que les fonctions réciproques, arctan et arcsin, fournissent des primitives de (1 + z%)71,
resp. de (1 — 22)~/2. En développant ces derniéres fonctions en séries (sur | — 1,1[ la
série géométrique donne (1 + z2)~! = >~ (—2?)", et dans Pautre cas on utilise la série
binomiale avec a« = —1/2), et en intégrant terme a terme, on trouve

= (_l)n 2n+1 1 3 1 5
arctan(z) = " = — -t -+ — L
(z) HZ:O 2n+1 3 5
et similairement pour le développement de arcsin (sur | — 1, 1]) ; c¢f. TD. On notera que,
bien que la fonction arctan puisse étre définie sur R entier, la série ne converge pas sur R

tout entier.

Pour K = C, ces séries convergent sur D, et on peut faire une étude plus fine pour montrer
que, 1a aussi, elles définissent des fonctions réciproques a la tangente, resp. au sinus.

Chapitre 8 : Fonctions analytiques

Une fonction analytique est une function qui, localement (i.e., au voisinage de chaque
point ou elle est définie), est donnée par une série entiére convergente. Dans la suite, soit
K=CouRet f:U — K une fonction définie sur une partie ouverte U C K. (Rappel :
une partie U C K est dite ouverte si, pour tout xy € U, il existe € > 0 tel que le disque
(resp. l'intervalle) B.(zo) = {z € K| |z — x| < ¢} appartient & U. Exemples de parties
ouvertes : U = B,(c) ; le plan coupé ; C*.)

8.1. Définition. Une fonction f : U — K est dite K-analytique (ou : de classe C*) si,
pour tout xy € U, il existe une série entiére et r > 0 tel que B,(xg) C U et pour tout
x € By (), cette série converge vers f(z) :

flz) = Z an(x — x0)".

Les propriétés “locales” d’une fonction analytique f sont donc les mémes que celles d’une
série entiére convergente; par exemple :

8.2. Théoréme (“C% = C*”). Toute fonction analytique est de classe C* sur K.
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Nous avons vu (exemple 1.1) que la réciproque est fausse si K = R. Il se pose donc la
question de savoir comment on peut reconnaitre les fonctions C* parmi les fonctions C'*°
— voir remarques a la fin du chapitre.

8.3. Exemples.

(1) La partie C* := C\ {0} est ouverte dans C, et la fonction C* — C, z — = est
analytique. En effet, soit zp = ¢ € C*. Alors on a (avec rayon de convergence égal a
le| > 0) :

1 1 1 a:—c - n
5:c+(az—c)zz :_Z :Z c’“rl (% = o)

n:O

(2) La fonction exponentielle exp¢ est analytique. En effet, pour obtenir son développe-
ment par rapport au centre c, on écrit

— 1
expe(r) = expe(c+ (z — ¢)) = expe(c) - expe(r — ¢) CZ— r—c)

n=0

Exercice : procéder de fagon analoge pour sin, cos,sh,ch (en utilisant leurs équations
fonctionnelles).

(3) Le logarithme log, : C4 — C est analytique. Remarquons d’abord que le plan coupé
C, est ouvert dans C, ainsi pour tout zy = ¢ € C, il existe € > 0 (forcément ¢ < |¢|),
tel que B.(c) C C,. Ainsi on peut intégrer terme a terme le développement, centré en c,
de % donné ci-dessus. La constante d’intégration est déterminée en prenant la valeur de
la série au point = ¢. Par unicité de la primitive sur le disque Bc(c) (Lemme 7.10), il
s’ensuit que

x—c n+1

log(z) = logg(|c]) + i arg(c) ,arg(c) €]p, ¢ + 2.

n:0

(4) La fonction f, : C4 — C, z — 2% = e*1°8s(2) est analytique. Son développement de
centre zy s’obtient en écrivant

zZ— 20

2% =(z— 204 20)" = 2§ ( + 1)

20

et en utilisant le développement de (x + 1)®. Le point crucial est, dans tous les cas, le
changement du centre du développement. En général, c’est une question délicate. Mais
si U est un disque de convergence, le théoréme 7.8 implique directement :

8.4. Théoréme. Soit S(z) := ) a,(x — c)" une série entiere de rayon de convergence
p > 0. Alors la fonction S : Dg — K est analytique.

8.5. Exemples.

(1) On retrouve le fait que exp, cos, sin sont analytiques sur C (car p = o0).

(2) Tout polynéme (= série entiére finie) est analytique sur C (car p = o0).

(3) Le rayon de convergence de f(z) =" (nH),x est égal a co. Cette fonction est donc

analytique sur C. Pour z # 0, elle vaut <= —

(4) De méme, on constate que la série f(z) :== )" (é;i);)!xzn définit une fonction analy-

tique sur C. Pour = # 0, elle vaut Sln(ac)
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(5) Les méthodes précédentes ne permettent pas encore de traiter ’exemple de la fonc-
tion tangente. Pour cela, montrons que les produits, sommes, composées de fonctions
analytiques sont encore analytiques :

A. Sommes et multiples. Soient f,g : U — K deux fonctions K-analytiques et A € K.
Alors les fonctions f+¢: U — Ket Af : U — K le sont aussi, et si f(z) =), a,(z—c)",

glz) =, by(xr—c)",ona (f+g)(x)=>, (an+by)(x—c)" et A\f(x) =" Aa,(z—c)".

Ainsi les fonctions analytiques U — K forment un espace vectoriel sur K, noté C¥(U, K).

B. Produits. Soient f,g comme ci-dessus. D’aprés le théoréme 4.7, le produit (parfois
appelé produit de Cauchy)

o o n
:E an(z —c)" E by(x — c) :5 Cn(x— )" cnzg arbn_r,
n=0 n=0 n=0 k=0

converge absolument si c’est le cas de chaque facteur. Ainsi le produit f- g est analytique.
On dit aussi que l'espace C¥(U,K) des fonctions K-analytiques est une K-algébre. (Ex-
ercice : montrer que, si U est un disque et si f-g =0, alors f =0 et g =0 ; on dit que
'algebre C*(U) est inteégre. Montrer que ceci est en défaut pour les fonctions C*(R, R).)

C. Carrées, cubes,... Du point B on déduit que les fonctions f2 = f- f et f3 = f2. f, etc.,
sont analytiques, et on a le développement en série

o0
k (k) _
E a (x—c)" avec a,,’ = g Qg+ Qo -

n=0 (m1,---7mlc)52§:1 mi=n

Remarquons que, si f(c) = 0, i.e., ag = 0, alors le plus bas terme de f* est d’ordre k, et
alors la somme porte en réalité sur n =k, ..., oo.

D. Composée (substitution).

8.6 Théoréme (Composée de fonctions analytiques). Soient f : U — Ketg: U —
K deuz fonctions K-analytiques telles que f(U) C U'. Alors la fonction go f : U — K est
K-analytique.

En effet, soit c € U, f(z) =), an(x —¢)", donc f(c) = ap =: d, et g(y) = >, b(y — d)",

alors on développe, en utilisant le théoréme de Fubini (4.4),

9(f(z)) = gbk(f(:r) —ad)f
= ki:g bk(i an(z — )" —d)
= ébk(i an(z — ¢)")*
= ki:obk iagy(gg —om
= gocm(g; — o)™ avec ¢, = ibja%)
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E. Quotients.

8.7. Théoréme (Quotient de fonctions analytiques). Soient f,g : U — K analy-
tiques et f(x) # 0 pour tout x € U. Alors f(x) et El‘; sont analytiques sur U.

En effet, on a vu que h(z) := ; est analytique sur K*, et d’aprés le théoréme 8.6,

ho f(x) = ﬁ est analytique sur U, et donc 4(z) = g() - ﬂ I'est aussi.
En pratique, on détermine souvent les coefficients de 4(z) = }_, ca(z — ¢)" & partir de

flx)=> an(x —c)" et g(x) =), bo(x — )™ “par comparaison”:

an(x—c)":chx—c Zanx—c

n
donc b, = Y ,_ ck@n—i. Ceci donne un “systéme triangulaire” d’équations
Coag = bo, c1ag + coar = by, C2a9 + 101 + coaz = by,

qu’on peut résoudre de proche en proche pour trouver cg, cq, ...

8.8. Exemples.

/-\

p(z)

(1) Toute fraction rationnelle ) (p,q polynomes) est analytique (sur le domaine de

q
définition U = {z € C|q(z) # 0}).

1 N
@)= = e

en une série autour de zyp = 0 : on trouve une relation de récurrence remarquable pour
les coefficients ¢, (suite de Fibonacci). En factorisant le polynéme ¢(z) = 1 — z — z?
—(z—a)(z—b), on peut écrire f aussi sous la forme f(z) = ¢(-=—-1;) avec une constante
¢, et en développant ceci, on trouve une formule explicite pour ¢,, & savoir

= (52 - (5.

\_//\

On développera, par exemple (exercice : TD),

sin(x)

cos(ey © €lle est analytique sur U = {z € C|z ¢ § +Zr}.
En écrivant cos(z)tan(z) = sin(z), par comparaison on trouve les premiers coefficients
(exercice : calculer les 2 coefficients suivants)

(2) La fonction tangente tan(z) =

sin(z) 1, 2 5
t = S Mty v SR
an(z) cos(x) v 3" T *
(3) Nous avons vu que la fonction f(z) =37, (nil),x =1 est analytique sur C. 11
s’ensuit que la fonction ﬁ = %= est analytique sur C\ 2miZ*. Soit z%5 = ) cu

son développement au voisinage de 0. On pose B,, := n!¢, (nombre de Bernoulh). Ainsi
les coefficients B,, sont déterminés par

(e e] OOBnn
Zn—l—l Zﬁw =1

n:O n=0

En faisant le produit de Cauchy, et en multipliant par n!, on obtient la formule de récur-
rence
5, =5 (") B
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On obtient ainsi By =1, B; = —3, By = ¢, B3 = 0, By = —55, Bs = 0. On remarque que

x +1_£ch(x/2)
e —1 2  2sh(z/2)’

et par un argument de parité on déduit que Bs,,; = 0 pour n > 1. De plus, on obtient
ainsi une formule explicite pour les coefficients du développement des fonctions x coth(x)
et z cotan(x). Finalement, en utilisant que tan(xz) = cotan(z) — 2cotan(2z), on en déduit
que

22n 22n — 1B "
n—1 ( ) 2 xZn—l )

tan(z) = Z(—l) o)

n=0

Chapitre 9 : Séries semi-convergentes

Soit S(x) =), an(x — )™ une série entiére de rayon de convergence p > 0 et de disque
de convergence Dg. Le bord du disque Dg est le I'ensemble 0Dg := {x € C||x — ¢| = p}
(cercle de centre ¢ et rayon p). Alors deux problémes se posent :

(1) Quelle est la nature de la série ) a,(z — ¢)" si « appartient & 0Dg ?

(2) Si la série converge pour un zg € dDg, quel est le lien entre sa limite et la fonction
analytique Dg — C, v — S(x) ?

9.1. Exemple (“séries de Riemann”). Soit s € C et S(x) := Y7 La". Noter que pour
s =u-+iv, on a [n"| = n*. Puisque (n*)!/" = evlgn/n — Y =1 (n — 00) pour tout
u € R, il s’ensuit que le rayon de convergence de S(z) est égal a 1, quel que soit s. Or, le
comportement sur le bord du disque B;(0) dépend de s :

. . . A oo 1
e siu = s > 1: par comparaison avec une intégrale on montre que ) > | == converge
— en effet, la fonction f(t) :=¢t™* est décrossante sur RT, et on a la majoration

Yoo /N 1-— N 1
Zn < tUdt = < .
— 1 u—1 u—1

Ainsi cette série a termes positives est bornée, donc absolument convergente pour x
appartenant au bord du disque ;

e siu="%Rs <0: le terme général de la série Y~ ni ne converge pas vers 0, ainsi la
série est divergente sur le bord du disque ;

esi0<u=RNs<1: pourz =1, la série diverge (car elle est minorée par la série
harmonique). Pour x = —1, elle converge, grace au résultat suivant :

9.2. Théoréme (Critére de Leibniz). Soit (u,),en une suite réelle, décroissante de
limite 0. Alors la série Y . (—1)"u, converge.

Ainsi Y7 (—1)"n " pour 0 < u < 1 est semi-convergente. Quant au probléme (2) :

9.3. Remarque (continuité). La fonction S : Dg — C est différentiable, donc continue.
Cela veut dire que, pour tout zg € D, lim,_,, S(z) = S(z0), i.e.,

N N N
Veg € D:  lim lim Z an(z —c)" = lim Zan(xo —o)" = ]\llinmxlirgo Zan(x —o).

r—x0 N—00 N—oo
n=0 n=0 n=0
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On peut donc intervertir deux limites. La question (2) se précise comme suit : si la série
converge pour un certain xy € dDg, est-ce qu’une telle relation reste valable ?

9.4 Théoréme de convergence radiale d’Abel. Soit S(z) =) a,(z —c)" une série
entiére réelle ou complexe, et soit vg € K tel que Y an(xg — )" converge. Alors

o0 o0

lim g an(t(zo — ) E an(xg — )"
J-11[5t-1 4=

n= n=0

Aprés réduction “sans perte de généralité” aucas c =0,z =1, p=1et > ay,zj =0, la
preuve repose sur la sommation partielle d’Abel : soit Sy := Zg:o a, et S_1 := 0, alors

N N
vt €]0,1]; Zant" = Z (Sn=Sn-1)t” =D Sp(t"—t" )45t = (1) Y Spt"+ Syt
n=0 n=0 n=0

(c’est une “version discréte” de Uintégration par parties [ f'g = — [ f¢' + [fg]). Comme
limy_.o Sy = 0, on en déduit que S(t) = (1 —1t) > 7, Sxt™, puis que, pour tout € > 0, il
existe d > 0 tel que |S(t)] <esi|l—t <.

9.5. Exemples. (1) On sait que, pour |z — 1| < 1, log(1 + x) = Zn n+1 2", Pour x =1
la série converge d’apres le critére de Leibniz. Ainsi le théoréme d’Abel implique que

(=D _
; e 1£rlllog(1 +t) = log(2).
co (=)™

(On a également log(1 +z) = >
; cf; TD.)

(2 ) De la méme fagon, on utilise la série de la fonction arctg pour montrer que

neo 7 L" pour tout autre z tel que |z[ =1 et x # —1

f: (=1)" = lim arctg(t) = arctg(1) =
—2n+1 i1

e

(3) Si Y, ant™ et > byt™ et Y eyt avec ¢, = Y p_, arb,—k convergent pour ¢ = 1, alors
par passage a la limite ¢ — 1 (avec t < 1, donc convergence absolue) dans le produit de
Cauchy, le théoréme implique que > a, - > by, =) cy.

9.6. Remarques. Le probléme de bien définir et de calculer les limites de séries semi-
convergentes a occupé les analystes depuis Euler et Leibniz : la problématique provient du
fait que le résultat dépend en effet de I'ordre de sommation (cf. le théoréme 4.1), ainsi on
perd des propriétés connues du cas des sommes finies, comme la commutativité. On peut
définir et calculer ces sommes infinies de plusieures maniéres différentes. Par exemple :

Définition. On dit qu’une série ) u, est A-sommable, avec A-limite A" u,, si pour
tout [t| < 1, la série Y t"u, converge au sens usuel et si la limite suivante existe :

A ; Uy = ]O’ll[iérItL1 ; t"u,,

Le théoréme d’Abel dit alors que, si une série est convergente au sens usuel, alors elle
est A-sommable, avec méme limite. La réciproque est fausse : la série ) (—1)" est

22



A-sommable, avec AY7 (=1)" = limy_; ;33 = 3, mais elle n’est pas convergente au

sens usuel. En revanche, une réciproque partielle du théoréme d’Abel est donnée par le
théoréme de Tauber : Si la série est A-sommable et si lim,_, nu, = 0, alors la série
converge au sens usuel avec méme limite. Ces théorémes se généralisent en une classe de
théorémes (“théorémes abéliens et tauberiens”) donnant des liens entre de divers “procédés
de sommation”. Ces résultats ont des applications en la théorie analytique des nombres
(c’est un autre domaine de recherche active poursuivie a Nancy).

Chapitre 10 : Convergence simple et uniforme de suites de fonctions

s . .o o0 n , . . . L n k
Une série entiére ) " ja,2" définit une suite de fonctions f,(z) := >, _,arz”. Dans ce
chapitre, nous commencons & analyser des suites de fonctions quelquonques f,, : M — K,
définies sur un ensemble M et a valeurs dans K = R ou C. Il existe plusieurs notions de
convergence pour de telles suites :

a) convergence simple,

b) convergence uniforme,

) convergence en moyenne,

d) convergence en moyenne quadratique, etc.

Elles ont toutes leur importance en analyse. Dans ce chapitre, nous étudions a) et b).

10.1. Deéfinition. Soit M un ensemble et (f, : M — K),en une suite de fonctions,
ot K = R ou C. On dit que la suite (f,)nen converge simplement vers une fonction
f: M — K, si, pour tout x € M, la suite numérique (f,,(z))nen tend vers f(x) :

VeeM:Ve>0:INeN:Vn>N: |fu(z)— f(x)] <e.
Dans cette formule, N dépend en général de € et de x !

10.2. Exemple. Soit I = [0,1] et f,, : I — R, z + z". Alors la suite (f,)nen converge
simplement vers la fonction f : I — R, f(1) =1, f(z) = 0si x € [0,1[. On observe
que chacune des fonctions f,, est continue (méme : polynomiale), mais la limite f ne l'est
pas. Ainsi, la convergence simple n’est pas compatible avec de “bonnes” propriétés d’une
fonction. On cherche alors a définir d’autres notions de convergence qui préservent mieux
ces propriétés.

10.3. Définition. On dit qu'une suite (f, : M — K),en de fonctions converge
uniformément vers f : M — K si

Ve>0:ANeN: Vn>NVeeM: |f.(z)—f(z)<e.

Représentation graphique : pour n > N, les graphes des f, se trouvent dans le “c-tuyau”
autour du graphe de f. La convergence uniforme implique la convergence simple (le
N convient pour tout les = a la fois) ; la réciproque est fausse (exemple 10.2 : la
convergence n’y est pas uniforme).

10.4. Lemme. La suite de fonctions f, converge uniformément vers f si et seulement
5%

Ky = :gﬂg{!fn(w) —f@)[} =0 (n— o).

10.5. Théoréme (Continuité d’une limite uniforme). Soit M une partie de R, C ou
de R" (ou d’un espace métrique quelconque), et soit f, : M — K une suite de fonctions
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qui converge uniformément vers une fonction f. Si, pour tout n € N, f, est continue
[en un point xq € M/, alors f est continue [au point xy[. Autrement dit, on a égalité de
limites :
lim lim f,(y) = lim fn(ylim y) = lim lim f,(y).
n— o0 —x0

Y—xTy Nn—00 n—o0 Yy—rg

La preuve est un grand classique d’analyse : soit € > 0 ; on écrit

f(@) = f@o) = (f(z) = ful@)) + (fal@) = ful0)) + (fulz0) — f(20)),

puis on fixe n assez grand pour majorer la valeur absolue du premier et du troisiéme terme
par £/3, et enfin on choisit x suffisamment proche de zy pour majorer la valeur absolue
du terme au milieu par £/3.

10.6. Exemples.

(1) Revenons a 'exemple 10.2 : les fonctions f,, sont continues, mais la fonction limite f
étant discontinue, le convergence ne peut donc pas étre uniforme.

(2) Par contre, il est faux que la continuité de la limite implique I'uniformité de la conver-
gence. Contre-exemple : soit f, : [0,1] — R telle que f,(z) = 0si 2/n < z, f,(z) = n’x si
0<z<l1/net fo(r) =2n—n%rsi1l/n <z <2/n. Faire un dessin et montrer que f,, est
continue, et f, converge simplement vers f = 0, mais la convergence n’est pas uniforme.
Remarquer aussi que fol fn(t)dt =1 ne tend pas vers fol f(t)dt = 0.

10.7. Lemme. Soit f, : [a,b] — R une suite de fonctions continues qui converge
uniformément vers une fonction f : [a,b] — R. Alors on a

n—oo

b b b
lim [ fu(t)dt = / F(£)dt = / (Tim f, (1))

(3) La fonction f,(z) := >_"_, 427 est continue sur C, ainsi que sa limite f(z) = e*. Pour-
3=0 j!
tant, la convergence n’est pas uniforme sur C. Cependant, la convergence est localement

uniforme, au sens suivant :

10.8. Définition. Soit M une partie de R, C ou de R" (ou d’un espace métrique
quelconque), et soit f, : M — K, n € Ny et f : M — K des fonctions. On dit que
la suite (f,)nen converge localement uniformément vers f si tout point x € M admet un
voisinage V,, tel que, restreinte a V., les fonctions f,, : V, — K convergent uniformément
vers f : V, — K. (Rappel : voisinage de = : une partie V, C M telle qu’il existe r > 0
avec {y € M||x —y| <r} CV,.)

La continuité est une “propriété locale”, et ainsi le théoréme 10.5 reste vrai si on remplace
“converge uniformément” par “converge localement uniformément”.

10.9. Théoréme. La suite des sommes partielles, Sy(z) := > 1_, ar(x —c)¥, d’une série
entiere converge localement uniformément sur son disque de convergence.

En effet, soit Dg = {x € C | |z — ¢| < p} le disque de convergence. Supposons p > 0,
et soit x € Dg. Posons R := w, alors 0 < R < p et V, := Bg(c) est un disque
strictement inclus dans Dg. Alors, pour tout z € V,

[eS) 9 ) R R .
[S(2) = Su(2)| = [ Y lar?"| <D lax RF = !ak\pk(;)k < C(;) — 0(n — 00).
k=n k=n k=n
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(4) Soit f,, : R — R, f,(x) = y/2? + 2. Exercice : la suite f, converge uniformément

vers f(x) = |z|. On remarque que chaque f, est différentiable, mais la limite ne l'est
pas. Ainsi la convergence uniforme préserve la continuité, mais pas la différentiabilité.
Voici un critére suffisant (mais non nécessaire) pour assurer qu'une limite de fonctions
différentiables est encore différentiable :

10.10. Théoréme. (Convergence au sens C1) Soit I =]a,b[ un intervalle avec —oo <
a < b < oo, et supposons que f, : I — R est une suite de fonctions de classe Ot sur I
telle que

1) la suite (f!)) converge uniformément sur I vers une fonction g : I — R, et
2) la suite (f,) converge simplement sur I vers une fonction f: 1 — R.

Alors f est de classe C' avec dérivée (lim fn)/ =f =g= lim ((fn)’)

La preuve de ce résultat repose sur la relation fondamentale F'(b) — f(a) = ff F'(t)dt
entre calcul différentiel et calcul intégral, qui permet d’écrire, si ' est C et h # 0,
h

_ / F o+ th) di. (RF)

Pour f,, f et g comme dans le théoréme, en appliquant (RF) au terme du milieu, on a
pour h # 0

flwo+h)— flwo)  flwo+h)— fulwo+h) n fa(zo +h) = fulzo) n fa(x0) — [(20)
h h h h
f(@o+h) — fulzo+h falo) — f(zo)

_ ) /1 :

On fait tendre n vers co. En utilisant le Lemme 10.7 (dont les hypothéses sont vérifiées
comme f! — g uniformément), on obtient

fxo + h})b — fzo) _ /019(960 + th) dt.

Puisque ¢ est continue, dans le terme de droite on peut passer a la limite A — 0, et on
constate que f’(xq) existe et vaut g(x).

Remarque. La conclusion du théoréme reste vraie si on remplace 1) et 2) par 1) et
2’) il existe un point xy € I tel que la suite numérique f,(xo) converge. La convergence
fn — [ sera alors forcément localement uniforme. Par récurrence, le thm. 10.10 implique:

10.11. Théoréme. (Convergence au sens C*). Soit I =|a,b[ un intervalle avec —oo <
a < b < oo, et supposons que f, : I — R est une suite de fonctions de classe C* sur
I telle que, pour 7 = 0,...,k — 1, la suite (fflj)) converge simplement, et pour j = k,
uniformément, vers une fonction g;. Alors la limite f := lim, . f,, est aussi de classe
Ck, et fU) = g,.

Chapitre 11 : Espaces de fonctions, norme sup et complétude

Dans ce chapitre, nous changeons de point de vue sur les fonctions : au lieu de les regarder
une par une, nous les considérons comme des éléments d’un espace de fonctions :
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11.1. Lemme. Soit M un ensemble et K un corps. Alors 'ensemble V := F(M,K) de
toutes les fonctions f: M — K est un espace vectoriel sur K par rapport aux opérations

(f+9)(@) = flx) +g(x), A=) =X f(2).

Le produit de fonctions (f-g)(x) = f(x) g(x) définit une application bilinéaire VxV — V,
(f,g9) — f-g. Par rapport aux deuzx opérations + et -, F(M,K) est un anneau.

11.2. Définition. Une algébre (associative) est un espace vectoriel W muni d’un produit
bilinéaire (associatif) W x W — W, (u,v) — w-v. Ainsi on résume le lemme en disant
que F(M,K) est une algeébre associative et commutative.

11.3. Exercice. Si M = {my,...,m,} est de cardinalité finie n, alors F(M,K) — K",
f— (f(mq),..., f(m,)) est une bijection linéaire, ainsi dim(F(M,K)) =n = |M|. Si M
est de cardinilité infinie, F(M,K) est de dimension infinie. En effet, la famille (0,).en
avec 0,(z) = 1 sl & = a et d,(x) = 0 sinon, est libre dans 'espace vectoriel F(M,K).
(Attention, elle est génératrice seulement si M est de cardinalité finie !)

11.4. Lemme. Soit M = U une partie ouverte non-vide de K = R ou C. Alors les
espaces suivants W sont des sous-espaces vectoriels de V- = F(U,K) qui sont stables par
rapport au produit, donc ce sont des sous-algébres de V = F(U,K) :

(1) C(U,K) (espace des fonctions continues) ;

(2) C*(U,K) (espaces des fonctions k fois continument K-dérivables) ;
(3) C=(U,K) (fonctions C*) ;

(4) C*(U,K) (fonctions analytiques) ;

(5) K[X] (fonctions polynomiales, en restreignant p: K — K, z+ p(z) a U) ;
(6) B(U,K) :={f € F{UK)|IC <0 :Vx e U: |f(x)| < C} (fonctions bornées) ;

(7) CER,R) = {f € C*RR) | IN € N : f(x) = O0sile] > N}
(fonctions C* a support compact ou espace des fonctions test)

Remarque, cf. feuille 1 de TD : il existe (beaucoup) de fonctions non-nulles b € C°(R, R).
Par contre, si on remplace ici C'™ par C%, seule la fonction f = 0 satisfait aux conditions.
Les fonctions f € C2°(R, R) jouent, dans la théorie des distributions, le role des “fonctions
test”.

Revenons maintenant aux notions de convergence de suites de fonctions.

11.5. Définition. Pour une fonction f: M — K (ou K =R ou C), on pose

1 £lloo = sup{|f(2)] | € M} = ESEU(SU)l € RU {+o0}.

Le lemme 10.4 dit alors :

fn converge uniformément vers f si et seulement si lim || f — fu|loo = 0.
Remarquons aussi que ||f|lc < C ssi Vo € M: |f(z)] < C, ainsi || f]lec < 00 ssi f €
B(M,K) (i.e., f est bornée).
11.6. Proposition. L’application B(M,K) — R, f +— ||f|lc est une norme (dite la

norme sup).

11.7. Définition (rappel). Soit V' un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur
V est une application V- — R, f — | f|| telle que
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(N1) pour tout f € V., [[f]lc > 0, et | f[| =0 ssi f =0
(N2) pour tout £ € V et A € K, [Af e = Al

(N3) pour tout f,g €V, [[f + glloo < [[flloc + llgloc-

Un espace vectoriel normé (e.v.n.) sur K =R ou C est un espace V' muni d’une norme.

Exercice. Sur V' = K", on a une norme ||z| = max |z;|. Expliquer le lien avec
=1y
I'exercice 11.3 !

11.8. Théoréme. (“Critére de Cauchy uniforme”) Soit f, : M — K une suite de
fonctions. Alors sont équivalentes :

(1) fn converge uniformément vers une fonction f ;

(2) pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n,m > N, || fr — fimlleo < €.

Complétude ; espaces de Banach

Une suite de fonctions (f,)neny peut étre vue comme une suite d’éléments de ’espace
vectoriel F(M,K). Ainsi le point de vue de suites a valeurs dans un espace vectoriel
généralise la notion de suite de fonctions. Il s’avére que ce point de vue est trés utile,
et il permet de mettre en relief une propriété qui est fondamentale pour l'analyse : la
complétude. D’abord, on définit des suites et séries convergentes comme dans R ou C :

11.9. Définition. Soit (V| - ||) un e.v.n. Une suite (v,)nen d’éléments v, € V est
dite convergente (en norme) s'il existe v € V' tel que lim,,_ ||v, — v| = 0. Cet élément
est alors forcément unique, et on le note v = lim, ., v,. Une série & valeurs dans V,
de terme général u,, € V', est la suite de ses sommes partielles S, = ZZZO u. Elle est
dite convergente si la suite (5,)nen converge, et on note alors ZZO:O Uy, = lim,,_ o S, sa
limite. Une suite de Cauchy dans V' est une suite (vy,),en telle que

Ve>0:dN e N:Vm,n> N : |vn — vl < €.

11.10. Lemme. Toute suite convergente (v,)nen dans un e.v.n. V est une suite de
Cauchy.

11.11. Définition. Un e.v.n. (V,||-||) est dit complet ou : un espace de Banach, si toute
suite de Cauchy converge dans V. (Remarque : si V n’est pas complet, il existe une suite
de Cauchy qui ne converge pas ; on peut alors dire que V' a un “trou” a I’endroit ou la
limite devait se trouver — comparer avec Q qui a un “trou” en /2.)

11.12. Théoréme. Soit K = R ou C et soit M un ensemble. Alors [’espace des fonctions
bornées B(U,K), muni de la norme || - ||, €st un espace de Banach.

11.13. Théoréme. Soit K = R ou C et U une partie de R™ ou de C*. Alors V =
B(U,K)NC(U,K) (ensemble des fonctions bornées et continues), muni de la norme || ||,
est un espace de Banach.

11.14. Exemples et contre-exemples.

(1) Les espaces R™ et C" muni de la norme ||z| = max |z;| sont complets.
i=1,...,n
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(2) Soit I =] —1,1] et V = C*>(I,R) N B(I,R) l'espace des fonctions bornées et lisses
sur I, muni de la norme || - ||». C’est un e.v.n., mais il n’est pas complet : la suite
fa(@) = /22 4+ 25 (cf. 10.9 (3)) est bien une suite de Cauchy (exercice !), mais sa limite

f(z) = |z| n’est pas lisse, donc n’est pas dans V. Ainsi la suite n’a pas de limite dans V!

La théorie des suites et séries a valeurs dans un espace de Banach ressemble en grande
partie celle des suites et séries numériques complexes. Une raison en est que la relation
entre convergence et convergence absolue est la méme qu’avant (avec méme preuve) :

11.15. Définition. Une série de terme général w, dans un e.v.n. V est dite
. P ’g o0
absolument convergente si la série réelle Y - ||uy|| converge.

11.16. Théoréme. (Convergence absolue) Si une série de terme général u, dans un
espace de Banach (V)| - ||) est absolument convergente, alors elle est convergente.

En particulier, pour I'espace de Banach V = B(U, K), cela implique :

11.17. Corollaire. Soit f, : M — K une suite de fonctions bornées telle que la série
réelle Y " || fulloo converge. Alors la série des sommes partielles F,, == >} _, fx converge
uniformément vers une fonction limite F.

Sous ces conditions, on dit que la série de fonctions )" - f, converge normalement.

Chapitre 12 : Séries de Fourier — notions de base

Les questions suivantes sont a l'origine de la théorie de Fourier. Rappelons (déf. 5.10)

12.1. Deéfinition. Une fonction f : R — K (ou K = R ou C) est dite périodique,
de période L > 0, si

Ve eR: flz+ L) = f(x).

La fonction g(x) := f(Lz) est alors périodique de période 1 ; ainsi on peut toujours se
ramener au cas L = 1. Par exemple, les fonctions trigonométriques

ci(t) := cos(2mkt), sg(t) :=sin(2mkt), ex(t) := exp(2mikt)

avec n € 7, sont périodiques, de période L = 1 : ce sont des “tonalités pures”, ou “ondes
monochromatiques”, i.e., des ondes d’une seule fréquence % (et de longueur d’onde %)

Les deux questions suivantes sont motivées par la physique :

(a) |Euler, Bernoulli, ~ 1750] Peut-on développer une fonction f : R — R, périodique de
période L, en une “superposition” (somme ou série) de tonalités pures

= 2mnx = . 2mnx
f(x)zgancos( 7 )+;bnsm( 7 ) ?

Puisque e = cos(t) + isin(t), on peut reformuler la question : peut-on développer une
fonction f: R — C, de période L, en une “superposition”
(0.)
2mwinx
f(x) = Z cpe L7

n=—oo
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(b) [Fourier, 1807] Peut-on développer une fonction f : R — C quelconque en une

“superposition continue” (une intégrale) de tonalités pures

flz) = /OO e g(t)dt 7

—0o0

Dans les deux cas, la réponse est positive, sous des hypothéses assez générales sur f.
De plus, il existe des formules relativement simples pour trouver les coefficients a,, b,, ¢,
(coefficients de Fourier), resp. la fonction g (transformée de Fourier). C’est le début d’une
théorie trés riche et féconde, 'analyse harmonique (un autre domaine de recherche présent
a Nancy). La transformée de Fourier fera 'objet d’un autre cours. Ici, nous n’abordons
que des notions élémentaires concernant la question (a). Nous supposerons que L = 1.

12.2. Lemme. Sommes, multiples et produits de fonctions périodiques sont périodiques,
de meéme période. L’ensemble F(R/Z,K) :={f : R = K|Vx e R: f(z) = f(z + 1)} est
ainsi un espace vectoriel et une K-algébre.

12.3. Définition. Un polyndéme trigonométrique complexe est une combinaison linéaire
finie de fonctions ey, i.e., une fonction de la forme

flz) = Z crer(x) = Z cpe2mike

kesS kesS

ol S C Z est un ensemble fini et ¢, € C. Un polynéme trigonométrique réel est une
combinaison linéaire finie de fonctions c; et s, i.e., une fonction de la forme

f(x) = arsi(z) + ) byey(x)

kes kes’

ou S, 8" C N sont des ensembles finis et aj, by € R. On note P(R/Z,K) 'ensemble des
polynémes trigonométriques complexes (K = C), resp. réels (K = R).

12.4. Exemple. (Le “noyau de Dirichlet”.) Pour n € N fixé, soit

sin((2n+1)wt) sit ¢ 7

1) = Dn t) ‘= { sin(7rt)
I Q 2n+1 siteZ.

En utilisant la somme géométrique, on montre que f(t) = > 7 ex(t). Ainsi D, est
un polyndéme trigonométrique. Pour un dessin des graphes de Di,..., Dy, cf. http:
//en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_kernell

12.5. Lemme. Les ensembles de fonctions suivants sont des sous-algébres de F(R/Z; K)
(ot K=R ouC) :

(1) C(R/Z,K) := F(R/Z,K) N C(R,K) (fonctions périodiques continues) ;

(2) C*(R/Z,K) := F(R/Z,K) N C*(R,K) (fonctions périodiques de classe C*) ;
(3) C*(R/Z,K) := F(R/Z,K) N C¥(R,K) (fonctions périodiques analytiques) ;
(4) P(R/Z,K) (polynomes trigonométriques)

(5) R(R/Z,K) fonctions Riemann-intégrables périodiques.
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12.6. Lemme. Pour f,g € R(R/Z,K), posons

(f,9) = /O F(t)g(t) dt.

Ceci définit une forme sesquilinéaire hermitienne sur R(R/Z,K).  Sur les espaces
C(R/Z,K), C*(R/Z,K), C*(R/Z,K) et P(R/Z,K), cette forme est positive, et y définit
ainsi un produit scalaire .

12.7. Théoréme (Relations d’orthogonalité). Pour les fonctions s,, c,, e, définies
ci-dessus, on a (avec 0;; =1 sii =7, §;,; =0 si i # j, le symbole de Kronecker) :

Vn, meZ: <en; em> - 6n,m7
. 1
Vn,meN*:  (s,,8,) = §5n7m, (SnyCm) =0, {(Ccp,Cp) = §5n,m7 (co,c0) = 1.

12.8. Corollaire. Dans l’espace vectoriel F(R/Z,C), la famille (€,)nez est libre, et dans
Uespace F(R/Z,R), la famille (Cp, Sy )nenmen+ est libre.

Rappelons qu'une base est une famille libre et génératrice. Les familles du corollaire précé-
dent, sont-elles génératrices 7 Elles le sont dans P(R/Z,K), par définition des polynémes
trigonométriques, mais non dans les autres espaces.

12.9 Lemme. Soit f € P(R,Z,C). Alors f s’écrit, de fagon unique, comme somme finie

= chek = Z(f, ek>ek-

kesS kesS

En effet, si f =}, g crey, alors

(f,en) = ch<ek,en> =C,.

kes
Idem, si f = > co@nCn + Y, cq DusSn, alors a, = 2(f,cy), by, = 2(f,sn) et ag = (f, 1).
Ceci motive la définition suivante pour une fonction “quelconque” :

12.10. Définition. Soit f € R(R/Z,C). Ses coefficients de Fourier (complezes) sont,
pour n € 4,

cn(f) = (f,en) = /0 f(t)e 2t qt.

Si f € R(R/Z,R), on définit les coefficients de Fourier réels, pour n € N*, par

ao(f) == {f.co) = / F(0)dt,

an(f):=2(f,cn) = 2/0 f(t) cos(2mnt) dt,

bo(f) :==2(f,sn) = 2/0 f(t)sin(2mnt) dt .

Noter que co(f) = ao(f) est la moyenne de f sur une période. Le spectre de f est
Uensemble {n € N|c,(f) # 0} des fréquences intervenant dans f.
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Exemple. Si f = D,, est le noyau de Dirichlet, son spectre est S = {—n,...,n}. Si f =e,
alors S = {n}.

Dans la suite, nous utiliserons souvent la remarque suivante : si f est périodique, alors la
relation de Chasles implique que, pour tout y € R,

/Olf(t)dt=/yl+yf(t)dt=/01f(t—y)dt

ainsi ¢, = f_1ﬁ2 ft)e ?™mtdt, a, = f 12 f(t) cos(2mnt) dt et b, = f_lﬁz f(t) sin(2mwnt) dt.

Par conséquent, si f est paire, alors b, = 0 et 2¢, = a,, si f est impaire, a, = 0 et
2¢,, = ib,,.
12.11. Théoréme (Régles de calcul). Soient f,g € R(R/Z,C). Alors :

(1) cx(f +g) = er(f) + cx(g), ex(Af) = Aex(f) ;

(2) si f est de classe C* : cp(f") = 2mik - cp(f) ;

(3) soit 7,f(t) = f(t +y) la translatée de f pary, alors cx(1,f) = e*™ ke (f) ;

(4) soit (f % g)( fo g9(y)dy (convolution), alors c(f * g) = cx(f) - ck(g) ;

(5) si f est réelle (i.e., f = f), alors c,(f) = cn(f) ;

12.12. Exemples. Dans la suite, on définit f pour ¢ € [0,1], et on prolonge par
périodicité. On demande au lecteur de dessiner le graphe de f pour chaque exemple !

(1) “La scie”. f(t) = (5 —t). La fonction est réelle et impaire ; elle n’est pas continue.

Coefficients de Fourier : by(f) = —2icy,(f) = 1 pour k > 0 (intégration par parties).

(2) “La chaine parabolique”. g(z) = 7%(2? —z + ¢) sur [0, 1[. La fonction est réelle et
paire ; elle est continue, et de classe C! sur |0, 1[. Sa moyenne sur [0, 1] est 0.
Coefficients de Fourier : ¢o(g) = ao(g) =0, ax(g) = 2¢,(g) = 75 pour k > 0.

(3) “La bosse rectangulaire”. Soit a € [0, 1] fixé et h(x) =1si0 <z < a, h(z) =0 si

a < z < 1 (fonction indicatrice de [0, a[). La fonction est réelle et non-continue.
—27ika

Coefficients de Fourier : ¢o(h) = a, ¢x(h) = ¢ L pour k € Z*

(4) “La bosse rectangulaire translatée”. hg(m) = Tu2h (indicatrice de [—a/2,a/2]).
La fonction est réelle et paire.
Coefficients de Fourier : ¢o(hg) = a, cx(hs) = Sm(ﬂka pour k € Z*.

12.13. Remarque. Si f est périodique de période L, par le changement de variable

2’ := Z on se raméne & une fonction de période 1 dont les coefficients de Fourier sont

L
1 L 2wkt

2 [* 2mikt 2 [* 2wkt
ak—z/o f(t) cos( 7 ) dt, bk—Z/O f(t)sm(T)dt
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Chapitre 13 : Séries de Fourier — Convergence

Nous allons maintenant attaquer le “probléme fondamental” de la théorie de Fourier :
sous quelles conditions peut-on écrire une fonction périodique f comme somme ou série
Y nez Cn€n de fonctions trigonométriques ?

13.1. Définition. Soit f : R — C une fonction 1-périodique et intégrable. La
série de Fourier de f est la série de fonctions >~ _ ¢x(f)ex. Autrement dit, c’est la
suite de ses sommes partielles

N

Sn(f) =Y alfex.

k=—N

Le “probléeme fondamental” s’énonce alors : pour quelles f, la série de Fourier converge-
t-elle 7 et si oui, converge-t-elle vers f, et dans quel sens la convergence a-t-elle lieu ¢
Avant d’aborder la théorie générale, il sera utile d’étudier “4 la main” ces questions pour
les exemples 12.12.

13.2 Exemples.

(0) Le noyau de Dirichlet. Si f est un polynéme trigonométrique, alors Sy f = f pour
tout N suffisamment grand, donc S,, f converge vers f simplement et uniformément. Par
exemple, c’est le cas si f = D, est le noyau de Dirichlet (exemple 12.4).

(1) La scie. Proposition : Soit 1/2 > 6 > 0. Alors, on a convergence uniforme pour tout
xe[d1—4]:

Pour la preuve, on regroupe, dans le noyau de Dirichlet D,, = > e, (exemple 12.4),
les termes e, + e_y, :

D,(t) =2 Z cos(2mkt) + 1,
k=1

et on intégre les deux membres entre % et x. On montre que le membre de gauche,
F.(z) := [{ D,(t)dt, tend uniformément, pour z € [5,1 — §], vers 0 si n — oo: en effet,
2

cos(m(2n + 1)t)
(2n+ 1)m

cos(m(2n + 1)t)1=
2n+1)m 11

2

dt— | h(t)

F,(z) = [E h(t)sin(m(2n+1)t) dt = /z h'(t)

[

2 2

avec la fonction h(t) = ﬁ qui est C* sur ]0, 1[. Ainsi h et A’ sont bornées sur [d,1 — 4],
et il s’ensuit que |F,(x)| — 0 pour n — oo, uniformément en z € [4,1 — 4], et donc

—~ [° v — sin(2mk 1
OzlimZ/ 2cos(27rkt)dt+/ 1dt:ZM+x——.

n—oo P} 1/2 1/2 1 7T]€ 2
Remarque. Pour x = 0 et z =1, > 7, Sin(gk“kx) = 0. On a donc convergence simple

de Sy(f) sur [0,1], mais la convergence n’y est pas uniforme — sinon la limite serait
continue, ce qui n’est pas le cas. De plus, si N devient grand, Sy (f) présente de plus
en plus nettement un “ressaut” (d’environ 9 pour cent du saut de f) prés des points
de discontinuité de f : c’est le phénomeéne de Gibbs, cf. exercice en TD, et pour une
illustration : http://fr.wikipedia.org/wiki/Phénoméne_de_Gibbs.
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(2) La chaine parabolique. Proposition : On a convergence uniforme pour x € [0, 1]:

2. cos(2mkx 1
Z%:#(ﬁ—wg).

k=1

Pour la preuve, on pose G(t) := 570 <C) = Comme 37, A 72 < 00, cette série est nor-

k2
malement convergente. De plus, d’aprés I'exemple précédent, sur [, 1—0], > 2—( C(’S(]f—;kt))

converge uniformément. Le théoréme 10.10 implique que G est de classe C! et qu’on peut
dériver terme a terme. Ainsi 'exemple précédent implique que G'(t) = 72(2t — 1) sur
0,1 — 5] donc G(t) = 7*(t* — t) + C. La constante C' est déterminée en observant que
fl Gt)dt =>2, fl cos( 27”“) dt = 0. Ainsi on trouve que C' = =,

Bonus. Puisque G est continue, il faut que G(0) = C. Cela démontre la relation

2

Y=t (B)
k=1

Cet exemple se généralise :

13.3. Théoréme. Supposons que la série Y .- ¢, converge absolument (i.e.,

By oo Son_ |cx| existe dans R). Alors S0 cxe®™** converge normalement, donc
uniformément, vers une fonction continue f. De plus, on a c(f) = ¢, pour tout k € Z.

Application aux séries > (erzk) pour n > 2, cf. TD.
k=—00,k#0

(3) La bosse rectangulaire. Proposition. Soit h la bosse rectangulaire (exemple 12.12
(3)). Alors la série de Fourier de h converge simplement vers h en tout point o h est
continue, et la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé qui ne contient pas de
point de discontinuité. En effet, soit f; la scie et fo(t) = fi(1 —t) (“scie opposée”), puis
f3(t) = fo(t + a) sa translatée. Des résultats analogues de (1) restent vraies pour fo et
f3, et aussi pour f; + f3. Or, a des constantes prés, f; + f3 est une bosse rectangulaire.
L’affirmation est donc une conséquence de (1). (Remarque. Le phénomeéne de Gibbs se
présente également pour cet exemple.)

Les exemples montrent qu’en général on n’aura pas convergence uniforme de Sy f vers f.
Cela nous améne a chercher d’autres notions de convergence qui sont plus adaptées :

13.4. Définition. Pour f € R(R/Z,C), soit

[fll2 =/, f) = \f )|?dt.

On dit que f, converge vers f au sens L? ou : en moyenne quadratique, si ||f, — f|l2 — 0
(n — o0), autrement dit, si '’écart moyen quadratique entre les graphes de f, et de f
tend vers zéro. Remarque : la “norme” ||f|| = || f|| satisfait les propriétés

(N1) [[f][ =0

(N2) [AfI] = [A[f]] pour A € C;

(N3) 1f +gll < [I£1] + [lgll-

Pour les fonctions continues, il s’agit ici de la norme euclidienne associé au produit scalaire
(f,g) sur C(R/Z,C) (lemme 12.6). La preuve de (N3) n’est pas triviale : elle suit ex-
actement celle de la preuve de l'inégalité triangulaire dans un espace vectoriel euclidien
quelconque (cours d’algebre linéaire, admis ici).
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13.5. Théoréme (Inégalité de Bessel). Pour tout f € R(R/Z,K), on a

1f = Sa(HI5 = IIFII — Z ek (I

k=—n

et done > p_ ex(N)? < |Ifl3- I s’ensuit que

Z lex (N < 1113,

k=—o00

o0
et qu'on a égalité > |cx(f)I? = ||fII5 st et seulement si S, (f) — f au sens L.

k=—0oc0
La preuve vient d’un calcul direct de (f — g, f — g) avec g = >, _  ci(f)ex.

13.6. Remarque (“Lemme de Riemann-Lebesgue”). Si f est Riemann-intégrable,
elle est bornée, donc || f||3 < oo, donc Y oo |ex(f)]? < oo, donc on a Jim a(f) = 0.

13.7. Exemples. Reprenons les exemples du chapitre précédent :

(1) La scie. Proposition : Soit f(t) = n(5 —t) la “scie” (exemple 12.12). Alors
Su(f) — f (n — o0) au sens L*. En effet, on vérifie par un calcul direct la condi-
tion 300 |en( )P = If]13 : dune part || f|3 = [, 72(2 —t)>dt = T, D’autre part, en
utilisant (B),

e} e} 1

> lalhP = Zr =23 =5 =W

k=—o00 =—00

(2) La bosse rectangulaire. Proposition : Soit h = 14 la fonction définie dans
Uexemple 12.12. Alors S,(h) — h (n — 00) au sens L?. On peut voir ceci comme une
conséquence de (1), ou en vérifiant la condition > ;7 _ |cx(h)[* = ||h]|3 par un calcul
direct : d’une part, ||h||3 = [, dt = a. D’autre part,

}6*2”’““ — 12 1—cos(2nka)

2 2 . 2 _
leo(h)|* = a®, VEeZ": |e(h)]” = 5T = 5272

Donc, en utilisant 'exemple 13.2 (2),

= — cos(27ka) 5 1 9 1 5
k2m|ck<h) —a +2Z s =0t (@ —at ) =a=|hl;.

Le résultat est donc vérifié pour h, mais par translation aussi pour toute “bosse translatée”
(car [[myhll3 = [|R]13 et |ex(ryf)I? = ler(f)|* pour tout y € R).

(3) Fonctions escaliers. Rappelons qu’une fonction escalier est une combinaison
lin¢aire finie f = . a;1; ou I; C [0,1] est un intervalle. Du (2) on déduit que la
aussi, S,,(f) — f au sens L.

13.8. Théoréme (Convergence L?). Si f € R(R/Z,C), alors S,(f) — f (n — o0) au
sens L2. Il s’ensuit que que [’inégalité de Bessel devient une égalité (égalité de Parseval)

S e = / )P dr.

k=—o00
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La preuve utilise ’exemple précédent : rappelons qu’une fonction f est R-intégrable si,
pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier bt et h~ telles que

1
h™ < f<ht, / (R —h7)(t)dt < e.
0

Une telle fonction f est est bornée. Soit € > 0 donnée. Sans perte de généralité, on peut
supposer que f est bornée par la constante 1. Alorson a g:= f —h™ >0, et

1f = Sa(Pllz=IIf =h™ =Su(f =h7) + 7" = Su(h7)]l2 < lg = Su(@)ll2 + [P~ = Su(h7)]2

D’aprés l'exemple 13.7 (3), il existe N tel que pour n > N le deuxiéme terme devient

plus petit que 5. Le premier terme est majoré, d’aprés Bessel (thm. 13.5), par [|g|s =

\/fol lg(t)]2dt < \/e. Ensemble, cela implique que S, (f) — f au sens L.

13.9. Corollaire. (Unicité). Soient f et g continues et périodiques. Si f et g ont
mémes coefficients de Fourier, alors f = g.

En effet, on aura alors ||f —g||3 = > 00 |ex(f — g)]> =0, et, comme f — g est continue,
cela entraine que f = g (Lemme 12.6). Une autre facon d’énoncer ce corollaire est : Si f
est continue et telle que (f,ex) = 0 pour tout k € Z, alors f = 0. En langage d’algébre
linéaire, cela veut dire que le supplémentaire orthogonal de vect(eg)rez est nul, les (ey)
forment un “systéme total” de vecteurs : dans un sens & préciser, il s’agit d’un systéme
générateur (“base hilbertienne”).

Voici sans preuve quelques autres résultats (cf. aussi TD) :

13.10. Théoréme d’approximation de Weierstrass. Soit f : R — C continue et
périodique et soit e > 0. Alors il existe un polynome trigonométrique P tel que || f—P|loo <
e. (On dit : les polynomes trigonométriques sont uniformément dense dans C(R/Z,C).)

13.11. Théoréme (Dirichlet). Soit f périodique et dérivable par morceaux sur [0,1];
en particulier, pour tout x € [0, 1], les limites a gauche et a droite f(x™) et f(x™) existent.

Alors _ i
i (5,110 — TE) G

n—00 2

En particulier, (S,f)(z) converge vers x en tout point o f est continue.
Finalement, quelques remarques et références pour conclure.

(1) Pendant longtemps, on croyait que, si f est continue (mais non C' par morceaux),
alors S, f converge toujours simplement vers f. Or, c’est faux : un contre-exemple a
été donné en 1873 par Du Bois Raymond. La question de décrire ’ensemble des x pour
lesquels S, f(z) converge est difficile : des résultats profonds dans cette direction ont été
obtenus par L. Carleson, J.-P. Kahane et autres, dans les années 60. Voir, pour un survol,

http://fr.wikipedia.org/wiki/Série_de_Fourier

La théorie de l'intégrale de Lebesgue est un outil indispensable pour étudier ce genre de
questions, et pour la théorie L? en général.

(2) La théorie de Fourier a donnée lieu & une branche mathématique dite analyse
harmonique. Une ’observation basique est ici le fait que le fonctions périodiques
s'identifient avec des fonctions définies sur le groupe du cercle S*:
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13.12. Lemme. Si f : R — K est périodique, alors la fonction
fb . Sl N K, e27rit N f(t)
est bien définie. Réciproquement, si F': S' — K est une fonction, alors la fonction R — K

définie par F¥(t) := Foei(t) = F(e*™) est périodique. Ainsi f — f° définit une bijection
entre F(R/Z,K) et F(S*,K). On résume la situation par le “diagramme commutatif”:

R - K
e1l /F

Sl

Ainsi les fonctions périodiques doivent étre vues commes de fonctions f : S — C, définies
sur le cercle S'. De méme, on voit les coefficients de Fourier comme une fonction ¢ : Z —
C, k — ¢, définie sur les entiers Z. On remarque que (S',-) et (Z,+) sont des groupes.
On dit que les groupes S! et Z sont des groupes duauz l'un de ’autre : 'application

Sl X 7 — (CX, (u’ k)) — (627rit7 k)) — €2m‘kt — uk

est un peu comme un produit scalaire, faisant apparaitre I'un comme 1’ “espace dual” de
'autre. Le groupe Z est un “groupe discret” (dénombrable), et le groupe S* est un “groupe
compact” (fermé et borné). Dans la théorie de la transformée de Fourier, qui est une sorte
de “version continue” de la théorie qu’on vient de voir, la paire de groupes duaux (S*,Z)
sera remplacée par la paire de groupes duaux (R,R) : les coefficients de Fourier seront
remplacés pas l'intégrale de Fourier, pour une fonction f : R — C non-périodique,

f) = [ " fa)e e

Finalement, dans une vaste généralisation, on étudie les paires (G, G), formée par un
groupe G et son “dual” G. Voici deux introductions élémentaires a ce cercle d’idées

A. Deitmar, A First Course in Harmonic Analysis, Springer, New York 2005,
J. Faraut, Analyse sur les groupes de Lie, Calvage et Mounet, Paris 2003.

Chapitre 14 : Intégrales impropres

L’exemple de l'intégrale de Fourier ci-dessus montre qu’en analyse il faut disposer d’une
définition d’une intégrale sur un intervalle quelconque, comme [0, o], |0, 00, | — 00, 00].
Nous commengons par rappeler la notion “élémentaire” d’intégrale (de Riemann), connue
du cours de L1/L2, que nous appelons “intégrale simple”. Ensuite, nous allons étendre
cette notion, de la méme maniére que la notion d’une série étend la notion simple de
somme finie.

14.1. Définition. Nous appelons intégrale simple l'intégrale de Riemann fab f(t)dt
d’une fonction f : [a,b] — R Riemann intégrable sur un intervalle fermé borné (=
intervalle compact). Les propriétés les plus importantes de cette intégrale simple sont :

1) la régle de Chasles : sia < ¢ <b, [0 f(t)dt = [ f(t)dt + [ f(t)dt,
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2) la linéarité : [*(f + g)(t)dt = [* f(t)dt + [ g(t)dt et [*Af(t)dt = X [ f(t)dt
3) la croissance : si f < g (i.e.: Vt € [a,b]: f(t) < g(t)), alors fab f(t)dt < fabg(t)dt
4) la normalisation : fab ldt =b—a.

Rappelons enfin que, si f est a valeurs complexes, alors on définit

/f t)dt _/ R(f dt+z/b<‘(f(t))dt.

Nous ne savons pas encore intégrer des fonctions sur un intervalle ouvert ou non-borné.
Par exemple, I'intégrale de la fonction f(t) = 1/+/t sur l'intervalle semi-ouvert ]0, 1] n’est
pas définie. Mais, I'intégrale sur U'intervalle fermé [e, 1] est définie pour tout 0 < e < 1,
et elle vaut 2 — 2¢. On fera alors tendre ¢ — 0, et la valeur de 'intégrale tend alors vers

2, et on définira alors fol \d/—t{ := 2. Voici la définition générale :

14.2. Deéfinition. Soit —co < a < b < oo et f : [a,b[— R une fonction telle que, pour
tout ¢ €]a, b], I'intégrale simple [ f(¢) dt existe. Sila limite

/bf(t) dt = liny Cf)di

existe, on lappelle l'intégrale impropre de f sur [a,b]. De la méme facon, on définit
I'intégrale impropre si —o0o < a < b < oo. Finalement, si f est définie sur un intervalle
ouvert |a, b[, on choisit xy €]a,b[, et on définit

/abf(t) dt = / F(#) dt+ /z:f(t) dt

si les deux intégrales impropres [ f(t) dt et f;o f(t)dt existent. (Remarque : la valeur
de l'intégrale ne dépend pas du choix du point xy €]a,b]. En effet, c¢’est une conséquence
directe de la régle de Chasles.)

14.3. Quelques exemples pour lesquels un calcul direct montre ’existence d’une intégrale
impropre. On calcule d’abord l'intégrale sur un intervalle compact, et on passe a la limite:

(0) fol ett_ldt existe : en effet, la fonction admet un prolongement continu sur 'intervalle

fermé [0, 1]. De maniére générale, si f est une fonction qui se prolonge en une fonction
continue sur un intervalle compact [a, b], alors I'intégrale simple f; f(t) dt coincide avec la
nouvelle définition de I'intégrale impropre, i.e., fab f(t)dt =lime_, [ f(t)dt. (Exercice.)
(1) fol t*dt = 7 (existe ssi a > —1)
(2) [t dt = — 15 (existe ssi v < —1)
(3) [yT e dt = L (existe ssi o > 0)

o 1 .
(4) ffoo 1+t2 dt =m
(5) Supposons que ffooo f(x)dx existe. Par un changement de variables, on a pour les
intégrales simples f: flx+N)de = f:;
on obtient I'invariance par translation

VAER: /Zf(x—i—)\)dx:/j;f(x)dx
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f(x)dx, et en passant a la limite des deux cotés,




De la méme fagon, on montre que, pour A € R*,

[~ i, [ [rort [t [k

Il est utile de retenir la méthode utilisée pour ’exemple précédent — il ne faut pas appliquer
“a l'aveugle” les régles de calcul usuelles (intégration par parties, changement de variable,
linéarité de 'intégrale,...) : ces régles sont valables pour les intégrales simples (usuelles) ;
on les applique avant de passer a la limite; puis il faut examiner cas par cas si, oui ou non,
on peut passer a la limite. Les régles de calcul usuelles ne sont pas toujours directement
appliquables aux intégrales impropres ! — Pour d’autres exemples, on utilise souvent le
critére suivant :

14.4. Théoréme. Soit f : [a,b[— R une fonction telle que, pour tout ¢ € [a, b[, l’intégrale
simple facf(t)dt existe, et soit g : [a,b[— R une fonction positive telle que lintégrale
impropre f;g(t) dt eziste, et soit |f(t)| < g(t) pour tout t € [a,b]. Alors lintégrale
. b . .
impropre [ f(t)dt existe aussi.

14.5. Quelques exemples ot on applique ce résultat.

(1) Soit f(t) = e~*. Posons g(t) := e~*. Pour t > 1 on a f(t) < g(t), et ainsi [[“e " dt
existe. On en déduit que [ e~ dt existe aussi (intégrale de Gauss). Cette méthode ne
donne pas la valeur de cette intégrale (qui est /7).

(2) Liintegrale [, Sii(t) dt existe (intégrale de Dirichlet). En effet, remarquons d’abord
que la fonction h(t) := sint(t)

(4)). Ainsi l'intégrale fol h(t)dt ne pose pas de probléme. Il suffit donc de montrer
que floo h(t) dt existe. Soit ¢ > 1 et effectuons une intégration par parties :

/16 sint(t) dt = cos(1) — cos(e) _ /16 cos(?t) dt.

c t2

se prolonge de fagon continue au point 0 (exemple 8.5

Sur [1, o0], la fonction f(t) := CO;(t) est majorée par g(t) := 7, et le théoréme permet de

passer & la limite ¢ — +o0, ainsi [ % dt = fol % dt + cos(1) — [° Cotsg(t) dt. Comme

ci-dessus, la méthode ne donne pas la valeur de I'intégrale (qui est 7).

(3) Soit > 0. Alors l'intégrale impropre suivante existe (fonction Gamma):

[(x) ::/ e dt.
0

Par une intégration par parties sur Uintervalle [a, b], puis en passant & la limite a — 0,
b — o0, on obtient que, pour x > 0,

Fx+1)=aT(z).

Comme I'(1) = [ e~"dt = 1, il s’ensuit que I'(n + 1) = n! pour tout n € N. Ainsi I'(z)
est une interpolation de la factorielle. Remarque : la méme intégrale existe aussi pour
tout z € C avec Rz > 0 car [t*T~! = t*~! pour t € RT.

(4) Soient z,y € C tel que Rz > 0 et Ry > 0. Alors I'intégrale impropre suivant existe
(fonction Béta):

B(x,y) ::/0 "1 — )yt
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Un changement de variables montre que ((z,y) = (y,z). En écrivant I'(z)['(y) comme
une intégrale sur (RT)? et en y faisant un changement de variables, on montre que

D(z)T(y) = Bz, y)T(z +y).

14.6. Définition. On dit que f; f(t) dt est absolument convergente si 'intégrale impro-
pre fab |f(t)| dt existe.

Le théoreme 14.4, pour g(t) = |f(t)|, implique qu’alors l'intégrale impropre fab f(t)dt
existe. L'intégrale [;* Slr;(t) dt est un exemple d’une intégrale semi-convergente (elle existe,
mais ne converge pas absolument — exercice). Un certain nombre de remarques du chapitre

9 sur les séries semi-convergentes s’applique également aux intégrales semi-convergentes.

14.7. Théoréme. (Comparaison série — intégrale.) Soit f : [1,00[— R* une
fonction monotone décroissante. Alors sont équivalents :

(1) Uintégrale impropre [ f(t)dt ewiste ;
(2) la série Y7, f(n) converge.

Dans ce cas, on a
[ swa<> s <+ [ s,

14.8. Exemple. Soit s € R tel que s > 1. Aors f(t) := ¢t~ est décroissante. On a vu
(exemple 14.3 (2)) que [, f(t)dt existe. Le théoréme implique alors la convergence de

o0

) =D

ns’
n=1

On en déduit la convergence de la série définie par la méme formule pour un nom-
bre complexe s tel que Rs > 1. La fonction s +— ((s) ainsi définie est la fameuse
fonction zéta de Riemann.

14.9. Exemple (“Intégrales de Bertrand”). (A) L’intégrale

2
/ % log t|” dt

0

[

existe si, et seulement si, on est dans un des deux cas suivants : (i) a > —1, ou (ii)
a=—1,et f < —1. (B) L'intégrale
/ t* log t|” dt

2
existe si, et seulement si, on est dans un des deux cas suivants : (i) a < —1, ou (ii)
a=-1et < —1.

Les affirmations (A) et (B) sont équivalentes entre elles, par un changement de variable.
On peut voir 14.9 comme un corollaire du fait correspondant pour les séries de Bertrand
(cf. exercice en examen partiel !), ou donner une nouvelle preuve de 14.9 reposant sur le
critére suivant (cf. feuille 2 de TD) :
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14.10. Théoréme (Equivalence). Soit f et g deuw fonctions continues sur [a, b,
telles que, au voisinage de b, la fonction g soit de signe constant et

F(z) ~p glx) e, lim f(z)

) -

b
Alors les intégrales / g(x)dx et/ f(z)dx sont de méme nature (i.e., l'une existe si et

seulement si 'autre existe).

Chapitre 15 : Intégrales dépendant d'un paramétre

Nous avons étudié des séries qui dépendent d’un “paramétre” : une série de fonctions
>, fn(z) n’est rien d’autre qu'une série dépendant d'un “parameétre” = Sous certaines
conditions, la dépendance du paramétre x est continue ou méme différentiable (chapitres
7 et 10).

Pour les intégrales, la situation est exactement la méme : soient, dans toute la suite, I et
J deux intervalles et

FiIxT =R, (n1)— f(x,1)
une fonction. Nous écrivons aussi f,(t) := f(x,t) ; ainsi, pour tout x € [ fixé, f, : J - R

est une fonction dépendant du paramétre x. Supposons que, pour tout x € I, l'intégrale
(simple ou impropre) f 5 f2(t) dt existe. Que peut-on dire alors de la fonction

F:I1—-R, z— F(x /fx tydt 7

Sous quelles conditions est-elle continue 7 Sous quelles conditions est-elle différentiable?
Les réponses a ces deux questions sont légérement différentes selon les deux cas “J com-
pact” (intégrale simple) ou “.J non-compact” (intégrale impropre), elles donnent donc lieu
a 2 x 2 résultats. Nous énongons d’abord ces 4 résultats (dans tous les cas, il s’agit encore
de conditions suffisantes qui permettent d’échanger deux procédés de limite), puis nous
discutons quelques exemples et expliquons finalement les méthodes des preuves :

15.1. Théoréme. Soit J = [a,b] un intervalle compact et f : I x J — R une fonction.

(1) Supposons que f est continue. Alors F : I — R, x — fJ fo(t)dt est continue.
Autrement dit, pour tout v € I,

b
lim [ f(y,t)dt = lim F(y) / f(z,t)dt = / hrrif(y,t)dt

Yy—x a Yy—x

(2) Supposons que f est continue et que la dérivée partzelle (x t) existe et est continue.
Alors F I >R, z— fJ fo(t)dt est de classe C', et “on peut dériver sous le signe

somme” ; , >
:%(/ f(x,t)dt) :/ g(:p,t)dt

15.2. Théoréme. Soit J un intervalle quelconque et f: I x J — R une fonction.
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(1) Supposons que f est continue et qu’il existe g : J — R telle que, pour tout x € I,
|f(x, )] < g(t), et telle que Uintégrale (simple ou impropre) [, g(t)dt existe. Alors
F:l-R z— ffo t)dt est continue.

(2) Supposons que [ est continue, que la dérivée partielle —f: existe et est continue, et
qu’il existe g : J — R telle que, pour tout v € 1, (m t)] < g(t), et telle que
lintégrale (szmple ou zmpmpre) [, 9(t)dt existe. Alors Pl R, z— [, fa(t)
est de classe C*, ‘on peut dériver sous le signe somme”.

15.3. Exemples. (Cf. aussi TD !)

(1) I = J = [0,00[, flz,t) = e‘”s%t sit # 0, et f(x,0) = 1. On peut appliquer

le théoreme 15.2 (2) pour x € [a,00[ avec a > 0, et on trouve F'(z) = —==. On
en déduit que fooo f(z,t)dt = —arctgx + C. Or, lim, ., F(x) = 0, doa C = Z

F(z) =% — arctgz = arctg 1.

(2) I =J =R, f(z,t) = e ™ e 272 On peut dériver sous le signe somme. On montre
que F(z) satisfait alors a la méme équation différentielle que e ™ et on en déduit que
F(z) = e ™ (cf. TD : calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne)

(3) Proposition : La fonction Gamma T' : Rt — R, z — T'(z) = [Te t" dt est
différentiable, avec dérivée

F’(x):/o (logt)e "t* 1 dt.

Remarque : de méme, il est vrai que la fonction T : {x € C | Rx > 0} — C est C-
différentiable, et ainsi cette fonction est analytique. De la méme maniere, on montre que
la fonction béta et un grand nombre d’autres fonctions définies par des intégrales sont
analytiques.

En effet, on vérifie les hypothéses de 15.2 (2) : soit J =]0,00[, I = [or, 00] avec o > 0
et f(z,t) = e7*~1. 11 faut majorer 3 (z,¢) = e~'log(t)t*~!. Pour cela, on sépare
fooo = fol + floo. Sur le deuxiéme intervalle, la majoration ne pose pas de probléme, grace
a la décroissance rapide de e~*. Sur ]0, 1], la fonction g(t) := log(¢)t*~! est une fonction

majorante de 8f s(x,t), et fo t)dt existe (intégrale de Bertrand, 14.9).
(4) Une application du théoréme 15.1 (1) : soit f: I — R de classe C''. Alors on pose

P:IxI—R, Pxy):= /lf'(as—l—t(y—x))dt.
0

Comme [ x I x [0,1] — R, (y,z,t) — f'(z + t(y — x)) est continue, le théoréme 15.1,
implique que P : [ x I — R est continue. De plus, si x — y # 0, aprés changemenet de

variables v = z + t(y — z), la relation fondamentale entre calcul dlfferentlel et mtegral
(:c) f)

- . Si z =y, on trouve que P(x, ) fo f(x)dt = f'(x).

implique que P(x, y) =
Cela donne :

15.4. Proposition. Soit f : I — R une fonction de classe Ct. Alors il existe une
fonction continue (dite la pente de f) P : 1 x I — R telle que

f@) = fy)

Ve,yelLx#y:  Plry) = pr—
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Remarque. La réciproque est vraie aussi : si P existe, alors P(z,z) = lim,_, P(x,y) =

lim,_., w existe, et donc f’(z) existe et vaut P(x,z), ce qui est bien une fonction

continue quand P est continue.

Continuité et continuité uniforme

Soient M C R* et N C R™ et f : M — N une application. Soit d(z,y) = ||z — y||
(distance entre z et y ; comme norme on peut prendre ||v|| = max;—; __, |vi]).

Rappel 1. f continue si : Vo € M,Ve > 0: 30 > 0: d(x,y) < = d(f ( ), f(y)) <

f uniformément continue si : Ve > 0: 36 > 0: Vo € M: d(z,y) < § = d(f(z), f(y)) <e.

Rappel 2. Soit M C R" compact (fermé et borné) et f: M — N. Alors : f continue =
f uniformément continue.

Preuve de 15.1 (1). Soit f: J x I — R continue et xy € I. On choisit un intervalle
compact Iy C I tel que z¢ € I. Le rectangle J x Iy est compact. Alors f : J x Iy est
uniformément continue (rappel 2), donc il existe 6 > 0 tel que

|F(z) — F(xo)] = |/fxt f (o, t) dt|
< /|fxt f(zo,t)| dt

< |b—a|-e
si x € Iy est tel que |x — | < d. Il s’ensuit que F' est continue au point .

Preuve de 15.1 (2). Nous utilisons la proposition 15.4, appliquée a la fonction = +—
f(z,t) : il existe une application continue @ : I x I X J — R, (z,y,t) — Q(x,y,t) telle

que, pour = # vy, Q(x,y,t) = % et Q(z,xz,t) = ( ,t). Alors, si x # y,
QCELUN ST (T
r—=y

r—=y a
b

mais cette derniére expression existe aussi pour x = y, et d’aprés 15.1 (1), elle definit une
fonction continue P(z,y) de (z,y) € I x I. En utilisant la réciproque de 15.4, il s’ensuit
que F est de classe O, et pour = y on obtient la “dérivation sous le signe somme”.

Preuve de 15.2 (1). On considére le cas J = [a,b[. On choisit une suite monotone
J 2 b, — b, avec by = a. L’intégrale fbf (x,t) dt existe et est égal a

bn, by n
/ f(z,t)dt = lim f(z,t)dt = lim Z/ f(z,t)dt =: lim ZFk(x)
n—oo n—~o0 bk: 1 n—oo 1
D’aprés 15.1 (1), les fonctions Fj, sont continues. De plus,

bk by,
Bl =sup Fu(o) < sup [ |fat)lde < [ g(e)dt = Co
Te

zel Jbj,_4 b1

Puisque fab (t)dt existe, la somme Y - Cj converge vers f g(t)dt, ainsi la série de
fonctions ), Fj(z) converge normalement, donc uniformément, et donc la limite F' est
une fonction continue (théoréme 10.5).

Preuve de 15.2 (2). On utilise exactement la méme stratégie, en invoquant cette fois-ci
le théoreme 10.10 (convergence aus sens C*).
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